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ÉTAT 

DE  LA  SOCIÉTÉ  MATHÉMATIQUE  DE  FRANCE 

AU  COMMENCEMENT  DE  1/ ANNÉE  1900    (*). 


MM. 


Membres  honoraires  du  Bureau. .  •  • 


APPELL. 

BERTRAND. 

GREMONA. 

DARBOUX. 

HATON  DE  LA  GOUPILLIÈRE. 

HERMITE. 

JORDAN. 

PICARD. 


Président MM.  POINCARÉ. 

GARYALLO. 
D'OCAQNE. 
RAFFY. 
VICAIRE. 


Viee*PrésidenU. 


Secrétaires . 


Yice-Secrétaires. . 


Archifiste. 
Trésorier.. 


Membres  du  Conseil (*). 


BLUTEL. 
BOREL. 

BRICARD. 
DUPORCQ. 

BIOCBE. 

CLAUDE-LAFONTAINE. 

ANDOYER,  1903. 
ANDRÉ,  1903. 
FODRET,  1903. 
aoURSAT,  1901. 
GUYOU,  1903. 
HUMBERT,  1901. 
LAISANT,  1901. 
LECORNU,  1902. 
LUCAS  (F.),  1902. 
KOENIGS,  1901. 
PAINLEVÉ,  1902. 
TOUCHE.  1902. 


(*)  MM.  les  Membres  de  la  Société  sont  instamment  priés  d'adresser  au  Secrétariat 
les  reetillcations  qu'il  y  aurait  lieu  de  faire  à  cette  liste. 

(')  La  date  qui  suit  le  nom  d'un  membre  du  Conseil  indique  l'année  an  com- 
neneement  de  laquelle  expire  le  mandat  de  ce  membre. 
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1872.  ACDARD,   ancien  directeur  de  la  Compagnie  d'assurances  sur  la  vie  la  Foncière, 

rue  de  la  Terrasse,  6  bis,  à  Paris. 

1893.  ADAV  (Paul),  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  docteur  es  sciences  mathématiques, 

boulevard  des  Invalides,  4^»  ^  Paris. 

1900.    ADHKIAB  (vicomte  Robert  d'),  i4o,  boulevard  Raspail. 

1881.    AlIfiUES,  proviseur  du  lycée,  à  Toulon  (Var). 

1896.     AKDOYER.  maître  de  conférences  et  chargé  de  cours  à  la  Faculté  des  Sciences,  avenue 
d'Orléans,  5,  à  Paris. 

1894.  ANDRADE,  maître  de  conrérences  h  la  Faculté  des  Sciences,  &  Montpellier  (Hérault). 
1372.    ANDRÉ  (Désiré),  docteur  es  sciences  mathématiques,  rue  Bonaparte,  70^//,  à  Paris. 

1890.  ANTOMARl,  docteur  es  sciences,  professeur  au  lycée  Carnot,  rue  Daubigny,  11  bia. 
1379.    APPELL,  membre  de  l'Institut,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  et  à  l'École  Cen- 
trale des  Arts  et  Manufactures,  rue  de  Noailles,  a3,  à  St-Germain-en-Laye  (S.-et-O.)- 

1881 .  ASTOR,  professeur  à  la  Facuité  des  Sciences,  place  Vaucanson,  4»  À  Grenoble  (Isère). 

1882.  AUTONNE,  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  rue  Mont-Bernard,  9,  &  Lyon  (Rhône). 
1900.     BURE,  docteur  es  sciences,  professeur  au  lycée  de  Bar-le-Duc. 

1896.     BAKER,  professeur  à  l'Université,  Toronto  (Canada). 

1894.  BALITRAXD,  capitaine  du  génie,  à  TIemcen  (Algérie). 

1389.     BECDI.N,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  de  Bourgogne,  4o,  à  Paris. 
1875.     BERDELLE,  ancien  garde  général  des  forêts,  à  Rioz  (Haute-Saône). 

1873.  BERTRAND  (Joseph),  secrétaire  perpétuel  de   l'Académie  des  Sciences,  membre  de 

l'Académie  française,  rue  de  Tournon,  4»  ^  Paris. 

1895.  BELDOIV,  docteur  es  sciences,  professeur  au  lycée,  rue  Dupuch,  26,  à  Alger  (Algérie). 

1872.  BIENAYJME  (Arthur),  inspecteur  général  du  génie  maritime  en  retraite,  rue  Revel,  i4» 

à  Toulon  (Var). 

1888.  BIOCHE,  professeur  au  lycée  Louis-Ie-Grand,  rue  Notre-Dame-des-Champs,  56,  à  Paris. 

1875.  BISCHOFFSDEIM,  membre  de  l'Institut,  rue  Taitbout,  3,  à  Paris. 

1898.  BLAKE  (Edwin-M.),  Instructor  at  Purdue-Univer&iiy,  à  Lafayette(  Indiana). 

1900.  BLUNENTHAL  (Otto),  docteur  en  philosophie  de  Gôttingen,  rue  Berthollet,5,  à  Paris. 

1891.  BLITEL,   professeur  au  lycée  Saint-Louis,   mailre  de  conférences  à  la  Sorbonne,  rue 

Claude-Bernard,  65,  à  Paris. 

1802.     B03iAPARTE  (prince  Roland),  avenue  d'Iéna,  10,  à  Paris. 

1895.  BOREL,  maitrc  de  conférences  à  l'École  Normale  supérieure,  rue  TouIIier,  7,  à  Paris. 

1896.  BOIJLANCER,  professeur  à  l'Institut  industriel,  rue  Caumartin,  80,  à  Lille  (Nord). 

1896.     BOIRGET  (Henry),  maitrc  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Saint-Jacques, 
20,  à  Toulouse  (Haute-Garonne). 

1896.  BOIRLET,   professeur  à  l'École  des  Beaux-Arts  et   au   lycée  Saint-Louis,  avenue  de 

l'Observatoire,  22,  à  Paris. 

1886.     BRAVLT  DE  B0LR\0NY1LLE,  avenue  de  la  Grande-Armée,  79,  à  Paris. 
1900.     BREITLIXG,  proviseur  du  lycée  Saint-Louis,  boulevard  Saint-Michel,  44* 

1897.  BRICARD,  ingénieur  des   manufactures  de  l'État,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique, 

rue  des  Martyrs,  73,  h  Paris. 

1873.  BROCARD,  chef  de   bataillon    du  génie   en   retraite,  Ville-Haute,  75,  à  Bar-le-Duc. 
1886.     BRl'NEL,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  à  Bordeaux  (Gironde). 

1893.     BL'RkflARDT,  professeur  à  l'Université,  Kreuzplatz,  i,  à  Zurich  (Suisse). 
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1S97.  GABREIRA,  membre  de  TAcadémie  royale  des  Sciences,  rua  da  Alegrîa,  36,  à  Lisbonne. 

1894.  GAOEN,  professeur  au  collège  RoUin,  rue  des  Vignes,  Sg,  à  Paris. 

1893.  CiLDARERA,  professeur  à  rUniversité,  palazzo  Giampaolo,  via  délia  Libéria,  à  Palerme. 

1888.  GANET  (GusUve),  ingénieur  ciyil,  directeur  de  l'artillerie  de  MM.  Schneider  et  C^% 

boulevard  Malesherbes,  i,  à  Paris. 

1885.  CAROX,  professeur  de  géométrie  descriptive,  rue  Claude-Bernard,  69,  à  Paris. 

1892.  CARONNET,  docteur  es  sciences  mathématiques,  rue  Demours,  6a  bis,  à  Paris. 

1896.  CARTAX,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Suehet,  38,  à  Lyon. 

1887.  CARYALLO,  répétiteur  et  examinateur   d'admission   à  TÉcole   Polytechnique,    rue 

Clovis,  1,  à  Paris. 

1887.  CASPARY  (F.),  Joachimsthalerstrasse,  43,  à  Gharlottenburg  (Allemagne). 

1890.  GEDERGREtTZ  (baronne  Nanny,  nce   de  Lagerborg),  Georgsgatan,  22,  à  Helsingfors. 

1892.  CELLÉRIER  (Gustave),  quai  des  Eaux-Vives,  34,  à  Genève  (Suisse). 
1896.  GELS,  professeur  au  lycée  Gondorcet,  rue  Le  Goff,  3,  à  Paris. 

1887.  GERRUTI,  professeur  à  TUniversité,  rue  d'Azeglio,  16,  à  Rome  (Italie). 

1888.  CIIAILAN  (Edouard),  rue Berthollet,  16,  à  Paris. 

1893.  CHARLIAT,  ingénieur  des  arts  et  manufactures,  rue  de  Paradis,  46,  à  Paris. 

1896.  GBARYE,  professeur  à  la   Faculté  des  Sciences,  cours  Pierre-Puget,  60,  à  Marseille. 

1881.  GBEMIN,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  avenue  Montaigne,  33,  à  Paris. 

1884.  CHRYSTAL,  professeur  à  l'Université,  à  Edimbourg  (Ecosse). 

1875.  CLAODE-LAFONTAiNE,  banquier,  rue  de  Trévise,  3a,  à  Paris. 

1872.  C0LLI(iNO!V,  inspecteur  général  des  ponts  et  chaussées,  rue  de  Seine,  6,  à  Paris. 

1890.  GOLOT,  château  du  Seuil,  à  Gérons  (Gironde). 

1898.  GOMBEBIAC,  capitaine  du  génie,  à  TÉcole  d'Application,  à  FonUinebleau  (S.-et-M.). 
1896.  GOSSERAT  (E.),  professeur  à  lu  Faculté   des  Sciences,  rue  de  Metz,  i,  à  Toulouse. 
1896.  GOSSERAT  (F.),  ingénieur  en  chef  des  Ponts  etGhaussées,  rue  d'Alsace,  a3,  à  Paris. 
1900.  COTTOX  (Emile),  professeur  au  lycée,  rue  Pargaminières,  5a,  à  Toulouse. 

1896.  GOURTIX,  chef  de  baUilIon  du  génie  en  retraite,  rue  des  Bernardins,  48,  à  Paris. 

1884.  GRAIfi,  professeur  à  rUniversité  John  Hopkins,  à  Baltimore  (États-Unis  d'Amérique). 
1877.  CRENONA,  sénateur.,  directeur  de  l'École  des  Ingénieurs,  h  Rome  (Italie). 

1872.  DARBOUX,  membre  de  l'Institut,  doyen  delà  Faculté  des  Sciences,  rue  Gay-Lu88ac,36. 

1885.  DA1ITHEYILLE,  professeur  h  la  Faculté  des  Sciences,  à  Montpellier  (Hérault). 

1881 .  DEFFORCES,  lieutenant-colonel  d'infanterie,  en  mission  &  Constantinople  (  Turquie). 

1882.  DELAIV^OY,  sous- intendant  militaire  en  retraite,  à  Guéret  (Creuse). 

1895.  DELAl^iAY  (N.),  professeur  à  l'Institut  Polytechnique  Empereur  Nicolas  11,  à  Varsovie. 

1899.  DELBHER,  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  à  Aubenas  (Ardéche). 
1885.  DEMARTRES,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  à  Lille  (Nord). 

1892.  DEJIOILIN  (  Alp.),  professeur  à  l'Université,  rue  du  Bas-Polder,  ao,  à  Gand  (Belgique). 

1897.  DE5iIS  (Henry),  élève  libre  à  l'Ecole  d'application  du  Génie  maritime,  rue  de  Fleu- 

rus,  23,  à  Paris. 

1883.  OëRCYTS,  professeur  à  l'Université,  rue  des  Augustins,  35,  à  Liège  (Belgique).   • 

1894.  DBSAINT,  docteur  es  sciences,   boulevard  Gouvion-Saint-Cyr,  47,  à  Paris. 

1899.  DRAGH  (Jules), maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Glermont-Ferrand. 

1896.  DUMAS  (G.),    licencié   es  sciences,  chez   Frau  Mûller,  a5,   Kaiserstrasse   Postel    I, 

Berlin,  N.  0. 
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1897.  BCNONT,  professeur  au  lycée,  rue  Royale,  lo,  à  Annecy  (Haute-SaToie). 

W86.  DONGAN,  Consulting  Engineer,  Empire  Building,  Broadway,  71,  New>Tork  City. 

1895.  BIIPORGQ  (Ernest),  ingénieur  des  télégraphes,  boulevard  Pereire,  16a,  à  Paris. 

1896.  DDPOBT  (Henry),  professeur  à  l'Université,  rue  Colonel-de-Grancey,  4»^  Dijon. 

1897.  DinAII-LdRICA,  commandant  d'artillerie,  à  la  Corogne  (Espagne). 

1872.  DIIRBANBI,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  à  Poitiers  (Vienne). 

1885.  DYCK  (Walther),  professeur  au  Polytechnicum,  à  Munich  (Bavière). 

18%.     EOVBRTB,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  ancien  capitaine  d'artillerie,  rue  de 
Seine,  6,  à  Paris. 

1888.  FAUT,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Montpellier  (Hérault). 

1891.  PACQDBIIBBRCIIB,  professeur  au  lycée,  à  Mont-de-Marsan  (Landes). 

1898.  PERBER,  eapiuine  d'artillerie,  professeur  adjoint  à  l'École  d'application,  rue  d'Avon, 

17,  à  Fontainebleau  (Seine-et-Marne). 

1892.  PEIR  (Henri),  privat-doeent  à  l'Université,  rue  Gevray,  19,  à  Genève  (Suisse). 

1885.    PIELDS  (John),  professeur  de   mathématiques,    Niornbergerstrasse,  i8.  à  Berlin. 

1881.    PLOfUET,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Saint-Lambert,  17,  à  Nancy. 

1872.    PLTE  SAINTE-IARIE,  chef  d'escadron  d'artillerie  en  retraite,  ancien  répétiteur  à  l'École 
Polytechnique,  place  Royer-Collard,  à  Vitry-le-François  (Marne). 

1896.  PONTANEAD,  ancien  oflBcier  de  marine,  cours  Bugeaud,  8,  à  Limoges  (Haute-Vienne). 

1897.  PO?iTENÉ,  professeur  au  collège  Rollin,  boulevard  Barbés,  ai  bis,  à  Paris. 

1895.  PONTES,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  rue  Romiguières,  3,  à  Toulouse. 

1891 .  PONTVIOLANT  (de),  professeur  à  l'École  Centrale,  rue  d'Erlanger,  ag,  Paris-Anteuil. 

1889.  POGGIB,  professeur  de  mathématiques,  rue  Soufflot,  5,  à  Paris. 

1872.    F0IIRET,  examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique,  rue  Washington,  16. 

1892.  PROLOV  (le  général),  quai  des  Eaux-Vives,  36,  à  Genève  (Suisse). 

1872.    CARIEL,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  professeur  à  la  Faculté  de  Médecine, 
rue  Édouard-DeUille,  6,  à  Paris. 

1896.  CAUTRIBR-VILLARS,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  éditeur,  quai  des  Grands- 

Augustins,  55,  à  Paris. 

1890.  CEBBIA,  professeur  libre  &  l'Université,  à  Palerme  (  Italie). 

1872.    CENTT  (E.),  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  rue  de  Vaugirard,  207,  à  Paris. 

1890.     CENTY  (Max),  lieutenant  de  vaisseau,  directeur  du  Parc  d'aérostatlon  de  Lagoubran, 
villa  Emeriau,  à  Toulon. 

1890.     CERBALBI,  professeur  à  l'Université,  via  DaiU,  11,  à  Palerme  (Italie). 

1897.  CERRARS,  professeur  à  Worcester  Collège,  Saint-John  Street,  ao,  à  Oxford  (Grande- 

Bretagne). 

1896.    CIRARBVILLE,  eapiuine  d'artillerie,  avenue  Marigny,  i33,  à  Montreuil-tous-Bois  (  Seine). 

1881.    CBDRSAT,  professeur  &  la  Faculté  des  Sciences,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique, 
boulevard  Arago,  iia,  à  Paris. 

1896.     CRBENHILL,  professeur  à  l'École  d'artillerie,  à  Woolwich  (Grande-Bretagne). 

1896.    €RJKVY,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  boulevard  Saint-Germain,  i3,  à  Paris. 

1899.  CDABET,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  boulevard  Saint-Germain,  ajo  bîSf  à 

Paris. 

1880.    COGGIA  (Jean),  professeurà l'Université,  via  Ruggiero  Settimo,  a8,  à  Palerme  (Italie). 

1900.  CDICHARB,  professeur  à  l'Université  de  Clermont-Ferrand. 
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1891.  CGIIARABS,  officier  du  génie,  à  rAcadémie  des  Sciences,  rue  Nota  da  Piedade,  55, 

&  Lisbonne  (Portugal). 

1881.  CONTIER  (D' Sigismond),  professeur  à  l'École  Polytechnique,  à  Munich  (Bavière). 
1885.  €OYdD,  membre  de  l'Institut,  capitaine  de  Trégate,  rue  de  l'Université,  i3,  à  Paris. 
1873.    IAA€,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  répétiteur  à  TÉcoIe  Polytechnique, 

rue  Chardin,  1 1  bis,  à  Paris. 

1882.  lABICI,  directeur  de  l'École  des  mines,  à  Lima  (Pérou). 

1896.     lADAMARD,  professeur  adjoint  à  la  Faculté  des   Sciences,   professeur  suppléant  au 
Collège  de  France^  rue  Humboldt,  a5,  à  Paris. 

1894.  HALSTBD,  professeur  &  l'Université  du  Texas,  Guadalupe  Street,  2407»  à  Austin  (Texas). 

1872.    lATON  M  LA  C0IIFlLLlillE,  membre  de  l'Institut,  inspecteur  général  des  mines,  direc- 
teur de  l'École  des  mines,  boulevard  Saint-Michel,  60,  à  Paris. 

1872.  IKRRT,  inspecteur  général  des  ponts  et  chaussées,  boulevard  St^ermain,  2a,  à  Paris. 

1892.  IBBHANII,  libraire-éditeur,  rue  de  la  Sorbonne,  8,  à  Paris. 

1873.  IBRHITI,  membre  de  l'Institut,  professeur  honoraire  à  la  Faculté. des  Sciences,  rue 

de  la  Sorbonne,  2,  à  Paris. 

1893.  HIODX,  professeur  en  retraite,  rue  des  Fossés-Saint- Jacques,  16,  à  Paris. 
1900.     BOPPBAIIBR,  ancien  lieutenant  d'artillerie,  rue  Malus,  i,  à  Paris. 

1879.  R0L8T(El]ing),  professeur  àrÉcolePolytechnique,Pi]estrade,  49,  àChristiania(Norvège). 

1895.  ROTT  (Stanislas),  professeur  à  l'École  S^-Geneviève,  rue  Yauquelin,  3o,  à  Paris. 

1872.  HODRICAIIT,  chef  de  baUillon  du  génie  en  retraite,  rue  Lecourbe,  88,  à  Paris. 

1880.  RDIIRERT,  ingénieur   en    chef    des  mines,  professeur  à   l'École  Polytechnique,  rue 

Daubigny,  10,  &  Paris. 

1881 .  iNRBB,  directeur  dea  études  à  l'École  Centrale,  rue  Montgolfler,  i,  à  Paris. 
1887.    ISSALY  (l'abbé),  rue  Margaux,  16,  à  Bordeaux  (Gironde). 

1896.  JAGQDBT  (E.),  professeur  au  Prytanée  militaire,  rue  Couchot,  8,  à  la  Flèche. 

1898.    JABNKB,  assisunt  à  l'Université  de  Berlin,  Pariserstrasse,  55,  à  Wilmersdorf,    près 
Berlin  (Allemagne). 

1873.  JARIN,  chef  d'escadron  au  i5«  régiment  d'artillerie,  à  Douai  (Nord  ). 

1898.  JARRY  (N.),  ingénieur  civil,  rue  Michel-Bizot,  187,  h  Paris. 

1872.    JAYARY,  chef  de  bataillon  du  génie  en  retraite,  chef  des  travaux  graphiques  à  l'École 
Polytechnique,  rue  du  Cardinal-Lemoine,  x,  à  Paris. 

1872.    JORRAN,  membre  de  l'Institut,  professeur  à  l'École  Polytechnique  et  au  Collège  de 
France,  rue  de  Varenne,  48,  k  Paris. 

1872.  J0IIPFRBT,  lieutenant-colonel  d'artillerie,  rue  de  l'Estrapade,  ao,  &  Paris. 

1875.    JDNB,  professeur  à  l'Institut  technique  supérieur,  ria  Borgonuovo,  9,  à  Milan  (Italie). 
1890.     KOBR  (Gustaf),  maître  deconférences  à  l'Université,  à  Stockholm  (Suède). 

1892.  KOCH   (H.  vos),    maître   de    conférences  à   l'Université,    à  Djursholm-Stockholm 

(Suède). 

1880.  KCNIfiS,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris,  répétiteur  à  l'École  Poly- 

technique, boulerard  Arago,  loi,  à  Paria. 

1897.  LAGAOCIB,  ingénieur  civil,  chef  du  laboratoire  de  la  Compagnie  générale  des  Omni- 

bus, rue  de  Saint-Pétersbourg,  37,  à  Paris. 

1881.  LAC0R,  professeur  de  mathématiques,  boulevard  du  Mont-Parnasse,  96,  à  Paris. 

1873.  LAISANT,  docteur  es  sciences,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  avenue  Victor-Hugo, 

162,  à  Paris. 

1893.  LARGELIN,  boulevard  Arago,  97,  k  Paris. 

1899.  LARBAU  (Edouard),  docteur  en  philosophie,  Dorotheenslrasse,  55,  Berlin,  N.  W. 
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1896.  LAROSE,  ingénieur  des  télégraphes,  Usine  des  câbles  sous -marins,  à  La  Seyne.(  Var). 

1896.  LACfiEL,  ancien  attaché  d'ambassade,  villa  des  Bruyères,  au  Golfe  Juan  (Alpes-Mar"**). 

1873.  LAITD,  manuraclurier,  à  Thann  (Alsace). 

18^.  LEAU,  professeur  au  collège  Stanislas,  rue  Michelet,  5,  à  Paris. 

1880.  LEADTÉ,  membre  de  rinstitut,  boulevard  de  Gourcelles,  i8,  à  Paris. 

1896.  LEBEL,  professeur  au   lycée   de  Montpellier,  villa  Mont-Carmel,  avenue  Bouisson- 

Bertrand,  à  Montpellier. 

1893.  LEGORKU,  ingénieur  en  chef  des  mines,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rueOay- 

Lussac,  3,  h  Paris. 

1895.     LÊ.VERAY,  licencié  es  sciences,  ingénieur  civil  du  génie  maritime,  rue  Ville-ès-Martin, 
109  bisj  à  Saint-Nazairc  (Loire-Inférieure). 

1872.     LENOINB  (Emile),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  avenue  du  Maine,  82,  à  Paris. 

1879.     LE  PAlfiB,  professeur  à  l'Université,  à  l'observatoire  de  Cointe,  k  Liège  (Belgique). 

1895.     LE  RODX,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  faubourg  de  Fougères,  ^i, 
à  Rennes  (llle*et-Vilaine). 

1898.     LE  ROY,  docteur  es  sciences,  rue  de  l'Abbé-de-PÉpée,  8,  à  Paris. 

1891 .     LERY,  agent  voyer  d'arrondissement,  à  Pontoise  (  Seine -et-Oise). 

1872.     LESPIAIILT,  doyen  honoraire  de  Ja  Faculté  des  Sciences  de  Bordeaux,  à  Nérac  (Lot-et- 
Garonne). 

1882.     LEVY  (Lucien),  répétiteur  et  examinateur  d'admission  à  l'École   Polytechnique,  rue 
du  Regard,  12,  à  Paris. 

1872.  LEVY  (Maurice),  membre  de  l'Institut,  inspecteur  général  des  ponts  et  chaussées, 

professeur  au  Collège  de  Franco,  avenue  du  Trocadéro,   i5,  à  Paris. 

1875.     LEZ  (Henri),  à  Lorrez-le-Bocage  (Seine-et-Marne). 

1873.  LlfiDI^E,  curateur  de  rarrondisscmeiit  scolaire,  à  Varsovie  (Russie). 

1898.     LI\D£LOF  (Ernst),  professeur  à  l'Université,  Boulevardsgatan,  12,  à  Helsingfors. 

1877.     LINDEHANN,  professeur  à  l'Université,  Franz-Josephstrasse,  12,  à  Munich  (Bavière). 

1886.     LIOIVILLE,  ingénieur  des  poudres,  examinateur  des  élèves  à  l'École  Polytechnique, 
quai  Henri  IV,  12,  à  Paris. 

1900.     LOVETT  (E.-O),  à  Princeton,  New-Jersey. 

1888.  LIGAS  (Félix),  ingénieur  en  cbef  des  ponts  et  chaussées,  rue  Boissière, 3o,  à  Paris. 

1886.     LY09i,  docteur  es  sciences   mathématiques,  chemin  de   la   Roseraie,   26,   à  Genève 
(Suisse). 

1882.     NACÉ  DE  LÉPINAY,   professeur  de  mathématiques  spéciales  au    lycée    Henri    IV,    me 
Claude-Bernard,  63,  à  Paris. 

1895.     MAILLET,  docteur   es   sciences,   ingénieur  des    ponts    et   chaussées,    boulevard  de  la 
Grande-Ceinture,  à  Palaiseau  (Seino-el-Oise). 

1875.     MALLOIZEL,  professeur  de  mathématiques,  rue  de  l'Estrapade,  7,  à  Paris. 

1872.     MA^^IHEIH,  colonel  d'artillerie  en  retraite,  professeur  à  l'École  Polytechnique,  boule- 
vard Bcauséjour,  i,  à  Paris. 

1884.     MARTIN  (Artemas),  Columbia  slreet,  i534,  N.  W.,   à  Washington  D.  G.  (États-Unis 
d'Amérique). 

1889.  HARTIN  (Emile),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  professeur  de  mathématiques, 

square  du  Croisic,  i  (boulevard  du  Mont-Parnasse),  à  Paris. 

1894.  NACPIX,  professeur  au  collège,  à  Issoire  (Puy-de-Dôme). 

1897.  MEHXKE,   professeur  à  l'École   Polytechnique  supérieure,   Immenhoferstrassê,  4)  À 

Stuttgart  (Wurtemberg), 
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1889.    IKNDIZAiU  TANBOIKL  (de),  membre  de  la  Société  de  Géographie  de  Mexico,  calle  de 
Jésus,  x3,  à  Mexico  (Mexique). 

1884.  MBRCEtBAD,  licencié  es  sciences,  rue  de  l'Université,  193,  à  Paris. 

1893.     MIGHEL  (François),  inspecteur  de  l'exploitation    aux  chemins   de  fer  du  Nord,  à 
Béthune  (  Pas-de-Calais  ). 

1899.  MILlKt  (D'  G.-A.),  professeur  à  Cornell  Univorsity,  à  Ithaca,,  N.  Y.  (États-Unis). 
1873.     aiTTA€-LKFFLKR,  professeur  à  l'Université,  h  Stocliholm  (Suède). 

1897.  NO^TTCHEDIL  (Tabbé  de),  école  de  l'Immaculée-Conception  Sainte-Marie  (Caousou), 

à  Toulouse. 

1898.  nONTKSSDS  DE  BALLORE  (R.  de),  à  Toulon-sur-Arroux  (Sa6ne-et-Loire). 

1872.  MODTARD,  inspecteur  général  des  mines  en  retraite,  rue  du  Val-de-Gràce,  9,  à  Paris. 

1888.     NUKnOPADHYAY  (Asulosh),  professeur  de  mathématiques,  Russa  Road,  77,  North  Rho- 
wanipore,  à  Calcutta  (Inde). 

1898.     NAOD  (C),  éditeur,  rue  Racine,  3,  à  Paris. 

1885.  NEIIBER6,  professeur  à  l'Université,  rue  Sclessin,  6,  à  Liège  (Belgique). 

1897.  NICOLLIBR,  professeur,  à  Montreux  (Suisse). 

1900.  NIEWENfiLOWSKI,  docteur  es  sciences,  inspecteur  de  l'Académie  de  Paris,  rue  de  l'Ar- 

balète, 35. 

1882.  OCAtiNE  (M.d'),   ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  professeur  à  l'École  des  Ponts 

et  Chaussées,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  La  Boétie,  3o,  à  Paris. 

1873.  OVIDIO  (Enrico  d'),  professeur  à  l'Université,  Corso-Oporto,  3o,  à  Turin  (Italie). 

1893.     PAIiVLEVE,  maître  de  conférences  à  l'École  Normale  supérieure,  répétiteur  à  l'École 
Polytechnique,  rue  de  Rennes,  99,  à  Paris. 

1888.     PAPELIER  (Georges),  professeur  de  mathématiques  spéciales   au  lycée,  rue  de  Re- 
couvrance,  20,  &  Orléans  (Loiret). 

188i.     PARAP,  maître  de  conférences  h  la  Faculté  des  Sciences,  &  Toulouse. 

1872.     PARXENTIER,  général  du  génie  en  retraite,  rue  du  Cirque,  5,  &  Paris. 

1872.  PARRAN,  ingénieur  en  chef  des  mines,  rue  des  Saints-Pères,  56,  à  Paris. 

1881.  PELLET,  doyen    de   la  Faculté  des   Sciences,  rue  Pascal,  3o,  à  Clermont-Ferrand. 

1883.  PELLETREAV,  ingénieur  en  chef  des  chemins  de  fer  éthiopiens,  rue  Scribe,  5,  à  Paris. 

1898.  PBLLBTREAU  (Georges),  attaché  à  Tcxploitation  des  chemins  de  fer  du  Nord. 
1900.  PERCHOT,  astronome  adjoint  à  l'Observatoire  de  Paris,  7,  rue  Scheffer. 

1874.  PERGIll,  colonel  commandant  le  27*  régiment  d'artillerie,  à  Douai  (Nord). 

1881.  PEROTT  (Joseph),  Université  Clark,  à  Worcester  (Massachusetts). 

1873.  PERR13I,  ingénieur  en  chef  des  mines,  rue  Joinville,  35,  au  Mans  (Sarthc). 
1892.     PERRIN  (Élic),  professeur  de  mathématiques,  rue  Lamandé,  7,  à  Paris. 

1896.     PETROVITCH,  professeur  à  TUniversilé,  Kossantch-Venac,  24,  à  Belgrade  (Serbie). 

1887.     PEZZO  (del),  professeur  à  l'Uiiiversitc,  via  Gennuro  Serra,  75,  à  Napies  (Italie). 

1879.     PICARD  (Emile),   membre  de  l'Institut,  professeur  &  la   Faculté   des  Sciences  et  à 
l'École  Centrale  des  Arts  et  Manufactures,  rue  SoufQot,  i3,  &  Paris. 

1872.     PICQIIET,  chef  do  bataillon  du  génie,  examinateur  d'admission  à  l'Ecole  Polytech- 
nique, rue  de  Condé,  2/1,  à  Paris. 

1896.     PIERON,  inspecteur  général  de  l'Instruction  publique,  rue  d'Assas,  5o,  à  Paris. 

1899.  PIERPONT  (James),  prof,  de  l'Université  Yale,  New  Haven,  Connec  tient  (États-Unis). 

1882.  POI.NCARÉ,  membre  de  l'Institut  et  du  Bureau   des   Longitudes,   ingénieur  ep  chef 

des  mines,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Claude-Bernard,  63. 
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1882.  POKOINT  (  Martin),  directeur  du  lycée  communal,  à  Prague  (Bohême). 
1872.    POLKSNAC (prince  C.  de),  villa  Jessie,  à  Cannes  (  Alpea-Maritimes). 

1899.  PIIKCSHKII,  profeaieur  à  rUniveraité  de  Munich,  la,  ArclMtrasse. 

1896.    PiDVOST,  inspecteur  général  de  Tlnstruction  publique,  ir,  rue  de  la  Tour,  à  Paris. 

1872.    PSTZy  général  d'artillerie  en  retraite,  rue  Saînt-Merry,  98,  à  Fontainebleau. 

1896.     QDIQIIET,  actuaire  de  la  Compagnie /a  Nationale ^  rue  de  Grammont,  i3,  à  Paris. 

1898.  IliOT  (Charles),  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  rue  Duplessis,  77,  à  Ver- 
sailles (Seine-et-Oise). 

1872.    tADlU,  membre  de  Tlnstitut,  rue  de  Tournon,  la,  à  Paris. 

1883.  tAFFY,   professeur-adjoint  à    la   Faculté  des  Sciences,  mattre  de   conférences  à 

rÉcole  Normale  supérieure,  rue  Nicole,  7,  à  Paris. 

1898.     UPBtTy  commandant  du  génie  en  retraite,  rue  Saint-Antoine,  aoo,  à  Paris. 

1893.     RIVEtEAO  (l'abbé),  professeur  à  l'Institut  catholique,  à  Angers  (Maine-et-Loire). 

1872.     lODAtT,  ingénieur  civil,  rue  de  Lisbonne,  34,  à  Paris. 

1872.  lODGIK,  de  l'Institut,  professeur  au  Conservatoire  des  arts  et  métiers,  examina- 
teur des  élèves  à  l'École  Polytechnique,  boulevard  Saint-Germain,  3i3,  à  Paris. 

1896.     lOOCIBR,  docteur  es  sciences,  professeur  au  lycée,  à  Toulon  (Var). 

1885.    RODQIIET  (V.),  professeur  honoraire  de  mathématiques  spéciales,  à  Belpech  (Aude). 

1900.  SALTYKOW,  mattre  es  sciences  mathématiques,  rue  du  Cardinal- Lemoine,  71. 

1896.  SANCHKZ,  directeur  de  l'observatoire,  à  San  Salvador  (République  de  San  Salvador). 
1889.    SARAZ,  professeur  de  mathématiques,  rue  Saint-Jacques,  aao,  à  Paris. 

1872.  SARRAU,  membre  de  l'Institut,  ingénieur  en  chef  des  poudres,  professeur  à  l'École 
Polytechnique,  avenue  Daumesnil,  g  biê,  à  Saint-Mandé  (Seine). 

1872.  SARTIADX,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  chef  de  l'exploitation  h  la  Com- 
pagnie du  chemin  de  fer  du  Nord,  à  Paris. 

1885.    SADVACB,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Marseille  (Bouches-du-Rhône). 

1881 .     SCHLEfiKL,  professeur  à  l'École  technique,  Volmestrasse,  6a,  à  Hagen  (Allemagne). 

1897.  SCnOD  (Erik),  Gl.  Antvorskov,  à  Slagelse  (Danemark). 

1881.  SGRODTE,  professeur  à  l'Université,  à  Groningue  (Hollande). 
1896.    SB€IIIBR  (J.-A.  de),  docteur  es  sciences,  rue  de  Sèvres,  35,  à  Paris. 

1882.  SCLIVANOrr  (Démétrius),  attaché  à  l'Université,  Fontanka,  1 16,  log.  16,  à  Saint-Péters- 

bourg (Russie). 

1900.  SERVANT,  docteur  es  sciences,  Grande-Rue,  75,  à  Bourg-I a-Reine  (Seine). 

1900.  SPARRE  (comte  Magnus  db),  château  de  Yallière,  à  S^-Georges-de-Reneins  (Rh6ne). 

1881.  8TARK0FF,  professeur  à  l'École  de  commerce,  Deribasowskaja,  6,  à  Odessa  (Russie). 
1879.  STEPIANOS  (D'  Cyparissos),  professeur  à  l'Université,  à  Athènes  (Grèce). 

1898.  STORMER  (Cari),  chargé  de  cours  à  l'Université,  Huitfeldto  gade,  9,  à  Christiania. 
1873.  STODNICKA,  professeur  à  l'Université,  à  Prague  (Bohème). 

1872.    SYLOW,  professeur  à  l'Université,  à  Frederikshald  (Norwège). 

1899.  STR1B1X,  boulevard  Beauséjour,  23,  à  Paris. 

1896.  TANNENRERfi  (de),  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Bordeaux  (Gironde). 
1872.    TANNERY  (  Paul), directeur  des  manufactures  de  l'État,  à  Pantin  (Seine  ). 

1875.    TAlIflERY  (Jules),  sous-directeur  à  l'École  Normale  supérieure,  rue  d'Ulm,  45,  k  Paris. 

1882.  TARRY  (Gaston),  receveur  des  Contributions  diverses,  à  Kouba  (Algérie). 

1897.  TARRY  (Harold),  inspecteur  des  finances  en  retraite,  à  Kouba  (Algérie). 
1872.    TERRIER,  professeur  au  collège  Chaptal,  rue  Larribe,  3,  à  Paris. 
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1899.  THTBIOT  (Alexandre),  place  d'Anvers,  iO|  à  Paris. 

1873.  TISSOT,  ancien  examinateur  d'admission  h  l'Ecole  Polytechnique,  à  Voreppe(  Isère). 

1896.  TlSSdT,  enseigne  de  yaisseau,  professeur  au  Borda,  à  Brest  (Finistère). 

1896.  TOMttS,  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  Valgame  Dios,  3,  à  Madrid  (  Espagne). 

1893.  TOOGHE,   lieutenant-colonel  d'artillerie  territoriale,  rue  Truflault,  33,  à  Paris. 

1872.  TtES€A,  ingénieur   en  chef  des  ponts  et  chaussées  en  retraite,  château  de  Gour- 

tozé,  par  Vendôme  (Loir-et-Cher). 

1896.  TIBSSKf  docteur  es  sciences,  professeur  au  collège  Stanislas,  boulerard  du    Mont- 

Parnasse,  i64,  à  Paris. 

1893.     VALLÉB-PODSSIN  (Gh.-J.  db  la),  professeur  à  l'UniTersité,  rue  de  Namur,  190,  à  Lou- 
vain  (Belgique). 

1880.  VANBCBK  (J.-S.),  professeur  au  lycée,  à  Jicin  (Bohème). 

1897.  YASSILAS-VITALIS  (J.),  docteur  de  l'Université,  rue  Polyclète,  5,  à  Athènes  (Grèce). 

1898.  YASSILIEF,  président  do  la  Société  physico-mathématique,  à  Kasan  (Russie). 
1876.  VICAIRE,  inspecteur  général  des  mines,  rue  Gay-Lussac,  3o,  à  Paris. 

1888.     VOLTERRA  (  Vito),  professeur  à  l'Université,  via  S.  Quintino,  45,  à  Turin  (Italie). 

1900.  VDIBERT,  éditeur,  63,  boulevard  Saint-Germain. 
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BULLETIN 


/ 
>  l>fe     LA 


SOCIÉTÉ  MATHÉMATIQUE 

DE  FRANCE 


i>AR  LES  SECRÉTAIRES. 


S'adtesser    {>our    la    rédaction,    à    M.    Borel.    rue    Toullier,    7; 
|>otii*  lu  dÎHtribuliou,  a  M.  i(Li:iKL,  ruc*(^laude-Ut*riiurd,  6'>. 


TOME  XXVIII.    -     FASCICULE   1, 


PARIS, 

AU    SIÈGE   1)E   LA    SOCIÉTÉ, 

7,  ftUK  DUS  ghands-augiistins-,  7. 


MM.  les  Membres  de  la  Société  sont  priés  d'adressor  leur  colisalioiià  M.  Claudc-Lafontoine 
banquier,  rue  de  Trévise,  n"  3^,  à  Paris , Trésorier  de  la  Société. 

On  s'abonne  et  on  trouve  les  Volumes  déjà  publiés  au  si^gc  i^^itfefe(fis>yc(étf@0  la  Librairie 
Gaotbier-Villars,  55,  quai  des  Grands-Auguslina,  Paris. 


l^es  séttiireN  de  lu  Société  muthéttiatlquc  ont  lieu  Irii 
lirenticr  ei  troisième  ntereredis  die  eiinque  mole  à 
H  heures  et  demie. 

Jloure  d*otivertiire  de  la  BibliotlièqMe  t  iiuidi,  mer* 
erediy  vendredi,  de  It  k  S  lieMree. 

Depuis  le  f  Mare  1900  Je»  eéiineee  de  la  Seeiëté  ont 
lieu  dans  une  salle  de  la  Faeulté  des  Seienees  (entrée 
plaee  de  la  Sorlioiiney  esealier  tout  au  liout  de  la  gale- 
rie^  deuiLième  étage  à  droite)» 

lia  Bibliothèque  reste  proTisoirement^  9,  rue  des 
Clrands*Augustins»  lia  eorrespondanee  doit  être  adres- 
sée, soit  9,  rue  des  Grands- A ugustins,  soit  an  domiei- 
le  partieulier  de  Tun  des  9eerétalres. 


AVIS. 

Dans  sa  séance  du  a  février  i883,  le  Conseil  de  la  Société  ma- 

ihématique  de  France  a  décidé  qu'à  l'avenir  tout  Membre  de  la 

Société  qut  voudra  compléter  sa  collection  du  Bulletin  aura  le 

droit  personnel  de  le  faire,  une  seule  fois  pour  chacun  des  volumes 

publiés  avant  son  admission,  aux  prix  suivants  : 

Le  volume. 

fr 

Dix  volumes  au  moins 4 ,6o 

De  cinq  à  neuf  volumes 5,oo 

Moins  de  cinq  volumes 6,oo 


Dans  sa  séance  du  28  février  1900,  le  Conseil  de  la  Société 
mathématique  de  France  a  décidé  qu*à  l'avenir  tout  Membre  de 
la  Société,  auteur  d'un  travail  quelconque  inséré  dans  le  Bulle- 
tin et  désirant  en  obtenir  des  tirages  à  part,  devra  en  faire  la 
dentande  en  retournant  l'épreuve  eorrigée. 
.  Si  le  nombre  demandé  ne  dépasse  pas  cinquante,  les  frais  du 
tirage  à  part  seront  faits  par  la  Société. 


Conformément  à  des  décisions  prises  par  le  Conseil  et  par  la 
Commission  d'impression  : 

1**  Le  Bulletin,  depuis  le  Tome  XXVII»  paraît  tous  les 
trois  mois. 

2^  Les  auteurs  de  tous  travaux  destinés  au  Bulletin  sont 
instamment  priés  d'inscrire  en  tête  de  leurs  manuscrits  la 
classification  que  leur  assigne,  d'après  le  sujet  traité,  V Index  du 
Bépertoire  bibliographique  des  Sciences  mathématiques* 

3®  Us  sont  également  invités  à  ne  pas  dépasser,  autant  que  pos- 
sible, la  proportion  de  une  figure  pour  quatre  pages  de  texle 
imprimé. 
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SOCIÉTÉ   MATHÉMATIQUE    DE  FRANCE. 


MÉMOIRES  ET  COMMlNICATIOiNS. 


SDR  UNE  TRiNSFORMATION    DE   L'ÉQUATION 

Par  M.   E.    Go  u  usât. 

1.  Je  me  suis  déjà  occupé,  à  diverses  reprises,  de  l'équation  aux 
dérivées  parlieiles  du  second  ordre  (  '  ) 

en   posant   j-  --  s*,   on   ramène  l'équation  (i)    à    une   équation 

linéaire 

O^z  i   d]oçrl   dz       ^  ^  _ 

^  *  ^  â^Of  "^  1      dx^  ijp  "~  '^*  ~  ^' 

et,  à  toute  solution  z  de  l'équation  (i)  correspond  une  intégrale 
de  l'équation  (i)  qui  est  complètement  déterminée,  à  une  con- 


(')  Bulletin  de  la  Société  matfiématigue,  t.  XXV,  p.  36-48;  1897. 
Leçons  sur  l'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre,  t.  II,  p.  îSa. 

xxvni.  ï 
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stante  addilivc  près^ 

(3)  h=fz^dx+l{^ydy. 

Les  invariants  A  et  Ar  de  Téquaiion  (2)  ont  les  valeurs  suivante!^ 

rJMocrX 


^   =   X,  Arr.X  — 


'i    àx  dy 


et  ceux  de  Téquation  que  l'on  en  déduit  par  Tapplication  de  la 
première  transformation  de  Laplace  ont  les  valeurs 

/*!  =  2  A  —  A — 7—  —  k,        kl  =  h  ; 

ils  sont  précisément  les  mêmes  que  ceux  de  Téquation  adjointe. 
Cela  posé,  imaginons  la  suite  de  Laplace  relative  à  l'équation  (:>.), 
suite  qui  est,  en  général,  illimitée  dans  les  deux  sens 

...,     (E_/),     ...,     (E_,),     (E),     (E,),    (E,),     ...,     (E/),     (E/.M),     ...; 

les  invariants  des  deux  équations  (E)  et  (E<),  d'après  ce  que  nous 
venons  de  voir,  sont  les  mêmes  et  disposés  dans  Tordre  inverse.  Il 
résulte  de  la  loi  de  récurrence  qu'il  en  sera  de  même  des  équa- 
tions (E_<)  et  (E2),  (E.a)  et  (E.,),  . . .,  (E_i)  et  (E,-^,).  Si  donc  la 
suite  de  Laplace  se  termine  d'un  côté,  vers  la  droite,  par  exemple, 
à  l'équation  (E/^i),  elle  se  terminera  vers  la  gauche  à  l'équation 
(E_,),  et  l'on  aura  une  suite  de  ai -h  2  équations  telles  que  deux 
équations  à  égale  distance  des  extrêmes  aient  les  mêmes  invariants 
disposés  dans  l'ordre  inverse.  Lorsqu'une  équation  à  invariants 
égaux  A-  =-r  \z  est  inlégrable  par  la  méthode  de  Laplace,  elle  donne 
naissance  à  une  suite  de  ae -h  i  équations  jouissant  de  la  même 
propriété;  la  seule  différence  entre  les  deux  cas,  c'est  qu'on  a, 
dans  le  second  cas,  un  nombre  impair  d'équations  el,  dans  le 
premier  cas,  un  nombre  pair. 

La  propriété  précédente  rapproche  les  équations  linéaires  de  la 
forme  (2)  el,  par  suite,  Téquation  (1)  des  équations  à  invariants 
égaux.  On  est  ainsi  conduit  à  se  demander  s'il  ne  serait  pas  pos- 
sible de  trouver,  pour  les  équations  (i)  et  (2),  un  théorème  ana- 
jogue  au  beau  théorème  de  M.  Moutard  sur  les  équalions  à  inva- 
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-  3  - 
riants  égaux  (*).  C'est  en  effet  ce  qui  a  lieu,  comme  on  va  voir. 

2.  Posons,  pour  abréger, 


ôx  dy 


\dxdy) 

*f\^  )=■ 

l'équation  (i)  est  alors 

ou  encore,  en  désignant  par  6|  une  intégrale  particulière, 

(5)  ^(e)  =  ^{0,). 

A  toute  fonction  6<  des  deux  variables  x^  y  correspond  une 
fonction  y\x^y)  bien  déterminée;  si  l'on  remplace  A  par  cette 
fonction  dans  Téquation  (a),  on  a  une  équation  linéaire  que  nous 

appellerons  E(:?,  8|),  admettant  l'intégrale  particulière  ;5i=:|/-^« 

Rappelons  encore  les  propriétés  suivantes.  Étant  donnée  une 

équation  linéaire 

s  -^  ap  -\-  bq  ^  c z  =:  o^ 

cette  équation  peut  s'obtenir  d'une  infinité  de  manières  par  l'éli- 
mination de  u  entre  les  deux  équations 


du  _      d 
Ox        *  ôx 


fé)'     l=^'è(i)' 


il  suffit  de  connaître  une  intégrale  particulière  z^  de  l'équation 
proposée  et  une  intégrale  particulière  v^  de  l'équation  adjointe, 
et  l'on  a  Y  et  Si  par  une  quadrature  (-) 

Y  =  j  zJbvx—  '^jdx^vi{qi  +  azi)dy,         oi  =  ^(-^ViZi. 
(  '  )  Moutard,  Sur  la  construction  des  équations  de  la  forme 

qui  admettent  une  inlégraU  générale  explicite  {Journal  de  l'École  Polytech- 
nique, XLV  Cahier,  p.  i;  1878), 

Voir  aussi  le  Chapitre  VII  du  Livre  IV,  dans  le  Tome  II  de  la  Théorie  géné- 
rale des  surfaces,  de  M.  Dârboux. 

(  =  )  Voir,  par  exemple,  le  Tome  II  des  Leçons  sur  Vintégration  des  équations 
aux  dérivées  partielles  du  second  ordre,  p.  J77. 
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Dans  le  cas  où  nous  nous  plaçons,  Téquation  adjointe  de 
Tcqualion  E(  Zy  6/)  a  les  mêmes  invariants  que  celle  qu^on  déduit 
de  E(3,  ôj)  par  la  première  transformation  de  Lapiace.  On  vérifie 
en  eflet  facilement  que  Ton  passe  de  Téquation  (a)  à  son  adjointe 

0*v  I   0\o^l  dv        /i   f>îlofrX        .\ 

en  posant  i'  i=  .-  -   -• 

Cela  posé,  à  l'intégrale  z^  de  Téquation  E(v,  Ô^)  correspond 
l'intégrale  particulière  i^,  __  r-  -p  de  Téquation  adjointe;  en  pre- 
nant pour  Zi  et  (-1  les  valeurs  précédentes,  on  trouve,  en  tenant 
compte  de  Téquation  (a)  elle-même, 

ol  les  formules  de  transformation  s'écrivent,  en  changeant   z  en 


Il  est  aisé  de  vérifier  que  l'élimination  de  u  conduit  bien  à 
réquation  (2;.  Des  relations  ^-^  ^  :;,,  (^-  -j  -4a^-  ^,  on 
tire 

I      ôzx  _     t^j'  r>r 

Ox  dy  dx  Oy 

Cl  les  formules  qui  définissent  la  transformation  peuvent  encore 
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s'écrire,  en  remplaçant  u  par 


V 


(ij 


0 
Ox 


(7) 


w\ 


^f)xôy\^J    ô 


à   V'  u)  "I  __  f)x  ôy 

ày  I       TTTTT  I  ""  <^'0i        <îr 


Ces  formules  ne  changenlpas  quand  on  permute  z  et  co,  pourvu 
qu'on  change  en  même  temps  O,  en  ^^  ;  donc,  si  l'élimination  de  to 
conduit  à  l'équation  linéaire  E(5,  6,),  il  s'ensuit  que  l'élimination 
de  z  doit  conduire  à  une  équation  de  même  forme  Efw,  ^-  j,  et 
nous  pouvons  énoncer  la  proposition  suivante  : 

De  toute  intégrale  de  Inéquation  linéaire  E(5,  9,)  on  peut 
déduire,  par  une  quadrature,  une  intégrale  de  l'équation  de 

même  forme  E  (  c,  ||- j  • 

Puisque  l'intégration  de  l'équatiou  ^(6)=i^J(9|)  se  ramène  à 
celle  de  l'équation  E(<3,  6,),  on  a  aussi  le  théorème  suivant  : 

De  toute  intégrale  de  Véquation  J(9)  =  J^(6|),  on  peut  dé- 
duire, par  des  quadratures,  une  intégrale  de  C équation 

^(e)  =  .f(i-). 

Les  conséquences  sont  analogues  à  celles  que  Ton  déduit  du 
théorème  de  M.  Moutard,  relativement  aux  équations  aux  inva- 
riants égaux.  De  toute  équation  intégrable  de  la  forme  [i)  on 
pourra  déduire,  en  répétant  l'opération  précédente,  toute  une 
suite  indéfinie  d'équations  intégrables  de  la  même  espèce.  Ainsi, 
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on  pourra,  en  pariant  de  Féquation 


=tO, 


dont  rintégrale  générale  est 

obtenir  toutes  les  équations  linéaires  de  Fespèce  considirée     ici, 
qui  sont  intégrables  par  la  méthode  de  Laplace. 

Remarque.  —  On  déduit  des  formules  (6) 

et,  par  suite. 

La  transformation  définie  par  les  formules  (6)  est  donc  équiva- 
lente à  Tensemble  des  deux  transformations  suivantes.  Posons 

/,  I   dz  dzx    , 

w  satisfait  à  l'équation  linéaire 

d'^w  ôio^Zi  dw        .     zx     dw 

^'^)  dxdy  dy       àx  ~'     1)z^  ùy  ~  ^' 

qui  admet  l'intégrale  particulière  «•<  ^  6,,  et  w  peut  s'écrire 

dw  dwt 

zzi                        ox             âr 
U  =  IV, «'  = . 

ôx 

On  peut  remarquer  que  la  fonction  w  satisfait,  quelles  que 
soient  les  intégrales  5  et 5,,  à  une  équation  aux  dérivées  partielles 
du  quatrième  ordre  qu'il  serait  facile  de  former. 
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SUR  LES  GROUPES  ÉCHANGEABLES  ET  LES  GROUPES  DÉGOMPOSABLES  ; 
Par  M.   Edmond  Maillet. 

I. 

Dans  une  Note  antérieure  (*)  nous  avons  appelé  un  groupe  D 
déconiposable  quand  l'on  peut  y  trouver  deux  sous-groupes  A  et  B 
d'ordre  >  i,  tous  deux  <  D  et  tels  que  toute  substitution  6^  de  D 
soit  le  produit  d'une  substitution  a  de  A,  par  une  6  de  B;  on 
indique  celte  propriété  en  écrivant  D  =  AB  =  A  x  B.  D  sera  dit 
le  produit  de  A  par  B;  A  et  B  sont  des  facteurs  de  D  :  on  a  évi- 
demment D  =  AB  =  BA. 

Tout  groupe  est-il  décomposable?  A  défaut  d'un  critérium  de 
décomposabilité,  on  pourrait  étudier  les  groupes  connus  :  il  y  a 
là  tout  un  sujet  de  recherches. 

Nous  ne  prétendons  pas  résoudre  ici  la  question  (^),  tout  en 
nous  proposant  d'étudier  un  certain  nombre  des  propriétés  de  la 
décomposabilité  des  groupes.  Parmi  les  groupes  dont  nous  nous 
sommes  occupé,  nous  n'avons  trouvé  d'autres  groupes  indécom- 
posables que  ceux  formés  des  puissances  d'une  substitution  circu- 
laire d'ordre/?*"  (p  premier). 

II. 

DÉCOMPOSABILITÉ    DE    CERTAINS    GROUPES. 

i"*  Groupes  primitifs  composés.  —  Un  pareil  groupe  G  est 
toujours  décomposable,  car  tout  sous-groupe  invariant  K  de  G 
est  transitif  ('),  et  si  H  est  le  sous-groupe  des  substitutions  de  G 


{*)  JVote  sur  les  substitutions  {Bulletin  de  la  Société  Mathématique, 
t.  X\IV;  189G).  La  plupart  des  considératioas  de  la  Note  actuelle  s'appliquent 
aussi  bien  aux  groupes  d'opérations  qu'aux  groupes  de  substitutions.  Di- 
vers auteurs  ont  déjà  envisagé  les  groupes  échangeables,  par  exemple  Serret 
et  M.  Frobenius. 

(')  Nous  croyons  an  contraire,  sous  réserve  de  vérifîcation,  l'avoir  résolue  par 
raffirmative  pour  les  groupes  de  transformations  de  Lie. 

(^)  Jordan,  Traité  des  Substitutions,  p.  4«- 
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qui  laissent  une  même  lettre  de  G  immobile  on  a  G  =  H  x  K, 
avecH<G,  K<G{'). 

2®  Groupes  composés  quelconques,  —  D'après  les  mêmes  re^ 
marques,  soient  G  un  pareil  groupe,  H  un  sous-groupe  invariant 
maximum  de  G: 

a.  Si  Ton  peut  trouver  un  sous-groupe  invariant  H'  de  G  non 
contenu  dans  H,  on  a  G  =  H  x  H'.  En  effet,  si  h  et  A'  sont  les 
ordres  de  H  et  H',  k  Tordre  du  groupe  K  des  substitutions  com- 
munes à  H  et  H',  Tordre  du  groupe  (H,  H')  dérivé  de  H  et  de  H' 

h  h' 

est  --r-  >  li^  en  sorte  que  (H,  H')  =  G,  puisque  (H,  H')  est  inva- 
riable par  les  substitutions  de  G;  alors  les  substitutions  de  G 
sont  toutes  de  la  forme  Tjt/,  vi  appartenant  à  H,  r/  à  H'. 

|3.  Si  H  esta  la  fois  maximum  dans  G  et  invariable  par  les  sub- 
stitutions de  G,  et  si  Ton  peut  trouver  un  sous-groupe  H'  de  G 
non  contenu  dans  H,  on  a  encore  G.--  H  x  H'.  En  particulier 
un  groupe  d'ordre  p^  non  formé  des  puissances  d'une  substitu- 
tion circulaire  d'ordre  p'^  est  décomposable.  Au  contraire,  le 
groupe  des  puissances  d'une  substitution  circulaire  d'ordre/?"*  est 
indécomposable. 

3°  Groupes  (V ordre p^ q'^  {p  et  q  premiers  dijférents),  —  Un 
pareil  groupe  G  contient  un  sous-groupe  P  d'ordre  />"',  un  Q 
d'ordre  ^r".  On  a  G  =  P  x  Q. 

4®  Groupes  de  degré  /?"*  (/?  premier)  et  d^ordre  y^p'^^  — 
Soit  G  un  pareil  groupe  :  si  Ha  est  le  groupe  des  substitutions 
de  G  qui  laissent  une  même  lettre  a  immobile,  /?"*'  la  plus  haute 
puissance  de  p  qui  divise  Tordre  ^  de  G,  G  renferme  un  sous- 
groupe  P  d'ordre /?'"',  et  G  —  P  X  Ha 


*«• 


(  ')  Voir  notre  Note  précitée  où  nous  montrons  que  le  problème  de  la  re- 
cherche des  sous- groupes  transitifs  des  isomorphes  hoioédriques  et  transitifs  d'un 
groupe  donné  est  compris  dans  celui  de  la  recherche  des  décompositions  de  ce 
groupe  en  un  produit  de  deux  sous-groupes,  et  lui  est  équivalent  quand  le  groupe 
donné  est  simple. 
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5®  Groupes  d^ordre  4  A 4-2. —  G  renferme  un  sous-groupe 
d'ordre  i  et  un  sous-groupe  invariant  d'ordre  a/t  -f-  i  dont  il  est 
le  produit. 

6**  Groupe  alterné  G  de  n  éléments,  —  Il  est  décomposable. 
En  eflet,  on  sait  qu'il  suffit  d'établir  l'existeDce  d'un  sous-groupe 
transitif  Al  de  G.  Si  alors  B  est  le  groupe  alterné  de  /?  —  i  élé- 
ments, G  ==  A  X  B. 

a.  n  impair.  On  prend  pour  A  le  groupe  des  puissances  d'une 
substitution  d'ordre  n. 

b.  n  pair  et  =  /^h.  On  prend  pour  A  le  groupe  dérivé  des  sub- 
stitutions 

y'  '-  («i«î/»+i). .  .(«ja^va)- 

c.  n  pair  et  —-.  /\ h  -i-  i  ^=  zp. 

On  prend  pour  A  le  groupe  dérivé  (  ')  de  la  substitution 
Y  ~  («i«2-  ..a/,)(rty,-Hj.  ..««/>), 
et  des  substitutions 

iaiap+i)(ajap^j)        {i/J,   e,  y  =  i,  a,. .  .,/>). 

7**  Groupe  symétrique  de  n  éléments,  —  Il  est  décomposable. 
En  effet,  on  a  G  =  A  x  B,  B  étant  le  groupe  symétrique  de  n  —  i 
éléments,  A  le  groupe  des  puissances  d'une  substitution  circu- 
laire d'ordre  /i. 

Il  résulte  de  là  celte  conclusion  intéressante  : 

^ensemble  des  groupes  décomposables  est  plus  étendu  que 
Vensemble  des  groupes  primitif  s  composés,  puisque  tout  groupe 
primitif  composé  est  décomposable  et  que  les  groupes  alternés 
sont  décomposables. 


(  •  )  Ce  groupe  est  d'ordre  2/'-»y?  et,  d*aprés  ua  théorème  de  Mathieu  (  Journal  de 
Mathématiques,  i86i),  généralisé  par  M.  Sylow,  contient  !»F-*  =  i -+- n/?  sous- 
groupes  d'ordre  /?.  On  en  conclut  a/'-'  =i  (mod/?),  théorème  di\  à  Fermât. 
Cette  démonstration  n'est  qu'un  cas  particulier  de  la  démonstration  du  théorème 
de  Fermai  [aP  z^  a  (mod/>)  quel  que  soit  a],  que  nous  avons  donnée  dans 
notre  Thèse  de  />octora/ ( Gauthier- Vil lars;  1892^  p.  116),  en  nous  appuyant 
sar  le   théorème  de  Mathieu  et  de  M.  Sylow 
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Nous  énoncerons  encore  les  propriétés  suivantes,  dont  les 
démonstrations  ne  sont  qu'indiquées  : 

Lemme.  —  Si  deux  sous-groupes  H|  et  Hj,  d^ ordres  h\  et  /ij. 
d'un  groupe  G  d'ordre  g  y  sont  tels  que  le  plus  petit  commun 
multiple  de  A,  et  Aa  est  g^  on  a  G  =  H|  x  Ha- 

On  voit,  en  eflel,  de  suite  que  le  groupe  (H,,  Hj),  dérivé  deH| 
et  H2,  contient  au  moins  g  substitutions  qui  sont  le  produit  d'une 
substitution  de  H|  par  une  de  Hj. 

Théoueme.  —  Si  un  groupe  primitif  G  de  degré  n  est  indé- 
composable,  il  possède  au  moins  deux  isomorphes  holoédriques 
et  primitifs  de  degrés  différents  et  différents  de  n. 

En  effet,  soient/?  un  diviseur  premier  de  n,/?*  la  plus  haute  puis- 
sance de  p  qui  divise  Tordre  g'  de  G.  G  contient  au  moins  un 
sous-groupe  maximum  H  d'ordre  h  divisible  par  /?«,  et  auquel 
correspond  (  *  )  un  isomorphe  holoédrique  et  primitif  F  de  G,  de 

degré  j-  premier  k  p  el  ^  n. 

Soit  q  un  autre  diviseur  premier  quelconque  de  /«,  q?  la  plus 
haute  puissance  de  q  qui  divise  g  :  si  /i^  o  (mod  yP),  quel  que 
soit  le  diviseur  q  de  /i,  le  lemme  précédent  montre  que  G  est 
décomposable. 

Si  donc  G  n'est  pas  décomposable,  on  peut  trouver  q  tel  que 
n  EiH  o  (mody)  avec  hjéo  (mod^P).  Il  existe  alors  un  sous-groupe 
maximum  H|  de  G  d'ordre  hx  divisible  par  grP,  auquel  correspond 

un  isomorphe  holoédrique  et  primitif  Fi  de  G  de  degré  ~  premier 
à  ^r  et  différent  de  n  et  de  j' 

111. 

QUELQUES    PnOPllIÉTÉS    DES    GROUPES    DÉCOMPOSABLES. 

i"  Si  A  =  B  X  B',  et  si  D  contient  B  et  est  contenu  dans  A,  on 
a  A-^DxB. 


(')   Voir,  par  exemple,  \V.  Dvr.K,  Malkematische  Annalen,  t.  XX  et  XXII,  et 
notre  Thèse  de  Doctorat,  p.  la  et  i'». 
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Nous  dirons  que  B  et  B'  sont  des  facteur^  complémentaires 
de  A. 

3**  Si  A  =  BxB'=CxC',  C  étant  contenu  dans  B,  on  a 
B  =  C  X  D,  D  étant  le  groupe  commun  à  B  et  C 

En  eflet,  soient  a,  6,  6',  c,  c',  d  les  ordres  respectifs  de  A,  B, 
B',  C,  C,  D;  E  le  groupe  commun  à  B  et  B',  d'ordre  e;  F  le 
groupe  commun  à  C  et  C\  d'ordre/.  On  a 


On  en  conclut 

bb'      ce'      bc' 

-f 

Soit  ^,  d'ordre  ©,  le  groupe  commun  à  C  et  D;  B  contenant  C 
et  D,  on  a  6^  — •  D  étant  contenu  dans  G',  <^  est  contenu  dans  G 
et  G',  par  suite  dans  F,  et  ?^/.  On  en  tire 

cd  ..  Cû?  _  ,  ^  cd 

d'où  o  =/.  Donc  si  y  et  3  sont  des  substitutions  de  G  et  D  respec- 
tivement, on  a  exactement  -j  substitutions  de  la  forme  yo  et 
B=GxD. 

3°  Réciproquement,  si  A  =  B  x  G',  et  B  =r  G  x  D,  D  étant  le 
groupe  commun  à  B  et  G',  on  a  A  ^=:  G  x  G'. 

En  effet,  si  F  est  le  groupe  commun  à  G  et  G',  il  suffit  de  mon- 
trer que 


Or 


ce' 


bc'  ,        cd 

d  O 


4>  élant  le  groupe  commun  à  G  et  D,  d'où 


c'  cd 

«  ^   -7   

a    ^ 


Or  F,  commun  à  G  et  G',  est  commun  à  B  et  G'  :  donc  F  est 
contenu  dans  D,  c'est-à-dire  commun  àD  et  G,  par  suite  contenu 


Digitized  by  VjOOQIC 


—  12  — 
dans  ^;  /  divise  cp,  et  /^?.   Mais  -y  <a  ^=^  — >  puisque  C  et  C 
sont  conlenus  dans  A  ;  donc  'f  £/,  d'oîi/=i  ç,  ^  =  -r; . 

4**  Si  A  et  B  sont  échangeables  à  C,  (A,  B)  est  échangeable  à  C. 

5**  Si  A  et  B  sont  échangeables,  et  si  C,  contenu  dans  B,  est 
échangeable  à  A,  soit  D  le  gi-oupe  commun  à  A  et  B  :  D  est  échan- 
geable à  C. 

Soient  a,  a',  .  . .  ;  3,  . . .;  y,  . . .;  0,  . . .  des  substitutions  de  A, 
B,  C,  D  respectivement.  On  a 

a?  ^  ?'«', 

x''=y''-'oy  =  P''=5', 

f)"*  Si  A  --^  CB'  et  si  B  contient  C  et  est  contenu  dans  A,  on  a 
B  v=:=  C  X  D,  D  étant  le  groupe  commun  à  B  et  B'. 

Il  suffit  d'appliquer  la  deuxième  propriété  en  faisant  C'=B'. 

']''  Réciproquement  si  A  n=:  B  x  B',  si  D  est  le  groupe  commun 
à  B  et  B',  et  si  B  =:  C  X  D,  on  a  A  =^  CB'. 

On  applique  la  iroisième  propriété  en  faisant  C  --  B'. 

IV. 

ALTllE    MAJNikRE    TE    PRÉSEIfTEn     CERTAINES    DES    IDÉES    PRÉCÉDENTES. 

Soient  G  un  groupe  transitif  qui  ne  soit  pas  primitif,  Ha  le 
groupe  qui  laisse  une  lellre  a  immobile,  N  le  degré  de  G,  g^  hg^ 
les  ordres  de  G  et  H»;  on  a  ^  -—  N/ia- 

Soient 


Pl, 

P.,    .. 

Qi. 

Qt,    ■■ 

deux  répartitions  des  lettres  de  G,  p  k  p  et  q  k  q  admises  par  le 
groupe  G.  Toute  substitution  S  de  G  qui  remplace  P/  par  P|",  et 
Qy  par  Qy ,  remplace  les  lettres  communes  à  P/  et  Qy  par  les 
lettres  communes  à  P/'  et  Qy.  Si  P/  et  Qy  ont  en  commun  r 
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lettres  formant  un  système  R|  (r  >  o),  les  lettres  communes  à 
IV  et  Qy  formeront  un  système  R2  de  r  lettres  ayant  toutes  ses 
lettres  communes  ou  n'en  ayant  aucune  avec  R|.  G  étant  tran- 
sitif, ou  pourra  toujours  trouver  une  substitution  S  remplaçant 
une  lettre  donnée  a  de  B|  par  une  lettre  arbitraire  fc,  et  si  S 
remplace  P/  et  Qy  par  P,»  et  Qy,  on  voit  que  b  fera  partie  d'un 
système  Ra  de  r  lettres  formé  des  lettres  communes  à  P^  et  Qy. 

Les  systèmes 

Ri,    Rj,     ...,    Ra,     ... 

contiendront  toutes  les  lettres  de  G,  seront  toujours  communs 
chacun  à  deux  des  systèmes  P  et  Q  et  à  deux  seulement^  et  n'au- 
ront deux  à  deux  une  lettre  commune  que  s'ils  sont  identiques. 

N 
En  choisissant  convenablement  —  >  on  aura  donc  une  répartition 

des  lettres  de  G,  r  à  r,  en  systèmes  de  non-primitivité. 

Si  (  P/j,  (Qy)î  (Ra)  sont  respeclivement  les  groupes  de  substi- 
tutions qui  permutent  exclusivement  entre  elles  les  lettres  d\in 
des  systèmes  P/,  Qy,  Ra,  leurs  ordres  sont  respectivement 

/*  étant  évidemment  diviseur  commun  de  p  et  </,  on  a 

et  si  Ra  est  commun  à  P/  et  Qy,  (Ra)  est  le  groupe  commun  à  (P/) 
Cl  (Qy). 

Une  répartition  R|,  Ro,  .  . .  dont  chaque  système  est  contenu 
dans  un  des  systèmes  de  Pi,  P^,  ...  et  de  Q<,  Q2,  . .  •  est  dite 
commune  aux  deux  répartitions  P  cl  Q.  Celle  que  nous  avons 
formée  plus  haut  est  la  plus  grande  répartition  commune  à  P 

ei  Q. 

S'il  existe  une  répartition  S|,  S^,  .  .  . ,  S^  telle  que  chacun  des 
systèmes  S  contienne  un  nombre  exact  de  systèmes  P  et  de  sys- 
tèmes Q,  la  répartition  S  sera  dite  multiple  de  ces  deux  répar- 
titions. 

Une  substitution  T  de  G  qui  remplace  P/  par  IV  remplace 
Tensemble  S/  des  systèmes  Q  ayant  des  lettres  communes  avec  P, 
par  l'ensemble  S*'  des  systèmes  Q  ayant  des  lettres  communes 
avec  P/'.  Mais  il  s'en  faut  de  beaucoup  que  les  ensembles  S/,  2/',  ... 
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qu*on  obtiendrait   en  raisonnant  comme  précédemment  sur  les 
systèmes  R  forment  toujours  une  répartition  en  systèmes  de  non- 
primitivité  admise  par  G.  Ces  systèmes  peuvent  avoir  deux  à  deu\ 
des  lettres  communes  sans  les  avoir  toutes. 
Voici  un  exemple  simple  : 

Le  groupe  régulier  G  d'ordre  et  de  degré  60  isomorphe  au 
groupe  alterné  de  cinq  éléments  admet  plusieurs  répartitions  de 
ses  lettres  cinq  à  cinq,  sans  quoi  il  serait  composé  (*).  Soient 
Pi,  Po,  ...  et  Qi,  Q2,  • .  .  les  systèmes  de  deux  de  ces  réparti - 
lions  ;  deux  des  systèmes  P  et  Q  auront  en  commun  r  lettres, 
r  divisant  5,  d'après  ce  qui  précède,  avec  r<5  :  donc  r  =  \. 
L'ensemble  S|  des  systèmes  Q  ayant  des  lettres  communes  avec 
Pi  contient  a5  lettres  et  G  n'admet  pas  de  répartition  de  ses  lettres 

Plus  généralement,  si  0'"  est  la  plus  haute  puissance  du  nombre 
premier  6  qui  divise  l'ordre  g  d'un  groupe  régulier  G,  et  si  G  ne 
contient  pas  de  sous-groupe  invariant  d'ordre  Ô*",  G  admettra 
plusieurs  répartitions  de  ses  lettres  6"'  à  6*",  et  si  P<,  Po,  ...  et 
Qi,  Q2,  . . .  sont  deux  de  ces  répartitions,  on  verra  encore  que 
l'ensemble  Si  des  systèmes  Q  ayant  des  lettres  communes  avec  P| 
contient  6"  lettres  avec  /?  ^  m  -h  i ,  et  G  n'admet  pas  de  répartition 
de  ses  lettres  6"  à  0". 

Il  pourra  néanmoins  se  présenter  des  cas  où  deux  quelconques 
des  ensembles  Si,  £29  •  •  •  n'ont  aucune  lettre  commune  s'ils  ne 
les  ont  pas  toutes  Alors  H^,  X27  •  •  •  donnera  une  répartition  des 
lettres  de  G,  ^  à  s,  Si  comprendra  exactement  m  systèmes  Q  et 
VC  systèmes  P.  On  voit,  en  effet,  sans  peine,  que  !'<  est  formé  de 
l'ensemble  des  systèmes  P  ayant  des  lettres  communes  avec  Q». 
Chacun  des  systèmes  Q<,  Q2,  ...  ayant  des  lettres  communes 
avec  P|,  en  aura  le  même  nombre  r,  et 

p  Q  pq 

/•  '-       r  r 

L'ordre  («u)  du  groupe  des  substitutions  de  G  laissant  inva- 
riable le  système  S^  est 


Cj   Voir  notre  J^tèse  de  Doctorat,  p.  10. 
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(S|)  contient  (P,)  el  (Qi).  (Pt)  ei  (Qi)  n'ayant  que  rA»  substi- 
tutions communes,  le  groupe  [(Pi),  (Q<)]  dérivé  de  (Pi),  (Qi)  est 

d'ordre  >  ^/*a=  (5,).  Donc   (P,)  et  (Qi)  sont  échangeables  et 

leur  produit  est  (Si). 

Réciproquement,  si  l'on  considère  les  deux  systèmes  Vt  et  Qi 
ayant  /*  lettres  communes  exactement,  et  si  (P|)  et  (Qi)  sont 
échangeables,  l'ensemble  2|  des  systèmes  Q  ayant  des  lettres  com- 
munes avec  P|  donnera  une  répartition  en  systèmes  S  de  ^  lettres 
admise  par  G.  Il  suffit,  en  effet,  de  considérer  le  groupe  (P|)  x  (Qj) 
d'ordre  ^  hg^  et  la  répartition  correspondante  admise  par  G. 

Ceci  posé,  nous  dirons  par  extension  que  tes  deux  répartitions 
P  e^  Q  sont  échangeables  si  les  deux  groupes  (P|)  et  (Q«)  le 
sonl.  Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème  I.  —  Étant  donné  un  groupe  G  transitif  qui 
admet  les  deux  répartitions  en  systèmes 

P,.    P,.     ..., 
Qi,    Qï,     ..> 

la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  Vensemble  des 
systèmes  Q  ayant  des  lettres  communes  avec  un  même  sys- 
tème Pi  forme  un  système  d'une  répartition  en  systèmes  de 
non-primitivité  admise  par  G,  c'est-à-dire  pour  que  les  deux 
répartitions  P,  Q  soient  échangeables,  est  que  le  groupe  (P|) 
soit  échangeable  à  un  des  groupes  (Qy).  (Pi)?  (Qy)  étant  for- 
més respectivement  des  substitutions  qui  laissent  immobiles  P/ 
et  Qj. 

Nous  nous  proposons  de  considérer  en  particulier  les  groupes 
dont  tous  les  sous-groupes  sont  deux  à  deux  échangeables  :  soit  G 
un  pareil  groupe  d'ordre  g  =/?*' . .  ^pf'ipt  >  -  -  •  ^  Pi  nombres  pre- 
miers différents).  G  renferme  un  groupe  H<  d'ordre/?*':  si  H| 
n'est  pas  invariant  dans  G,  G  renferme  au  moins  deux  sous- 
groupes  distincts  d'ordre /?*»  échangeables  :  le  groupe  dérivé  serait 
d'ordre />Ç*  avec  p,  >a<,  ce  qui  est  absurde. 

On  en  conclut  que  deux  sous-groupes  d'ordre  p^'',  p^'  {k  r^j) 


Digitized  by  VjOOQIC 


-  16  - 

de  G  sont  tels  que  chacun  est  permutable  aux  substitutions  de 
Tautre.  Donc  {*)  chacun  a  ses  substitutions  échangeables  à  celles 
de  l'autre,  et  Ton  a  ce  théorème  : 

Théorème  II.  —  Un  groupe  G  d^ordre  />*' . .  *p^^{p\  -  -  •  >•>  fi 
nombres  premiers  distincts)  et  dont  tous  les  sous-groupes  sont 
échangeables  est  tel  que  toute  substitution  d^ordre  /?]J*  y  est 
échangeable  à  toute  substitution  de  G  d* ordre  premier  à  pk. 

Ces  groupes  sont  résolubles. 

Remarque.  —  Les  groupes  dont  toutes  les  substitutions  sont 
échangeables  appartiennent  à  cette  catégorie  de  groupes  (-);  mais 
celle-ci  comprend  d'autres  groupes.  C'est  le  cas  du  groupe  A  régu- 
lier d'ordre  et  de  degré  27  dérivé  des  substitutions 

(  S  =.  (  1234  56789)  (l'^'... 9')  (l"2'...(/), 

JT==(iiW'Hirr)(77'7')(-^^'3'8')(9/3;8;(-2''58'H39'ti'')ri'9'G)(3'96'), 
les   éléments   étant  représentés  ))ar    i,  a,  .  .  .,  (),    i',  2',  .  . .,  9', 


a 


^9 


On  a 

T-ïS»T  =  S3. 

Ce  groupe  n'est  pas  formé  de  substitutions  échangeables,  et 
cependant  deux  quelconques  de  ses  sous-groupes  sont  échan- 
geables. On  voit,  en  effet,  que  ST  et  ST^  sont  d'ordre  9  et  que 
G  renferme  18  substitutions  d'ordre  9  et  8  d'ordre  3  formant  un 
sous-groupe  d'ordre  9  avec  l'unité. 

Nous  verrons  plus  tard  que  les  propriétés  précédentes  s'étendent 
d'une  façon  plus  parfaite  aux  groupes  de  Lie. 


(  '  )  Voir,  par  exemple,  Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse^ 
l.  I\.  1895,  I).i7,  théorème  V. 

(*)  Ces  groupes  comprennent  les  groupes  apptléit  hamiltoniens  par  MM.  Dede- 
kind  et  Miller  {Comptes  rendus,  16  mai  1898);  ils  en  comprennent  d'autres,  car 
A  n'est  pas  hamiltonicn. 

l'n  résumé  des  résultats  ci -dessus  a  été  communiqué  au  Congrès  de  Boulogne 
pour  l'avancement  des  Sciences.  (Voir  Comptes  rendus  de  l'Association  fran- 
çaise  pour  l'avancement  des  Sciences,  lîSyy.  ) 
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SUR  UNE  CLASSE  DE  SURFACES  ALGÉBRIQUES  DONT  LES  COORDONNÉES 
S'EXPRIMENT  PAR  DES  FONCTIONS  UNIFORMES  DE  DEUX  PARAMÈTRES  ; 

Par  M.  Emile  Picard. 

1.  Dans  un  Mémoire  sur  certaines  transcendantes  uniformes 
{Journal  de  Mathématiques,  1890),  M.  Poincaré  s'est  posé  le 
problème  suivant  :  Étant  données  une  substitution  rationnelle 
sur  /i  variables 

U\  —  Ri(M|,  Wî,  ...,  u„), 
U\  =  Rï(Mi,  Mi,   ...,  M«), 


et  une  constante  m  de  module  supérieur  à  Tunité,  rechercher  si 
Ton  peut  trouver  des  fondions /,  (f),/2(i),  ..  -^fn{t)  uniformes 
dans  tout  le  plan  et  holomorphes  dans  le  voisinage  de  /  =  o  ('), 
telles  que  Ton  ait 

/,(wO-  Ri[/,(0,/î(O»  ...,/«(0U 
/,(/ii/):=R,l/,(n,/,(0.  ...,/«(0], 


/„(mO=R,i[/i(0,/i(0>...,//«(0]- 

Nous  allons  nous  poser  un  problème  analogue,  en  supposant 
que  les  R,  au  lieu  d'être  des  fonctions  rationnelles,  sont  des  fonc- 
tions algébriques;  nous  nous  bornons  aux.  cas  de  deux  lettres,  et 
nous  posons  le  problème  de  la  manière  suivante  : 

Soit  une  surface  algébrique 

admettant  une  transformation  rationnelle  en  elle-même 

1  X=  Ri  (^,^,3),     . 
(S)  '   Y  ^-K^(x,y,z), 

{  Z  =  R3(.r,/,s), 

(')  J'ai  traité  le  môme  problème  { Acta  mathemalica,  tomes  XVIU  et  XXIII), 
en  supposant  que  le  point  t  -~  o  puisse  être  un  point  singulier  essentiel  des 
fonctions  /.  Le  problème  est  alors  d'une  tout  autre  nature  et  beaucoup  plus  gé- 
néral. Certaines  relations,  qui  doivent  être  vérifiées  nécessairement  dans  le  pro- 
blème de  M.  Poincaré,  n'ont  plus  besoin  d'avoir  lieu;  je  ne  m'occupe  ici  que  de 
fonctions  /  holomorphes  autour  de  l'origine. 

XXTIII.  2 
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et  supposons  que  celle  transformation  admette  comme  point 
double  Je  point  a:  =  o,  j^  =  o,  .s  =  o,  point  simple  par  hypothèse 
de  la  surface.  Nous  voulons  chercher  des  fonctions  uniformes 


telles  que 
et  que 


/(O,    7(0,    ^(0, 
F[/(0,    ?(0,     «0]  =  o 
/(mf)=R,[/(0,?(0,'KOL 

(p(mO-Rî[/iO,?(0,'KOL 
4.(mO-R3[/(0,T(10,*(0]. 

2.   Dans  le  voisinage  de  Torigine,  la  substitution  S   peut  être 
mise  sous  la  forme 

X  =  ax  -^hy  -f-  . . ., 
Y  =  a' X  -H  b'y  -\-  . . .; 

les  seconds  membres  étant  des  séries  ordonnées  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  x  et  y^  et  convergentes  dans  le  voisinage 
de  X  =y  =  o.  En  faisant  une  combinaison  linéaire  convenable 
de  X  et  j^',  et  écartant  un  cas  exceptionnel,  on  peut  supposer  que 

b  —  a'  =  Of 

et  nous  prenons  alors  la  substitution  S  sous  la  forme 

\  —  ax  -+-  . . . , 

les  termes  non  écrils  étant  de  degrés  supérieurs  à  un. 
S'il  existe  des  fonctions 

(/(0--A. -...., 

holomorphes   dans  le   voisinage   de    /=io,    et    satisfaisant  aux 

relations 

f  {mt)  ^  af  {t) -^  ..., 

o{mt)r-.b'/{f)-i-  ..., 

et  si  A  et  B  ne  sont  pas  nuls  tous  deux,  soit,  par  exemple,  A  ^z^  o, 
il  faudra  que  nir^a.  Nous  nous  plaçons  dans  ce  cas,  et  il  est 
clair  que,  si  b'  n'est  pas  égal  à  a,  il  faudra  que  B  soit  nul.  Le  cas 
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particulièrement  intéressant^ pour  nous  est  celui  où 

b'  =  a{\a\>\) 

et  nous  adoptons  maintenant  cette  hypothèse. 

3.  Nous  allons  montrer  que  les  équations 

o\x  f{t)  et  cp(^)  sont  les  fonctions  holomorphes  représentées  par 
les  développements  (i),  défînissent  complètement  ces  fonctions/ 
et  C9,  quand  on  se  donne  arbitrairement  A  et  B.  On  voit  d'abord 
de  suite  que  Ton  pourra  déterminer  de  proche  en  proche  les  coef- 
iicients  des  développements  (i)  à  Taide  des  équations  (2)  ;  il  faut 
voir  si  ces  développements  sont  convergents  pour  |  / 1  suffisamment 
petit. 

Nous  y  parviendrons  indirectement  en  démontrant  par  une  autre 
voie  l'existence  des  fonctions  cherchées;  ce  sera  en  procédant  par 
approximations  successives,  comme  je  l'ai  fait  dans  le  cas  beau- 
coup plus  complexe  où  ^  =  o  était  une  singularité  essentielle. 
Posons 

nous  avons  les  équations 

^    F(aO  =  aF(0-^P(^F,4>), 

OÙ  P  et  Q  sont  des  séries  entières  en  /,  F  et  ^,  commençant  par 
des  termes  du  second  degré  par  rapport  à  ces  trois  lettres.  Nous 
allons  obtenir  des  fonctions  holomorphes  F  et  ^  satisfaisant  aux 
équations  (3)  et  commençant  par  des  termes  au  moins  du  second 
degré  en  f,  eo  procédant  de  la  manière  suivante  par  approxima- 
tions successives.  On  part  de  l'équation 

Fi(at)r=  «F,(0-r-P(f,o,o), 
4>,(a/)r=a4»,(0-i-Q(^o,o), 

qui  détermine  un  couple  de  fonctions  Fi{t)  et  ^i(/)  commençant 
par  des  termes  au  moins  du  second   degré.   On  prend  ensuite 
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Téquation 

qui  détermine  un  couple  F^,  ^2  d^tns  les  mêmes  condilious,  et 
ainsi  de  suite  on  passe  de  F,i_,,  ^„_i  à  F;,,  ^^  par  les  équations 

Fniat)  r=  a¥n{t)  -h  P(«,  F«_„  *«_j), 
*,,  (aO  -  «*«(/)  -4-  Q(^  F„_,,  *;»_,). 

Nous  allons  montrer  que  F,,  et  ^n  ont  des  limites  (pour  n=z  x.) 
fonctions  holomorphes  de  t  dans  le  voisinage  de  Torigine,  et,  par 
suite,  les  équations  (2)  admettront  une  solution  de  la  forme  (i) 
011  A  et  B  ont  des  valeurs  données. 

4.  11  est  clair  qu41  suffira  de  faire  le  raisonnement  dans  le  cas 
d'une  seule  fonction;  nous  considérerons  donc  une  seule  équation 

P  étant  une  série  en  ^  et  F  commençant  par  des  termes  du  second 
degré  en  /  et  F. 

Un  lemme  préliminaire  va  nous  être  utile.  Envisageons 
Téquatlon 

F(a/)  =  rtF(0-i-R(0, 

R(/)  étant  une  fonction  holomorphe  dans  le  cercle  et  sur  la  cir- 
conférence C  de  rayon  p  décrit  autour  de  l'origine  comme  centre, 
et  dont,  en  outre,  le  développement  commence  par   un   terme 

en  r^,  soit 

R(/)    -aî^î-^aj/'-h  ...  -i-a,tr*-+-  .... 

On  trouve  de  suite  une  fonction  holomorphe 

satisfaisant  à  la  relation  précédente,  et  Ton  a 

a'*  —  a 

Si  nous  désignons  par  M  le  maximum  du  module  de  R(/)  sur  la 
circonférence  C,  on  aura 

I      I  /  ^' 
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et  par  suite,  puisque  [  a  |  est  supérieur  à  Tunilé,  on  aura  à  l'inté- 
rieur et  sur  la  circonférence  C 

|F(0|   -A-.M, 

A"  étant  un  nombre  positif  qui  dépend  uniquement  de  a. 

3.   Revenons  maintenant  à  Téquation  (4)  et  aux  équations  suc- 
cessives envisagées  au  n^  3  : 

Vniat)  =  aFnit)  4-  P(/,  F„_,)  (Fq  =  o). 

Si,  dans  le  cercle  de  rayon  p,  on  a 

\Fn-i{t)\<Mn-u 

on  aura  évidemment,  d'après  le  lemme  précédent,  en  désignant 
par/?(/,F)  ce  que  devient  P(^,  F)  quand  on  remplace  chaque 
coefficient  par  son  module, 

M«  <  A:./)(p,  Mrt_,V 

Il  est  aisé  d'en  conclure  une  limite  supérieure  pour  M^.  Consi- 
dérons, à  cet  effet,  la  transformation 

(5)  :r'=.A-./?(p,x). 
Si  p  est  suffisamment  petit,  l'équation 

(6)  x^~/i\p(p,x) 

a  une  racine  voisine  de  zéro  (elle  est  de  l'ordre  de  p^).  De  plus,  la 
dérivée  de 

pour  cette  racine  est  aussi  très  petite  (de  l'ordre  de  p);  elle  a  donc 
un  module  moindre  que  l'unité.  Par  suite,  d'après  une  proposition 
bien  connue,  la  transformation  (S),  répétée  un  nombre  infini  de 
fois  en  partant  de  x  =  o,  tend  vers  une  limite  qui  est  la  racine  de 
l'équation  (6),  et  nous  pouvons  écrire 

|F«(0I<K, 

K  étant  un  nombre  fixe  qui  est  très  petit  quand  p  est  très  petit. 
Ceci  ne  suffit  pas  encore  à  établir  que  F«(/)  tend  vers  une 
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limite  ;  mais  considérons  Téquation 

F«(aO  -  F„_,(aO  =  rt[F„(0 -  F/.-i(0]  +  P(^  ^n-i)  -  P(^  F„.,). 
Or,  d'après  ce  qui  précède,  on  a  manifestement 

I  P(/,  F;,-,)  —  P(/,  F;,_0  I  <  ^  X  maximum  de  |  F„-,  —  F„-,  |, 

X  étant  un  nombre  fixe,  très  petit  si  p  est  très  petit.  Donc^  d'après 
le  lemme  du  numéro  précédent, 

Max.  de  I  F„  —  F«_i  |  <  k.l.      Max.  de  |  F«_i  —  F„-,  |, 

ces  maxlma  [étant,  bien  entendu,  relatifs  au  cercle  C  de  rajon  p  . 
Or,  si  p  est  très  petit,  on  aura 

A-.X<i, 

puisque  A  est  très  petit  en  même  temps  que  p.  On  voit  par  suite 

que  la  série 

Fi  -f-  (F,  -  Fi)  ^  . . .  +  (  F„  -  F„_,)  ^  ... 

est  uniformément  convergente  dans  le  cercle  de  rayon  p,  si  le 
rayon  de  ce  cercle  est  assez  petit,  et  nous  avons  alors  établi 
que  Fn{t)  converge  uniformément  vers  une  limite  qui  est  une 
fonction  holomorphe  dans  le  cercle  C. 

6.  Nous  avons  donc  obtenu  des  fonctions  satisfaisant  aux  con- 
ditions du  n**  1 ,  et  qui  se  trouvent  définies  dans  le  cercle  C,  où  elles 
sont  holomorphes.  Les  relations 

/(aO  =  Ri[/(0,  ?(0,  Ht)h 
cp(aO  =  Rî[/(0,  ?(0,  'KOI, 

permettent  de  faire  de  proche  en  proche  Textension  des  fonc- 
tions /j  Oy  ^  dans  tout  le  plan,  en  passant  successivement  aux 
cercles  de  rayon  |  a  | .  p,  puis  la'-*  | .  p  et  ainsi  de  suite.  Ces  fonc- 
tions seront  méromorphes  dans  tout  le  plan,  ayant  seulement,  en 
général,  le  point  à  Tinfini  comme  point  singulier  essentiel. 

7.  Envisageons  maintenant  ces  fonctions  à  un  point  de  vue  un 
peu  diflerent.  Elles  dépendent  de  la  variable  t  et  de  deux  constantes 
A  et  B,  et  sont  des  fonctions  méromorphes  de  ces  trois  lettres  pour 
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toutes  les  valeurs  finies.  Mais  il  suffit  de  regarder  chacune  des 
approximations  successives  qui  nous  ont  servi  dans  les  démonstra- 
tions précédentes  pour  voir  que  /,  o  et  'l  sont  en  réalité  des 
fonctions  de  A^  et  B^.  Si  donc  on  pose 

les  trois  coordonnées  x,  y,  z  d'un  point  de  la  surface  se  trouveront 
exprimées  par  des  fonctions  uniformes  des  variables  indépen- 
dantes u  et  V.  Il  n'est  pas  douteux  que  le  déterminant  fonctionnel 
de  a  et  i^  soit  différent  de  zéro,  puisque  dans  le  voisinage  de  u  =  o, 
1/  =  o,  on  a  les  développements 


y  =zv  -^  .... 

les  termes  non  écrits  étant  de  degrés  supérieurs  au  premier 
en  u  et  r. 

Notre  surface  jouit  donc  de  la  propriété  remarquable  suivante  : 
Les  coordonnées  Xy  y^  z  dhin  point  de  la  surf  ace  peuvent  s^  ex- 
primer par 

y  =  r^{u,v), 

les  trois  fonctions  f^  ç,  i^  étant  des  fonctions  niéromorphes  à 
distance  finie  des  deux  variables  indépendantes  u  et  v,  et 
jouissant  de  la  propriété  exprimée  par  les  identités 

/(au,a9)  =  Ri[f{u,v),  <p(w,P),  ^{u,i>)], 

4;(att,ai^)  =  R3[/(a,  1^),  <p(M,v),  ^(u,v)], 

qui  se  déduisent  du  remplacement  de  t  par  at, 

8.  Ici  se  posent  plusieurs  questions  sur  lesquelles  j'appellerai 
l'attention  plutôt  que  je  ne  les  résoudrai.  Tout  d'abord  les  sur- 
faces supposées  existent-elles  ?  Je  veux  dire  :  en  dehors  de  certaines 
surfaces  qui  se  présentent  immédiatement.  Les  surfaces  unicur- 
sales  admettent  évidemment  une  infinité  de  transformations  ra- 
tionnelles satisfaisant  aux  conditions  requises.  11  en  est  de  même 
pour  les  surfaces  se  rattachant  aux  fonctions  abéliennes,   telles 
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que  .r,  j',  z  s'exprimenl  en  fonctions  abélienncs  de  deux  para- 
mètres U  et  V,  de  telle  façon  qu*à  un  point  arbitraire  de  la  sur- 
face ne  corresponde  qu'un  seul  système  de  valeurs  de  U  et  V, 
abstraction  faite  des  multiples  des  périodes.  En  effet,  à  la  trans- 
formation 

(U,  V;     mU,  mV;  {/n  entier) 

correspond  une  transformation  rationnelle  de  la  forme  S  (on  sup- 
pose que  U  =  o,  V  =  o  correspond  à  un  point  simple  de  la  sur- 
face). Le  nombre  a  est  ici  égal  à  l'entier  m.  En  partant  de  la  sub- 
stitution S,  l'application  des  considérations  que  nous  venons  de 
développer  nous  ramènerait  précisément  aux  fonctions  abé- 
lienncs. 

L'existence  étant  admise  de  surfaces  algébriques  d'un  type  nou- 
veau au  point  de  vue  d'une  représentation  paramétrique,  une 
question  d'une  autre  nature  se  poserait.  La  représentation  (E) 
atteint-elle  tout  point  de  la  surface?  Il  se  pourrait  a /?/7or£ 
qu'à  l'ensemble  des  valeurs  de  u  et  v  correspondît  seulement  une 
portion  de  la  surface. 

9.  Pour  la  première  question  posée,  il  semble  au  premier 
abord  que  les  conditions  imposées  à  la  surface,  relativement  à  la 
transformation  rationnelle  S,  sont  assez  peu  limitatives.  Mais 
l'exemple  des  courbes  algébriques  nous  montre  qu'il  ne  faut  pas 
se  fier  aux  apparences.  On  pourrait  se  proposer  pour  les  courbes 
un  problème  tout  analogue  à  celui  que  nous  avons  étudié  pour  les 
surfaces,  en  supposant  qu'une  courbe 

possède  une  transformation  rationnelle  en  elle-même 

ayant  un  point  double  à  Torigine  qui  serait  un  point  simple  de  la 
courbe,  de  telle  sorte  que  (S)'  puisse  ramener  autour  de  Torigine  à 

le  second  membre  étant  une  série  entière  en  jc,  et  les  termes  non 
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écrits  étant  de  degrés  supérieurs  à  un,  avec  la  condition  supplé- 
mentaire 

|a|>i. 

Pour  une  telle  courbe  F,  on  aura,  en  raisonnant  comme  plus 
haut, 

^  =/(")>      r  =?("), 

feiff  étant  des  fonctions  méromorphes  de  u  dans  tout  le  p]an,  qui 
satisfont  aux  relations 

/(aw)-Ri[/(^),  ?(")]« 

Or,  les  courbes  possédant  une  transformation  (S)'  qui  jouisse 
des  propriétés  requises  sont  nécessairement  du  genre  zéro  ou  un. 
On  peut  le  voir  d'une  manière  élémentaire,  et  cela  résulte  aussi 
immédiatement  d'une  propriété  générale  que  j'ai  établie  autrefois 
sur  les  fonctions  uniformes  d'une  variable  liées  par  une  relation 
algébrique.  On  ne  connaît  malheureusement  aucun  théorème  ana- 
logue relatif  à  des  fonctions  uniformes  de  deux  variables,  et  les 
cas  d'une  représentation  paramétrique  pour  une  surface  algébrique 
à'I'aide  de  fonctions  uniformes  ne  sont  pas  nombreux;  en  dehors 
des  surfaces  unicursales  et  des  surfaces  hyperelliptiques  (avec 
leurs  dégénérescences),  je  ne  vois  guère  à  citer  que  les  surfaces 
hyperfuchsiennes  et  les  surfaces  hyperabéliennes.  Il  n'est  pas  im- 
possible qu'une  étude  approfondie  du  tjpe  signalé  dans  les  pages 
précédentes  conduise  à  des  découvertes  intéressantes;  c'est  ce  qui 
m'a  engagé  à  publier  les  résultats  que  l'on  vient  de  lire,  quelque 
incomplets  et  même  en  un  sens  quelque  hypothétiques  qu'ils 
puissent  être. 

SUR  QUELQUES  PROBLÈMES  RELATIFS  A  LA  DISTRIBUTION 
DES  NOMBRES  PREMIERS; 

Par  M.  E.  Lakdau. 

1.  Le  théorème,  regardé  comme  exact  depuis  longtemps,  que  la 
somme  des  logarithmes  des  nombres  premiers  inférieurs  à  x  est 
asymptotique  à  œ^  c'est-à-dire  que  son  quotient  par  x  tend,  pour 
j;=roo,  vers  l'unité,  a  été  démontré  pour  la  première  fois  indé- 
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pendamment  par  M.  Hadamard  (*)  et  par  M.  de  la  Vallée-Pous- 
sin (^),  de  même  que  le  théorème  plus  général  que  la  somme  des 
logarithmes  des  nombres  premiers  q^  inférieurs  à  x  et  compris 
dans  une  progression  arithmétique  déterminée  de  raison  k  (pre- 
mière au  terme  initial),  est  asymptotique  à  — r-» 

Je  désigne,  dans  ce  qui  suit,  l'égalité  as^'mptotique  par  le 
signe  <^;  j'entends,  en  outre,  par  JG(a:)i  une  fonction  telle  que 
son  quotient  par  une  fonction  déterminée  G  (a:)  tend,  pour  j:  =  oo, 
verso,  et  par  0[G(a?)]  une  fonction  telle  que  son  quotient  par 
G(:r)  reste  compris,  pour  x  =  oo,  entre  deux  limites  finies;  dans 
le  cas  particulier  où  elles  coïncident,  le  quotient  tend  vers  o  ou 
vers  une  autre  limite  finie. 

Les  remarques  qui  forment  le  point  de  départ  des  pages  sui- 
vantes se  rattachent  à  la  méthode  employée  par  M.  Hadamard 
pour  arriver  au  résultat  mentionné  plus  haut.  M.  Hadamard 
établit  d'abord,  pour  [x>  i,  l'équation  asymptotique 

et  en  déduit  le  théorème  énoncé,  qui  correspond  au  cas  [jl=:i. 
Mais  il  ne  croit  pas  (')  que  l'équation  générale  (i)  puisse  se  dé- 
duire inversement  de  la  relation  correspondant  à  |jl  =  i  et  pose 
le  problème  de  rechercher  quels  renseignements  la  relation  gé- 
nérale (i)  fournit  sur  l'erreur  commise    en  remplaçant  ^  log^ 

par  sa  valeur  asymptotique,  c'est-à-dire  sur  l'ordre  de  grandeur 
de  la  différence 

On  verra  cependant,  dans  la  suite,  qu'il  est  possible  de  déduire 


(')  Sur  la  distribution  des  zéros  de  la  fonction  C(*)  et  ses  conséquences 
arithmétiques  {Bulletin  de  la  Société  mathématique,  t.  X\IV;  1896). 

(  -  )  Recfierclies  analytiques  sur  la  théorie  des  nombres  premiers  (  Annales 
de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles  y  t.  XX,  a*  Partie;  1896). 

(')  Loc.  cit.,  p.  219. 
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lYqualion  asjmptotique  (i)  de  la  seule  équation 

de  sorte  qu'il  faut  donner  à  la  question  posée  par  M.  Hadamard 
la  réponse  que  Téquation  (i)  ne  saurait  fournir  aucun  renseigne- 
ment sur  la  fonction  "V  log<7 rp  »  vu  que  Téquation  (i)  sub- 

siste  non  seulement  pour  les  nombres  premiers  de  la  progression 
arithmétique,  mais  aussi  pour  toute  classe  de  nombres  q  satisfai- 
sant à  la  seule  condition  que  la  somme  des  logarithmes  de  tous 

les  nombres  q  inférieurs  à  x  soit  asymplotique  à     . ,   > 

Il  suffit  de  considérer  la  suite  naturelle  des  nombres  au  lieu 
d'une  progression  arithmétique  quelconque;  car,  abstraction  faite 
du  facteur  o{k)  entrant  dans  toutes  les  formules,  les  considéra- 
tions sont,  dans  le  cas  général,  littéralement  les  mêmes. 

2.  Je  pars  donc  de  la  relation 
(3)  ^{x)  =  ^\ogpL^x 

p<X 

et  je  me  propose  d'en  déduire 

OÙ  les  sommes  s'étendent  à  tous  les  nombres  premiers  qui  ne  sont 
pas  supérieurs  à  x. 

Déjà  Tchebycheff  a  appliqué  l'artifice  de  la  sommation  partielle, 
dû  à  Abel,  à  la  considération  de  sommes  étendues  aux  nombres 
premiers  d'un  intervalle  donné.  On  se  convainc  facilement  que  les 
développements  du  septième  Chapitre  de  son  Mémoire  sur  les 
nombres  premiers  (*  ),  de  même  que  ceux  de  Hargreave  (^)  et  de 
Polignac  {/)  sont,  mutatis  mu  tandis,  valables  aussi  dans  le  cas 

(')  Journal  de  Mathématiques,  i"  série,  t.  XVII,  p.  38i;  i852. 

(')  Analytical  researches  concerning  numbers  {Philosophical  Magazine, 
third  séries,  t.  XXXV,  p.  49;  1^49)- 

{*)  Recherches  nouvelles  sur  les  nombres  premiers  {Comptes  rendus, 
t.  XLIX,  p.  35o;  1869  \ 
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que  le  terme  général  F(v)  de  la  somme  dépend  non  seulement  de 
V,  mais  aussi  des  limites  de  la  sommation. 

En  combinant  ces  considérations  avec  le  théorème  (3),  on  ob- 
tient comme  corollaire  la  proposition  suivante  : 

Si  une  fonction  réelle  de  deux  arguments  positifs  F  {y,  x) 
satisfait  aux  trois  conditions  suivantes  : 

I*  F(v,  a?)^©  pour  I  S  vl  r, 

F(v,  a-)  .   F(v',  a:)  .    ..    , ,.. 

a"  — r^-^ — -  ^  — , — —r^  pour  2  ^.  v  L  v  l  x, 

logv  logv      * 

3"  en  donnant  à  v  une  valeur  déterminée  quelconque. 


F(v,  X)—  .     /       —, — - —  du\y 


ces  conditions  sont  suffisantes  pour  pouvoir  énoncer  V égalité 
asymptotique 


du. 


Démonstration,  —  En  définissant  une  fonction  e(^)  au  moyen 
de  Téquation 

[2(0)  doit  signifier  o],  et  en  tenant  compte  de  ce  que 

I  -h  V£(v) (  V l)£(v  —  I  j  —  S(v)  —  S(V—  l)  —  logv  OU  O, 

suivant  que  le  nombre  v  est  premier  ou  composé,  on  a 

_  V  ^"^^^^^  ■   V  v£(v)-(v-»)"^(v--np 

,,^    2l^'^^-")-2i'T;i7'^2:"(^^H-"i^v--iog(v-^o  J 

.    .   F(ar,ar)       F(9.,a:) 
^     loga?  log9. 
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Comme  la  fonction     .     ^^  va  en  décroissant   si   v  augmente 
(deuxième  hypothèse),  on  peut  remplacer  la  somme  V     .  par 

rintégrale  correspondante  avec  une  erreur  d'ordre 

(troisième  hypothèse).  On  a  donc 

^      logV  J  logW  \J  logM 

Soit  S  un  nombre  positif  donné.  On  peut  déterminer  un  nombre 
rîj  tel  que,  pour  v^gj, 


|s(v)| 


Donc 


FC.r,  T) 


^      '^    'L     logv  log(vH-i)  J 

tJ— I 

2.^  .    vfFrv,  X)  _  F(v-4-I,3:)-] 
^^    1.    logv  log(v-T-i)  J 

v=l 

_^o'îei    rF(v.  .r)        F(v-4-ï,a')  I        o     F(y,a7) 

-2^    L    logv  log(v-T-i)   J        'i.        loga- 

v--ni 

La  première  somme  du  second  membre  se  compose  d'un  nombre 

f      -,— ^ —  rfw  (  troisième  hypo- 
thèse);  donc  le  second  membre 

-  j  Jj        logit  I       %jU    logv     •■  -■ 

(./j  iogW  )  '2^,  loge* 

c'est-à-dire,  pour  x  suflGsamment  grand, 

""aj,        loga  aj,        ioga  J         Jogw 
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le  quotient  par   /     - 1"^^^  du  tend  donc,  pour  x  —  oo,  vers  o,  et 
il  résulte  de  (5)  que 


(6) 


ce  qu'il  fallait  démonlrer. 
3.  En  prenant 


3C 

F(v,  a?)  =  logvlogl*-  '  -  » 


on  obtient 

.X'  ' 

^log/^logH--*  -c/^  /     logl*-*  -duLn  \     log»*-*~rfM, 
P      J^  "  .'i  " 


d'où,  en  posant  x  =:=  «/<?/, 

log/?  logH--»  -oo  —  TJ       e-yyV--^  dy  ^^  x  f         e-r y\h-^dy 

—  X  I     e-yyV--^  dy  -x  j       e  -.>  rH--*  dy  =  ^  r(  «jl)  -+-  j  j?  j  oo  arr(  jjl), 

ce  qui  constitue  le  lliéorèine  (4)  de  M.  Hadamard. 

•4.  Je  résoudrai,  dans  ce  qui  suit,  en  n'appliquant  pas  d'autres 
ressources  transcendantes  que  le  théorème  (3),  le  problème  : 

Troimer  la  valeur  asympto tique  du  nombre  tta^x)  de  tous 
les  nombres  inférieurs  à  x  et  composés  de  k  nombres  pre- 
miers, tous  différents. 

Ce  problème  a  été  énoncé  parHargreavc  (  '  ),  mais  je  crois  qu'on 
ne  s'en  est  pas  occupé  jusqu'à  présent. 
On  a  d'abord 

cette  égalité  asymptotique  a  été   déduite  par  M.   von  Mangoldt 


(  '  )  Loc.  cit.f  p.  53. 
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et  par  M.  de  la  Vallée-PoussJn  (*)  du  théorème  (3)  et  est,  du  reste, 
un  cas  particulier  de  (6),  pour  F(v,  x)  =  i, 

iia(^)  est  égal  au  nombre  des  paires  de  nombres  premiers/?,  rj 
tels  que 

pç  -^ 
et 

En  ne  tenant  compte  que  de  la  première  de  ces  deux  inégalités, 
on  obtient  deux  fois  tout  nombre /^gr  si  p  et  q  sont  différents  et 
une  fois  tout  nombre  p^;  donc 


i^i(^)  =  2'^(f)  -"^(v^^)» 


p=^' 


identité  connue. 

On  peut  appliquer  à  la  somme 


2-(?) 


P=^ 


la  proposition  du  n®  2,  ce  qui  donne 

^     \PJ       Jt       lûgM  J,       loga 

car  Ti  (  -  )  =  o  pour  //>>-•  Soit  3  une  grandeur  positive  don- 
née; m  étant  convenablement  choisi,  on  a,  pour->Gj,  c'est- 
à-dire  pour  it"f  -* 

I     /^\ T ^ r 

\*\u/        u(\o^x  —  loga;    ~     «(log-c  —  logaj 


donc 


r^'^Xu)  ,  _     r^ du 

Jj        logtt      "       ^J,       aloga(log:r— loga) 


Jr^  du  I    ix\ X i,^     r^_ ^ 
,      log  u  j  ^\u)       a(log.r  — iogti)!-"  ^^  J^      alogM^ug:?.  —  loga/ 


(')  Von  Manooldt,  Uber  eine  Anwendung  der  Biemannscken  Formel  fiir 
(lie  Anzahl  der  Primzahlen  unter  einer  gegebenen  Grosse  {Journal  de  C  relie, 
l.  119,  p.  65-71;  1898). 
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Oi 


el 


donc 


^^^  f^      u  loga(loga:  _  logM  ) 

.V 

"./j       \\o^u  "^  log.r  — loga/       ^°" 

—  [ioglogM  —  I0g(l0ga7 — \0%U)]^ 

X  X 

=.  log  log log  logW  —  log  log2  -h  log  log  - 

TïJ  'i- 

—  -iloglog^r  -r-  O  (l), 

,/,.      l«>gw         ~  .',.     iog"~  \log:r/ 


/  -T- r/l/   =    /  -T^—^   du  -H    ;         -j 


^/w 


ujloglogx       \arloglogT) 
logx  (       loga:       \  ' 

d*oîi,  en  tenant  compte  de  ce  que 

logJ7 

En  suivant  ce  chemin,  on  parvient  au  théorème 

a-Clog  loga?)*-' 


(8) 


-^^-)«^ôtrrryr — i^i^ 


Je  suppose  qu'il  soit  déjà  démontré  pour  les  valeurs  i,  2,  ...,  ^ 
et  je  l'établirai  pour  A -h  i  • 

Chacun  des  r^k-\.\{^)  nombres  composés  de  A*  H-  1  nombres  pre- 
miers, tous  différents,  peut  être  mis,  de  Ar -h  1  manières,  sous  la 
forme /?.n,  p  désignant  un  nombre  premier;  n  sera  composé  de 
A' nombres  premiers,  tous  différents  entre  eux  et  différents  de/?. 
Donc 

(9)  (/^•-Hi)7rAH-i(^)=2i:A(  ^j  -q{^)i 
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où  q{x)  désigne  le  nombre  des  nombres  inférieurs  à  a;  et  qui  con- 
tiennent k  —  I  nombres  premiers  une  seule  fois  et  un  A'^'"®  deux 

fois.  On  a,  comme  i^a.!  ^— ,  )  égale  o  pour  p  >  i/-> 

r      *  X(\0Çr\0frx)^-^  du 

Jj        w*(logx— ilogM)  loga 

a*loga(logj:  — -iloga) 

Or,  si  l'on  pose  w  ^^->  cette  intégrale 
t 

JÇÎ  rh 
l0gt'(l0gJ7-:--2l0gi'} 

log^J^\Iogi^        logj; -h  alogi-v 


1  i  ,- 

«  ^p       I    n     dw 


Vf  •    '^* 


Donc 


\logar/        v^o^log^      \      •■*       /  \loga:/ 

'?("^  =  ^L — T^^^^ — J' 


ce   qui  est  d'ordre  inférieur  à  r.kix)  et,  a  fortiori,  à  r.k^^ix). 
L'équation  (9)  donne  donc 

XXVIII.  3 
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a  désignant  une  constante  quelconque  (  M.  Comme  dans  le  cas 
spécial  A:  =  2  traité  plus  haut,  on  commet  une  erreur  asymploti- 
quement  inférieure  à  la  valeur  de  l'intégrale  en  remplaçant 

par 

(^*  — i;I  W(l0gj:  —  logw; 

Donc 

.r 

./,  Jogw(logx  — Jogw» 

a  doit  être  pris  i^e^  pour  que  log(logj:  —  logi/)  soit  ^o. 

Il  faut  maintenant  calculer  la  valeur  asjmptotique  de  cette  int(>- 
grale  qui,  en  mettant 

logx  =  5,        loga  =  T„ 
se  transforme  en 


^é^i  —  r,) 


En  prenant  a  =  e  et  en  remplaçant  la  limite  inférieure  par  i ,  on 
nmet  qu'une  erreur  d 


ne  commet  qu  une  erreur  d  ordre  ^^ — ^V-^^ •  Or 

■  loga; 


La  première  de  ces  deux  intégrales  s'évalue  directement  : 

(„,    J^"'  !2ntl<;^JZV)rf,  ^  ^[-log«($-r,)l';-.=  Jlog*(Ç-.). 


(•)  Car  la  différence  de  ces  deux  intégrales  est  d'ordre 
X     *ôgïi  "      Vûigi/ 
cl  les  intégrales  nr  émes  sont  d'ordre  plus  élevé. 

Digitized  by  VjOOQIC 


—  35  - 


On  trouve  la  valeur  asymplolique   de   la  seconde  en   lenant 
compte  de  ce  que 

i  î 

et  que,  pour  Tj  <  -, 

=  log*-»$-hO(log^-*Ç); 
on  obtient 


i/ 


dr, 


(.3)      -  \  -^ 

j  =log^-»5  jj^'  ^'  +  log*-«?Ojr*Ç^-^0(log^-i5) 

1  =log*S-^()(logA-»?). 

De  (lo),  (i  i),  (12),  (i3),  on  conclut 

/  ^\         1    ar(loff  loffar)* 
7rA-+i(a7)c/^~.  -^^-5 — L_L, 
Al  \o%x 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

5.  L'erreur  commise,  en  remplaçant,  dans  les  hypothèses  du  n**2, 
la  somme 

par  sa  valeur  asymptotique,  peut  être  appréciée,  avec  plus  ou  moins 
de  sttccès»  au  moyen  du  théorème  récemment  établi  par  M.  de  la 
Vallée-Poussîn  ('  ),  que 

a  désignant  une  constante  posiûve. 

(')  Sur  la  fonction  X^{s)  de  Bieniann  et  U  mombre  des  nombres  premiers 
inférieurs  à  une  limite  donnée  (  Mémoires  couronnés  et  autres  Mémoires  pu- 
bliés par  T  Académie  royale  de  Belgique,  t.  LIX,  p.  54;  1899). 
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On  tire  de  (5) 


Pour 
on  a 


-J î ]  =y  e-aVÎHï;  V v_ 

logv         iog(v-+-l)J        Jad  logvlog(v-T- I  ) 


V-2 

jr-1 


<  V  e-«Viogvv  •  -  <  51  «"''^ '"*'''  =  O  f    c-«^*"8v  e/v 


V  -  t  V  =  l 


L'erreur  commise  en  remplaçant  le  nombre  tz{jc)  des  nombres 
premiers  "^x  parle  logarithme  intégral 


L\(x)  =  lim 
est  donc 

Ce  résultat  n'est  pas  nouveau;  il  a  été  établi  par  M.  de  la  Vallée- 
Poussin  dans  le  cinquième  Chapitre  de  son  Mémoire  cité  (  •);  mais 
les  développements  précédents  font  voir  que,  le  théorème 

V  log/?  =  07-4-0  (  J-e-«^''"ëI) 

une  fois  établi,  on  n'a  pas  besoin  de  remonter  à  la  théorie  de  la 
fonction  ^{s)  pour  démontrer  que 

T.{x)  =  U(x)  -h  O  (xe-<'>^'^^). 


(')  Loc,  cit.,  p.  63. 
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Pour  la  fonction  désignée  plus  haut  par  T:A(a:),  on  oblient,  par 
la  même  mélhode, 

^        (A--i;!  logx  L  *0gJ7  J 

La  même  formule  (i4)  donne  aussi  la  valeur  asymptolique  du 
nombre  Pa(»^)  des  nombres  ^^  qui  sont  divisibles  par  k  nombres 
premiers  différents  pouvant  être  affectés  d'exposants  supérieurs 
à  1,  de  même  que  celle  du  nombre  (7a(x)  des  nombres  ^x  qui  sont 
composés  de  k  nombres  premiers,  les  facteurs  multiples  élant 
comptés  selon  leur  degré  de  multiplicité. 

En  effet,  ceci  est  évident  pour  A'  ==  i ,  où  les  deux  fonctions 
Tj  [x)  et 7:1  {x)  coïncident,  tandis  que  pi  {x)  —  tc,  {x)  est  le  nombre 
des  solutions  de 

donc  d'ordre  7^-  • 

logx 

Supposons  que  le  théorème  soit  déjà  démontré  pour  les  indices 
1,2 A"  ;  il  s'agit  de  l'établir  pour  l'indice  A  4-  i .  Vu  que 

o:;jA-+-i(^)  --7rA-Hi(ar)::p,(3')-hp,(a:)H-...-f-pA-(^) 

L         *og^         J 

(car  tout  nombre  composé  de  A -f-  i  fadeurs  premiers,  pas  tous 
différents,  en  a  i  ou  2,  . .  . ,  ou  A  différents),  il  suffit  de  le  prou- 
ver pour  pa+i  {x).  Tout  nombre  divisible  par  A* -h  i  nombres  pre- 
miers, dont  un  au  moins  est  affecté  d'un  exposant  supérieur  à  i, 
est  de  la  forme 

où  a^  2  et  où  m  est  un  nombre  composé  de  k  nombres  premiers 
différents  entre  eux,  mais  affectés  d'exposants  quelconques.  Or,  le 


(  '  )  Pour  A'  =  I,  le  ihéorcme  de  M.  de  la  Vallée-Poussin  donne  l'approximalion 
plus  grande 

r.,{x)  =  \À{x)  -+-0(xc-^i^)   =r.  -^  4_()(^,_  ). 
*''     '  ^  logx-  \log-j:/ 
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nombre  des  solutions  de 

'^  "  m 
est 

donc,  a  fortiori, 

y    m 

Par  conséquent, 

m  m    ^ 

Le  nombre  des  valeurs  que  m  peut  prendre 

L         »«g-ï^         J 
Donc 

m'  V— 1  '  V— I  ^'  ^  JT 

Jd  logv  J-  "^       L  *Ogj:  J 

~  L      15?-^      J' 

par  conséquent, 

p,.+  ,(T)  -,!,.+,( ^)+0[ ^^^^ J 

A!  log;r  L  loga?  J' 

ce  qui  prouve  que  le  second  membre  de  Inéquation  (i4)  représente 
aussi  les  valeurs  des  fonctions  pa(»^)  et  o'a(j?)  pour  de  grands 
arguments. 
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SUR  LES  PROPRIÉTÉS  MÉTRIQUES  D'UNE  CERTAINE  CORRESPONDANCE  (1,1) 
ENTRE  CUBIQUES  FOCALES; 

Par  M.  R.  Bricard. 

I. 

Od  sait  qu'étant  donnëes  deux  cubiques  planes,  sans  points 
doubles,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  Ton  puisse 
établir  entre  ces  courbes  une  correspondance  (i,  i)  est  qu'elles 
possèdent  même  invariant  absolu. 

Quand  il  en  est  ainsi,  les  coordonnées  de  leurs  points  peuvent 
s'exprimer  au  moyen  de  fonctions  elliptiques  construites  sur  les 
mêmes  périodes,  et  il  existe  deux  infinités  simples  de  transfor- 
mation biralionneltes  changeant  l'une  des  cubiques  en  l'autre,  les 
arguments  de  deux  points  correspondants  satisfaisant  à  l'une  des 

relations 

M  =  V  -+-  A:,         tt  H-  V  =  A:', 

où  k  et  k!  désignent  des  constantes  arbitraires. 

Nous  dirons  que  les  correspondances  ainsi  définies  sont  respec- 
tivement àe  première  espèce  et  de  deuxième  espèce.  Une  cor- 
respondance d'espèce  quelconque  est  définie  par  la  donnée  d'un 
couple  de  points  homologues. 

(Quand  les  fonctions  elliptiques  introduites  admettent  certaines 
multiplications  complexes,  on  sait  qu'il  existe  encore  entre  les 
deux  courbes  des  correspondances  (i,  i)  ne  dépendant  d'aucun 
paramètre  arbitraire,  et  que  l'on  peut  combiner  avec  les  précé- 
dentes. Nous  laisserons  de  côté  ce  cas  exceptionnel)  ('). 

Ces  propriétés  classiques  étant  rappelées,  considérons  deux 
cubiques  C  et  G» ,  ajant  même  invariant  absolu,  entre  lesquelles 
nous  établirons  une  correspondance  (i,  i)  en  nous  donnant  un 
couple  de  points  homologues,  a  et  «i,  situés  respectivement  sur 
G  et  Cf.  Soient  aè,  ac^  ad^  ae,  les  quatre  tangentes  que  l'on  peut 
mener  à  G  par  le  point  a,  outre  la  tangente  en  a,  et  è,  c,  d,  e, 

(')    Voir  Appell  et  Goursat,  Traité  des  fonctions  algébriques  y  p.  474-4/6. 
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leurs  points  de  contact.  Soient  de  même  a^  6|,  a,  C|,  etc.,  les  élé- 
ments analogues  relatifs  à  C^ .  Par  hypothèse,  les  deux  faisceaux 
a(bcde),  a^  {b\  C|  rf,  e^  )  ont  même  rapport  anharmonique. 

Opérons  sur  chacune  des  cubiques  une  transformation  homo- 
graphique  (différente  pour  les  deux),  telle  que  les  points  tf,  e, 
ainsi  que  les  points  âfi,  Ci,  aillent  se  confondre  avec  les  points 
cycliques.  Nos  deux  cubiques  deviennent  ainsi  des  cubiques  /o- 
caleSj  c'est-à-dire  des  cubiques  contenant  leur  foyer  singulier. 
Ces  deux  cubiques  focales  ayant  même  invariant  absolu,  Tangle 
des  deux  tangentes  non  isotropes  que  Ton  peut  mener  à  l'une  par 
son  foyer  singulier  (angle  focal)  et  l'angle  analogue  relatif  à 
l'autre  cubique  sont  égaux.  Enfin,  de  la  correspondance  (i,  i) 
établie  entre  C  et  d  dérive  entre  les  deux  cubiques  focales  une 
correspondance  (i,  i)  telle  que  les  foyers  singuliers  des  deux 
courbes  soient  des  points  homologues. 

C'est  l'étude  de  cette  correspondance  particulière  que  nous 
nous  proposons  d'approfondir.  Plusieurs  des  résultats  que  nous 
obtiendrons  peuvent  s'étendre,  par  homographie,  aux  correspon- 
dances (i,  i)  les  plus  générales.  Mais  les  plus  intéressants  ont  un 
caractère  métrique  et  s'énonceraient  difficilement  en  langage  pro- 
jcctif. 

II. 

Considérons  donc  deux  cubiques  focales  C  et  C  ayant  le  même 
angle  focal.  En  transformant  par  similitude  la  cubique  C,  nous 
pouvons  évidemment  faire  en  sorte  que  les  points  de  contact  des 
tangentes  non  isotropes,  menées  à  celte  cubique  par  son  foyer 
non  singulier,  viennent  se  confondre  avec  les  points  analogues 
relatifs  à  la  cubique  C  :  nous  supposerons  que  les  deux  courbes 
sont  dans  cette  situation  relative.  Soient  a  et  a'  leurs  foyers  sin- 
guliers, 6  et  c  les  points  de  contact  des  tangentes  non  isotropes 
menées  par  a  à  C,  ou  par  a'  à  G.  Les  angles  bac  et  ba^c  étant 
égaux,  les  quatre  points  a,  a\  6,  c  sont  sur  un  cercle. 

C  est  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  du 
point  a  aux  cercles  qui  passent  par  les  points  b  et  c.  Rappe- 
lons en  deux  mois  la  démonstration  de  cette  propriété  connue  : 
on  voit  immédiatement  que  le  lieu  en  question  est  une  cubique 
qui  passe  au  point  a,  aux  points  6  et  c  et  aux  points  cycliques, 
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les  tangentes  en  ces  quatre  derniers  points  passant  par  le  point  a. 
Cette  cubique  se  confond  donc  nécessairement  avec  G.  C  peut 
être  définie  d'une  façon  analogue. 

Soient  alors  i^jig»  i)  F  un  cercle  quelconque  passant  aux  points  b 


Fig    I. 


et  c,  m  el  m!  les  points  de  contact  de  deux  tangentes  à  F  menées 
respectivement  par  les  points  a  et  o! . 

Les  points  m  et  ni  appartiennent  respectivement  aux  cubiques 
G  et  G'.  Je  dis  que  si  Ton  fait  varier  le  cercle  F,  la  droite  mm' 
passe  par  un  point  fixe.  Considérons,  en  effet,  les  deux  cercles 
{am)  et  [a' m')  ayant  respectivement  pour  centres  a  et  a',  et  pour 
rayon»  am  et  am'.  Ges  deux  cercles  sont  coupés  orthogonalement 
aux  points  m  et  m'  par  le  cercle  F.  Les  points  m  et  m'  sont  donc 
antihomologues  sur  les  cercles  {am)  et  {a' m')^  et  la  droite  mm' 
passe  par  l'un  des  centres  de  similitude  w  de  ces  deux  cercles. 

Or  le  point  o)  divise  le  segment  aa'  dans  un  rapport  égal  à  —, — ,> 

et,  d'après  une  propriété  bien  connue  des  cercles  passant  par 
deux  points  fixes,  ce  rapport  est  constant  quand  on  fait  varier 
le  cercle  Y,  Le  point  cj  est  donc  fixe,  comme  nous  l'avions  an- 
noncé. On  peut  remarquer  que  c'est  le  point  de  contact  avec  aa' 
de  l'un  des  deux  cercles  F  qui  sont  tangents  à  cette  droite. 

Il  est  clair  d'après  cela  que  les  points  m  et  m'  sont  en  corres- 
pondance (i,  i).  Si  l'on  amène  le  cercle  F  à  se  confondre  avec  le 
cercle  {aa' bc)^  on  voit  que  les  points  a  et  à  sont  homologues. 

Nous  obtenons  une  correspondance  analogue  en  remplaçant  h» 
point  iù  par  w',  point  de  contact  de  l'autre  cercle  F  tangent  à  la 
droite  aa' .  Les  points  a  et  a'  sont  encore  homologues.  Nous 
avons  donc  obtenu,  nécessairement,    les  deux  correspondances 


Digitized  by  VjOOQIC 


-  42  - 

(i,  i),  respeclivement  de  première  espèce  et  de  deuxième  espèce, 
enire  les  cubiques  C  et  C,  et  telles  que  les  points  a  et  a'  soient 
homologues. 

Il  nV  a  ëvidemment  pas  lieu  de  chercher  à  distinguer  Tespèce 
de  chacune  de  ces  correspondances,  tant  qu'on  ne  précise  pas  la 
représentation  des  points  des  cubiques  au  moyen  des  fonctions 
elliptiques  :  on  peut,  en  effet,  changer  le  signe  de  l'argument  cor- 
respondant à  un  point  de  Tune  des  deux  courbes.  Une  correspon- 
dance de  première  espèce  devient  ainsi  de  seconde  espèce,  et 
inversement. 

Nous  avons  déjà  remarqué  que  le  rapport  -; — ,  est  constant. 
Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 


Etant  données  deux  cubiques  focales  ayant  le  même  angle 
focaly  si  l'on  établit  entre  ces  deux  courbes  l'une  des  deux 
correspondances  (i,  i)  telles  que  les  foyers  singuliers  a  et  a' 
soient  homologues,  on  a,  en  désignant  par  m  et  m'  deux 
points  homologues  quelconques,  la  relation 

am 

— — -  —  const. 
a  m 

111. 

Nous  allons  établir  une  autre  propriété  métrique  remarquable 
de  la  même  correspondance. 

Rappelons  d'abord  que,  étant  donnée  une  cul^ique  quelconque, 
on  appelle  couple  steinérien  un  couple  de  points  appartenant  à 
cette  courbe,  tels  que  les  tangentes  en  ces  points  aillent  de  nou- 
veau rencontrer  la  cubique  au  même  point.  Les  arguments  ellip- 
tiques des  deux  points  d'un  couple  steinérien  diflerent  d'une 
demi-période,  et,  comme  il  y  a  trois  demi-périodes  ct>|,  Wj  et  (Oj, 
on  peut  distinguer  sur  une  cubique  trois  familles  de  couples 
steinériens. 

Sur  une  cubique  focale,  les  points  cv cliques  forment  un  couple 
steinérien.  Nous  ne  considérerons  que  les  couples  steinériens 
appartenant  à  la  même  famille  que  les  points  cycliques. 

Cela  posé,  nous  énoncerons  le  théorème  suivant,  en  conservant 
les  désignations  du  paragraphe  précédent  : 
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Soient  m  et  jjl  deux  points  fixes  constituant  un  couple  steiné- 
rien  sur  la  cubique  C,  m'  et  jjl'  leurs  homolofies  sur  la  cu- 
bique C,  et  enfin  p  et p'  deux  points  homologues  quelconques 
sur  les  deux  cubiques.  On  a  la  relation 

pin  _  u'  m' 

Pour  établir  cette  propriété,  nous  emploierons  la  considération 
des  points  associés,  due  à  M.  Darboux  (')  :  si  m  et  a  sont  deux 
points  quelconques,  on  appelle  points  associés  des  précédents  les 
deux  points  n  et  v,  centres  des  cercles  de  rayon  nul  passant  par  les 
points  m  el  ul.  La  propriété  fondamentale  des  points  associés  est 
la  suivante  :  p  étant  un  point  quelconque  du  plan,  on  a  Tégalité 

pm         .  /  \ 
PV- 

L'énoncé  de  la  proposition  à  démontrer  peut  donc  être  transformé 
ainsi  qu'il  suit  : 

Soient  n  et  ^  les  deux  points  associés  à  m,  ;ji,  et  n\  v'  les 
deux  points  associés  à  m',  |jl'.  On  a 

npv  —  n'p'v'. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  la  correspondance  (i,  i) 
établie  entre  les  deux  cubiques  soit  de  première  espèce.  Une  dé- 
monstration toute  pareille  à  celle  que  nous  allons  donner  s'appli- 
quera au  cas  de  la  corres])ondance  de  seconde  espèce. 

Nous  supposerons  aussi  les  fonctions  elliptiques,  introduites 
pour  la  représentation  paramétrique  des  deux  cubiques,  telles  que 
la  collinéation  de  trois  points  de  Tune  d'elles  s'exprime  en  éga- 
lant à  zéro  la  somme  de  leurs  arguments  (il  en  est  ainsi,  par 
exemple,  lorsqu'on  exprime  les  coordonnées  d'un  point  en  fonc- 
tions rationnelles  de  pu  et  p' u  par  la  méthode  classique).  Enfin, 
nous  désignerons  l'argument  d'un  point  par  la  lettre  même  qui 
sert  à  désigner  ce  point. 

(  '  )  Darboux,  Sur  une  classe  remarquable  de  courbes  et  de  surfaces  algé- 
briques, p.  6i  et  suiv. 
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On  a  ainsi,  k  désignant  une  constante  : 

a'  =  a  -^-  X-,       p'  ~  P  -^  ^1 
m'  —  m  -^  k,        ^'  —  |ji  -r-  X , 

et  aussi  les  égalités  exprimant  que  (m,  \k)  et  (m',  [t!)  forment 
deux  couples  steinériens,  respectivement  sur  C  et  C  : 

fi  — m-+-W|,         |jl' =  m'-î- a>i. 

Les  arguments  des  points  cycliques  sur  la  cubique  C  s'ob- 
tiennent immédiatement  si  Ton  écrit  que  les  tangentes  en  ces 
points  passent  au  point  a  et  qu'ils  constituent  un  couple  steiné- 
rien  de  la  même  famille  que  (m,  [x).  On  trouve  ainsi  les  valeurs 

a  a 

(On  pourrait  prendre  aussi h  Wj  et  —  ; — h  Wa  :   cela  ne 

changerait  rien  au  raisonnement.) 

De  même,  sur  la  cubique  C\  les  points  cycliques  ont  pour  argu- 
ments respectifs 


a        k  a        k 

-    .       -, u),. 

U  2  -2  l 


Joignons  le  point  m  au  point  cyclique  (  —  -  1>  et  le  point  |jl  au 
—  -  —  coi  |.  Ces  deux  droites  rencontrent  C  en 
un  même  point  ayant  pour  argument 


a                a  j 

n  —  ~       m  -~ lui  —  (  m  —  tO|  i,  (  mod  awt  ). 

•x  'À 


De  même,  les  deux  droites  (  w,   —  -  —  coi   )  et   (a,   ~  r  )  ^^ 
coupent  sur  C,  au  point  d'argument 


Ainsi,  les  point>  n  et  v,  associes  des  points  m  et  a,  appar- 
tionnonl  ù  C  et  y  constituent  un  couple  steinérien.  On  a  un  fait 
analogue  pour  les  points  n'  et  v\  dont  les  arguments  sur  C  sont 


a       A 

a 

k 

m. 

> 

— :     — 

m  —  W|, 

>         1 

J 

.i 
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En  résumé,  si  l^on  appelle  /*  et  p  les  arguments  des  points 
cycliques  sur  C,  r  et  p'  leurs  arguments  sur  C,  on  a  les  égalités 


k  ,  k 

k             ,                k 
n  =  n ,  V   =  V . 

■2  '2 

Or,  si  l'on  considère  deux  points  u  et  e/' décrivant  respectivement 
les  cubiques  C  et  C^^  leurs  arguments  étant  reliés  par  la  relation 

A- 

M    =   u 7 

•À 

les  droites  pu  et  p' u'  engendrent  deux  faisceaux  homogra- 

phiques. 

En  effet,  donnons-nous  la  droite  jdm,  elle  rencontre  C  aux  deu\ 

points  u  et 

iix  =  —  p  —  u, 

A  ces  points  correspondent  sur  la  cubique  C  les  deux  points 


qui  sont  en  ligne  droite  avec  le  point  /?',  en  vertu  de  la  relation 

Ainsi,  à  une  droite  pu  ne  correspond  qu'une  droite  p'  u\  et  ré- 
ciproquement, ce  qui  établit  l'homographie  des  faisceaux  engen- 
drés par  ces  deux  droites. 

En  appliquant  cette  remarque,  on  voit  que 

/>(/ivrp)  =  />'(,i'vV'p'), 
ou  bien 

npj  =  n'p'/.  c.  Q.  F.  D. 

IV. 

Nous  passons  maintenant  à  l'étude  d'une  liaison  remarquable 
qui  existe  entre  la  théorie  des  cubiques  focales  et  celle  du  qua- 
drilatère articulé. 
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Soient  encore  G  et  G'  deux  cubiques  focales  ayant  même  angle 
focal,  mais  non  semblables;  m^  (jl  et  /?,  ïït,  deux  couples  steiné- 
liens  sur  la  cubique  G  ;  m',  p'  et/?',  gt',  les  points  homologues  des 
précédents  dans  Tune  des  correspondances  (i,  i)  établies  entre 
les  deux  courbes  et  telles  que  les  foyers  singuliers  soient  homo- 
logues. 

D'après  ce  que  nous  avons  démontré,  on  a 

nip  mm   _    iip   _    ixm 

m'p'  "^  ni' m'  ~  [l'p'        [t-'m' 

Les  deux  quadrilatères  mpam  et  m'p'Ylxs  ont  donc  leurs  côtés 
proportionnels,  mais  ils  ne  sont  pas  semblables,  sans  quoi  les 
deux  cubiques  G  et  G|  le  seraient  aussi  (*  ). 

Si  donc  on  fait  varier  la  forme  de  la  cubique  G',  en  lui  conser- 
vant toujours  le  même  angle  focal,  le  quadrilatère  m'p^\fJxs' 
prendra  toutes  les  formes  possibles  d^un  quadrilatère  dont 
les  quatre  côtés  sont  assujettis  seulement  à  consers^er  un  rap- 
port constant. 

On  peut  donc  énoncer  la  réciproque  suivante  : 

Si  deux  quadrilatères  ont  leurs  côtés  proportionnels ^  les 
deux  cubiques  focales,  lieux  des  foyers  des  coniques  inscrites 
dans  chacun  de  ces  quadrilatères,  ont  même  angle  focal,  c^ est- 
à-dire  même  invariant  absolu. 

En  particulier,  on  peut  supposer  que  les  quadrilatères  ont  leur  s 
côtés  égaux,  et  Ton  a  une  propriété  remarquable  du  quadrilatère 
articulé. 

On  voit  donc  que  les  propriétés  des  cubiques  focales  se  relien  t 
intimement  à  celles  du  quadrilatère  articulé,  ainsi  que  nous  le 
disions  plus  haut. 

G^est  un  fait  que  nous  allons  préciser  davantage  dans  le  para- 
graphe suivant. 

V. 

Gonsidérons  toujours  la  représentation  paramétrique  de  la  cu- 

(  <)  ËQ  eiïet,  le  quadriUtcre  Fnp\La  définit  sans  ambiguïté  la  cubique  C,  qui  est, 
comme  l'on  sait,  le  lieu  des  foyers  des  coniques  inscrites  à  ce  quadrilatère. 
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bique  C  au  moj^en  des  fondions  elliptiques  (il  est  inutile  d^écrire 
des  formules  explicites). 

Proposons-nous  d'abord  d'exprimer  la  distance  d'un  point 
m  quelconque  de  cette  courbe  au  foyer  singulier  a, 

2 

Le  carré  de  cette  distance,  am  ,  est  une  fonction  elliptique  de 
l'argument  m.  Déterminons  Tordre  de  cette  fonction  elliptique  : 
à  cet  effet,  cherchons  le  nombre  des  points  m  de  la  cubique  tels 
que  Ton  ait 

'ârn    r=  Rî, 

R  étant  une  longueur  donnée.  Cela  revient  à  chercher  le  nombre 
des  points  d'intersection  variables  avec  R  de  la  cubique  et  d'un 
cercle  a^ant  pour  centre  a  el  pour  rayon  R.  Or  un  tel  cercle  esl  * 
tangent  à  la  cubique  en  chacun  des  points  cycliques  et  coupe 
celte  courbe  en  deux  autres  points.  Ainsi  la  fonction  elliptique 

iim    est  du  second  ordre. 

Cette  fonction  a  évidemment  un  zéro  double  en  a,  et  un  pôle 
double  en  a4-  ^i.  On  en  conclut  immédiatement  son  expression 

î  A* 

ani    =z  — . =  A*(xJ,(/n  — a), 

|)(/«    -  a)  —  ei 

Â  désignant  une  longueur  qui  dépend  de  la  cubique  C. 
On  peut  extraire  les  racines  carrées,  ce  qui  donne 

(i)  a/w  =  AcToïC/?*  —  a). 

On  est  ainsi  conduit  à  attribuer  un  signe  à  la  distance  am. 
Remarquons  en  passant  que  cette  formule  conduit  immédiate- 
ment au  théorème  énoncé  à  la  fin  du  §  II.  On  a  en  effet,  en  con- 
servant les  notations  de  ce  paragraphe, 

a'/w'==  k!fjiix{m' — a';, 

A'  étant  une  nouvelle  longueur  constante.  Mais,  par  hypothèse, 

m'—  a'  =  m  —  a. 


On  a  donc  bien 


a' m'       A' 

—  -r-  —  const. 

am         A 
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Prenons  maintenant  deux  points  m  et  n  sur  la  cubique  C,  et 
cherchons  à  évaluer  l'angle  man. 

Appelons  toujours  r  et  p  les  points  cjciiques,  situés  respecti- 
vement sur  les  droites  isotropes  de  coefficients  angulaires  -h  i  et 
—  £,  et  désignons  pour  un  instant  par  {pq)  le  coefficient  angulaire 
d'une  droite /?y.  On  a,  par  la  formule  de  Laguerre, 

(an)- (ap)  (a//i)  — (ar) 

en  explicitant  le  rapport  anharmonique. 

Si,  les  points  a  et  m  restant  fixes,  on  fait  varier  le  point  n  sur 
la  cubique,  ce  rapport  anharmonique,  que  nous  désignerons  par  t^ 
est  une  fonction  elliptique  de  l'argument  n.  Cette  fonction  est 
encore  du  second  ordre  :  en  effet,  t  étant  donné,  le  point  n  se 
trouve  à  l'intersection  de  la  cubique  et  d'une  droite  donnée  passant 
par  le  point  a. 

11  suffît  d'examiner  l'expression  développée  de  t  pour  avoir  les 
zéros  et  les  pôles  de  cette  fonction  elliptique  :   il  y  a  un  zéro 

double,  —  7>  et  un  pôle  double,  —  -  -f-to,.  On  en  conclut  immé- 
diatement 

'=-7 — â\ — =f^m^u{^-^-y 

km  étant  fonction  de  m  seulement.  Pour  obtenir  l'expression  de 
A„,,  remarquons  que  /  doit  se  réduire  à  l'unité  pour  n  =  m,  quel 
que  soit  m. 

On  trouve  ainsi 


/\      ^" 


l  =T  c^i  inan  -— 


.("--0 


Ici  encore,  on  peut  extraire  les  racines  carrées,  et  l'on  a  finale- 
ment 

«ï«i  (n  -»-  -  ) 


Qi  m  an  - 


ïoi  ( /«  -f-  "  ) 
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d'où 


(a)  1C0S  man  = 


'«•('"-^i)    '•'('*-^-?) 


Des  formules  (i)  et  (a),  qui  sonl  d'une  simplicité  remarquable, 
nous  allons  déduire  le  théorème  suivant  : 

Considérons  une  cubique  focale  C  qui  varie  en  conservant  le 
même  angle  focal.  Entre  cette  cubique  et  une  cubique  focale 
Jixe  Co,  ayant  aussi  le  même  angle  focal,  établissons  une  cor- 
respondance (i,  i)  telle  que  les  foyers  singuliers  des  deux 
courbes  soient  homologues.  Si  m,  /i,  p  sont  trois  points  de  C, 
homologues  de  trois  points  fixes  de  Co,  les  distances  mutuelles 
de  ces  points  satisfont  à  une  relation 

(3)  oinin   4- pn/   -\-^(lni    =  o, 

oit  a,  ^,  Y  sont  des  constantes. 

Écrivons  en  effet  Texpression  de  mn    : 

mn   =  am   -h  an  — 2am,an  cosmariy 
ou,  d'après  les  formules  (i)  et  (2), 

mn   =  A«{<jjj(/n  — a}-i-cTji  (n  — a) 


—  ^01  (m  —  a)(Toi(n  —  a) 


(On  évite  toute  difficulté  relative  aux  signes,  en  remarquant  que 

mn    doit  s'annuler  pour  n^-^  m,)  On  a  de  même  les  expressions 

— 2  — 2 

de  ni   et  de  Im  . 

Quand  la  cubique  C  varie  dans  les  conditions  indiquées,  les 

différences 

/  —  a  =  X,         m  ~  a  —  [ly         n  —  a  —  ^ 

restent  constantes.    Remplaçons  dans   les   expressions  de   mn  , 
xxvni.  4 
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2      2 

ni  ^  im  y  l  par  a  H-  X,  etc.,  et  posons 

3a 

—  =  a?. 

'1 


Il  vient  ainsi 


On  voit  que  -tj->  -rj»  -T7-  sont  des  fonctions  elliptiques  de  x, 
aux  périodes  2(0|  et  20)2*  Il  en  est  de  même  de  l'expression 

— »         — i         — 1 

,    ^  mn         o  ni  Im 

a,  ^,  Y  étant  des  constantes.  Cherchons  s'il  est  possible  de  choisir 
les  coefficients  de  telle  manière  que  ^{x)  se  réduise  à  une  con- 
stante :  Pour  cela,  il  faut  et  il  suffit  que  ^{x)  ne  puisse  devenir 
infini. 

Or  ^{x)  a  six  pôles  de  premier  ordre,  donnés  par 

X  —  —  X,     — jjL,     — V,     — X-f-a)i,     — X -+- (Of,     — X -t- 0)3. 

Egalons  à  zéro  les  parties  principales  de  ^{x)  pour  x  ^=  —  X  et 
pour  ^  =  —  A  +  Wj .  On  a 

—  ^î^oi v^oi  >^^oi( V  —  X )  —  ycxoi  Xffoi  f^^oi  (  (i  —  X )  =  o, 
Cl 


ffoi('^  —  X -f- tui  )     ffoid^L  —  x-4-(i»i) 


=  o, 


égalité  qui  se  confond  avec  la  précédente,  en  vertu  de  la  relation 
connue 

On  écrira  de  même  deux  égalités  analogues,  exprimant  que  les 
parties  principales  de  ^{x)  en  ses  autres  pôles  sont  nulles  aussi. 
Les  trois  conditions  obtenues  se  réduisent  à  deux,  et  l'on  a  finale- 
ment le  résultat  suivant  : 
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Si  l'on  donne  à  a,  p,  y  /e^  valeurs 

<roiX  p  <Joi  II  ffojv 

a  =  r -»  p  =  ; r-->  Y  = -T 9 

<yoi(fJt  — v)  *^         ffoi(v  — A)  ♦         <ï»i(A  — K) 

/a  /onction  ç(x)  5e  réduit  à   une  constante,  gui  est  nulle, 
comme  on  le  voit  en  faisant  x  =  o. 

La  relalion  (3)  est  donc  démonlrée. 

On  peut  retrouver,  au  moyen  de  cette  relation,  un  système  arti- 
culé, découvert  par  M.  Hart,  el  dont  l'élude  a  été  approfondie  par 
MM.  Kempe  etDarboux  ('). 

Supposons  que  la  cubique  C  varie  en  conservant  le  même  angle 
focal,  son  paramètre  de  grandeur  étant  tel  à  chaque  instant  que 
les  côtés  du  quadrilatère  mp^m  (notations  du  §  IV)  aient  des  lon- 
gueurs constantes. 

Soit  s  un  quatrième  point   de  la  cubique  C,  homologue  d'un 

point  fixe  s^  de  la  cubique  Co.  On  a,  d'après  ce  qui  précède,   la 

relation  à  coefficients  constants 

_,  ,       — , 

oLsm   -f- p*/>   -h^mp    =  o, 
ou 

—  t  2 

oLsm   -+-  pv>    =  const., 

ce  qui  montre  (théorème  de  Siewart)  que  le  point  s  reste  à  dis- 
tance invariable  d'un  certain  point  du  côté  mp,  fixe  sur  ce  côté. 
La  même  chose  peut  se  répéter  des  autres  côtés  du  quadrilatère 
mp^TS.  Ainsi  : 

Étant  donnai  un  quadrilatère  mpikw^  et  s  étant  un  point  de 
la  cubique,  lieu  du  foyer  des  coniques  inscrites  à  ce  quadrila- 
tère, on  peut  relier  ce  point  par  des  tiges  de  longueurs  inva- 
riables à  des  points  convenablement  choisis  sur  les  côtés  du 
quadrilatère,  et  fixes  sur  ces  côtés;  on  forme  ainsi  un  système 
déformable. 

C'est  là  le  système  étudié  par  les  géomètres  cités  plus  haut,  qui 
d'ailleurs  Tont  généralisé  comme  on  peut  le  voir  en  se  reportant 
aux  Mémoires  de  M.  Darboux. 

C)  Voir  le  Mémoire  de  M.  Dauboux  dans  le  t.  III,  q»  série,  du  Bulletin  des 
Sciences  mathématiques. 
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SUR  UNE  APPLICATION  DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES; 
Par  M.  le  comte  de  Sparre. 

Pour  résoudre  le  problème  du  mouvement  d'un  projectile 
lorsque  la  résistance  du  milieu  est  proportionnelle  au  cube  de  la 
vitesse,  MM.  Appell  etLacour  (Principes  de  la  théorie  des  fonc- 
tions elliptiques,  p.  282 )  ont  donné  des  développements  suivant 
les  puissances  ascendantes  positives  et  entières  de  u.  Nous  nous 
proposons  de  démontrer  que  le  rayon  de  convergence  de  ces  séries 
n'est  pas  très  considérable.  Nous  emploierons  les  notations  du 
Précis  de  M.  L.  Lévy,  p.  121  à  i33. 

1°  La  quantité  v  (page  124  du  Précis)  définie  parles  équations 
satisfait  aux  inégalités 

En  effet  s^  étant  supposé  réel,  positif  et  plus  petit  que  2t0|,  est 
plus  grand  que  (x>t  puisque  J)'(r  )  est  positif  (nous  supposons  ^ 
positif). 

De  plus  ç  étant  réel  et  compris  entre  coi  et  2C0|,  pour  prouver 

que  V  <  ^^  il  suffit  de  faire  voir  que 


VK^'r^P 


Or 

d'où 


m- 


4w|        8wi  4w, 


Par  suite  la  formule  (8  1) 


^s 
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donne 


H^r) 


OU 


Donc  en  remplaçant  g^  par  sa  valeur 


Donc 


4^1 
"3"' 


et  la  seconde  des  inégalités  (i)  est  démontrée; 

2**  Les  séries  qui  donnent  le  développement  de  g  et  t  suivant 
les  puissances  entières  et  ascendantes  de  u  sont  convergentes  tant 
<iue  le  module  de  u  est  inférieur  au  module  du  zéro  de  la  fonction 

dont  le  module  est  minimum. 

Or  les  zéros  de  celte  fonction  sont  donnés  par  les  formules 

i'  -f-  m ( toi  H-  (0 j ) -f-  n(tiii  —  toj ), 

at»  -f-  /n'(a>iH-  (Uj)-}-  n'(toi  —  wj), 

a*i'  —  //r((Oi-h  ojj)-|-  /i'(oji—  CO2), 

où  a  est  une  racine  cubique  imaginaire  de  Tunilé  et  m,  m'j  m" y 
/i,  /i',  n"  des  entiers  quelconques. 

Mais  si  Ton  remplace  a  par  sa  valeur  et  si  l'on  tient  compte 
que,  dans  le  cas  actuel,  wa^^  w^  «\/3,  ces  zéros  pourront  s'écrire 

(2)  p -f-(Am --/?)  (Oi-f-/?a}it/ïî 

(3)  (2/n'-4-7?')(o,—  ^  -+-(^  — y/tOi j«v/3, 

(4)  (2m"-/?'')a>,—  ^  -4-U"a)i—  H  *V3r 
où/>,  /?',/>"  sont  aussi  des  entiers  quelconque?. 
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Pour  les  zéros  (2)  le  carré  du  module  esl 

(5)  [p4-(2m— />)a)|]*-+-3/)«0iJ. 
Mais  on  déduit  des  inégalilés  (i) 

^  ^^\ 

et  ceci  fait  voir  que  Texpression  (5)  sera  minima  pour />  =  o, 
m  = —  I .  Le  module  est  alors  égal  à  2(1)1  —  <;. 

Pour  les  zéros  (3)  et  (4)  les  carrés  des  modules  sont 

(6)  j^(am'^-/>')<«'l-^]*^-3(/>'co,~-^y. 

(7)  [^(a/n'-/)')a>,-^jV3(/>'a.,-^y. 
On  déduit  d'ailleurs  des  inégalités  (1) 

et  par  suite 

<»)  t'<  — =  <?<;• 

Ces  dernières  inégalités  font  voir  que  l'expression  (6)  est  minima 
pour  m'=Of  p'=i  et  l'expression  (7)  pour  ni'^=  i, p''=  i . 

Elles  sont  alors  égales  l'une  et  l'autre  à  4  (wi  —  -  j  • 

Le  minimum  du  module  des  zéros  (3)  et  (4)  est  donc  encore 

2  f  u)i  —  -  j  =  2  tO|  —  V.  Donc  les  séries  qui  nous  occupent  ne  sont 

convergentes  que  jusqu'à  la  valeur  a  =  2to,  —  ç. 
Mais  on  a 

p'(a««>, —  (')  =  — p'((;)=—  jsinçp. 
On  aura  par  suite  (formule  t',  p.  124) 


/>  = 


sinçp  — 3p'(a)        sin^ 
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D'ailleurs  si  0  est  l'angle  de  la  tangente  à  la  trajectoire  avec  ox^ 
on  a  (fig.  i) 

^  1 — /^sincp 

donc  dans  le  cas  actuel  on  aura 

9  =  2. 

2 

Si  donc  u)  désigne  Tinclinaison  de  la  tangente  en  valeur  absolue, 


on  aura  <»)  =  8  —  ç,  donc  dans  le  cas  actuel 


Donc,  en  résumé,  les  séries  deviennent  divergentes  pour  le  point 

situé  au  delà  du  sommet  où  Tinclinaison  de  la  tangente  est cp 

(f  étant  rinclinaison  de  la  tangente  au  point  de  vitesse  infini).  Si 
l'on  remarque  que  les  séries  ont  en  général  une  convergence  trop 
faible  pour  pouvoir  être  utilement  employées,  bien  avant  leur 
point  de  divergence,  on  voit  que  les  séries  de  MM.  Appell  et 
Lacour  seront  rarement  utilisables,  dès  que  le  tir  aura  lieu  sous 
un  angle  un  peu  considérable,  surtout  si  la  vitesse  initiale  n'est 
pas  grande. 
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COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES. 


SÉANCE  DU  20  DÉCEMBRE  1899. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    POINCARÉ. 

Communications  : 

M.  André  :  Sur  le  théorème  des  fonctions  homogènes. 

M.  Landau  :  Observations  sur  un  Mémoire  de  M .  Hadamard. 

M.  RiPERT  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  des  propriétés  générales  des  formes  quadratiques; 

1.  Nous  désignons  par  f/i(^,^,  •  •  • ,  5)  une  forme  quadratique 
homogène  à  n  variables  (ou  n-aire)^  par  A«  son  discriminant, 
par  ^fi  sa  forme  adjointe. 

La  loi  de  formation  des  formes  cp,,  est  exclusivement  la  sui- 
vante : 

tpi(a:)  =  Aa?»,        9t(a:,y)  --=  (p,-h  (aB'a?^ -h  A>*), 
^${x,  y,z  )  =  oj-4-  {iB'ûPz-^  iByz  -+-  A'^«), 

«P4(jr,  ^, -ï,  /)  =  tp3H-(StG«f  -+-'2G>/-f-2C''v5/-hD<«),  


2.  On  a,  spécialement  pour  la  forme  ternaire  cpg, 

(I) 


(2. 


(3) 


4  cp3(a,  6,  c)  9,(a',  b\  c)  -  {a'o'^-i-  ô'cpi  -+-  c>^)» 
=  4  ^i(lfc' —  cb\  ca' —  ac\  ab'  —  ba')] 

(Oafa,  bf  c)^i(u,  v,  w)  —  l^{au-r-  bv  H-  cwy 

(      ^  4Si *»^**^  -  ^^-  ^*«  -  "**-  "+^  "  **«)' 
f       ^^4^8  cpaC^'»'' —  ^v' t  »*u  —  atv',  uv' —  vu'). 


Ces  identités,  qui  se  démontrent  en  développant,  n'ont  plus  de 

signiOcation  pour  /i  ^  3,  car,  en  posant  N  r^    —^ >  il  est  facile 

de  voir  que,  dans  les  seconds  membres,  des  formes  N-aires  se- 
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raient  nécessaires.  Nous  nous  proposons  de  leur  faire  subir  les 
transformât! jns  nécessaires  pour  qu'elles  deviennent  vraies,  quel 
que  soit  n. 

3.  On  a 

Ç3(X,  Y,  Z)  =  S  AX«-h  22:BYZ, 

4;3(X,  Y,  Z)  =  2:(A'A'-  B»)X«H-  22:(B'B'—  AB)YZ, 

et,  à  cause  de  /i  =  N  =  3,  ces  formes  ^3  et  ^3  sont  identiques  aux 
suivantes  : 

(4)  Îk(X,Y,Z)=i:8J.a'  Xîh-22  85^b-  YZ, 

(5)  xn(X,  y,  Z)  =  2  8iWiX«-+-  22  8rB"5-iYZ, 

où  8Jj^.  =A,  oJ.|,.  =  B  sont  les  mineurs  du  deuxième  ordre 
de  A;,_8  obtenus  en  difTérenliant  successivement  A3  par  rapport 
à  (A',  A'^)  ou  (B',  B''),  et  où  8,V^^.^  =  A' A"-  B»  et  ù^t^^  =  B'W  -  AB 
sont  les  mineurs  d'ordre  n — a(=i),  obtenus  en  diflPérentiant 
A«=3  par  rapport  à  A  ou  2 B,  c'est-à-dire  par  rapport  à  tous  les 
coefficients  de  ^n=z  d'espèces  A  ou  B  autres  que  ceux  (A',  A") 
ou  (B',  B")  marqués  par  les  indices.  On  a  d'ailleurs 

A„_a=  A  A'A'-t-  2BB'B''-+-  . . .  =  olx"  SiVÀi  H-  Séb-  5fi,  b-j  -t-  . . .. 

Ceci  posé,  pour  /»  7^  3,  on  peut  toujours  former,  d'après  la 
loi(4)(5)  indiquée,  les  formes  N-aires  iw  et  y^,  qui  deviennent 
alors  entièrement  distinctes  de  cp,,  el  ^n  et  l'on  peut  les  appeler 
les  premières  formes  auxiliaires  de  ©/,;  dans  ces  conditions,  les 
identités 

^  ^)         j       «4yj^(6c'— c6',  ca— ac',  ab'—ba.  ad'^da',  bd--db\  cd~dc\  ...) 

|(p„(a,  6,  ...)4'/i(w»«^»  ...)  — «^/iS-^w 

<  III)       4  l'/.C",  ^,  . .  •)  %("'»  «''»  •  •  •)  -  Sîtt'd/;,  =  4  AnÇ:i(i'«''-  ^^'i'',  . . .  ) 

50AI/  générales.  On  les  démontre  en  les  vérifiant  successivement 
pour  les  formes  monaire,  binaire,  ternaire,  quaternaire,  ...  et 
appliquant  le  principe  de  continuité. 

XXYIII.  4- 
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4.  Au  lieu  de  partir  des  formes  ternaires,  partons  des  formes 
quaternaires  (n®  1  )  : 


04(X,  Y,  Z,  T)  =  1  AX»-+-  22BYZ 

Z,  T)  =  2:aX»-4- 
/lC/l —  j)(n  —  ^) 


f\>,(\,  Y,  Z,  T)  =  SaX»-*-  2S6YZ 


rA...DirB...C'i 

la...d\lb...c'y 


et  posons  M  = —^ .  A  cause  de  /i  =  M  =  4,  les  formes  tp, 

et  <!/4  sont  identiques  aux  suivantes  : 

(6)  7um(X,Y,Z,T)  =  2:81.a-d   X«-h2  2$8B-DYZ, 

(7)  PM(X.Y,Z,T)  =  2S.VA*-D|X«H-a2SrB"5-DiYZ, 

où  les  notations  s'expliquent  comme   au  numéro  précédent,  la 
correspondance  des  mineurs  résultant  de  l'égalité 

^n  =  A  A'A'DD' ...  -h  a  BB'B''DD' . . . 

=  SÂ'A'D  ^fÂ'Â'Dl  ■+■  Ôj'B'D  S,V||'D)  -+-... 

où  D,  D',  ...  sont  des  coefficients  d'espèce  A. 

Pour  n  ^4,  les  formes  iz^  et  p„,  entièrement  distinctes  de  fu 
et  Çn,  mais  formées  d'après  la  loi  (6)(7),  pourront  être  dites  les 
deuxièmes  formes  auxiliaires  de  la  forme  «pn. 

Il  est  facile  de  généraliser  en  partant  successivement  de  o^^ 
îpe  î D'une  manière  générale,  en  posant  J  =      n—-i),,,n  —/?)  ^ 

on  pourra,  par  ces  procédés,  faire  correspondre  à  une  forme  ç«, 
deux /?'*"" /or/?ic5  auxiliaires  (Tj  etTj. 

Ces  formes  et  les  identités  auxquelles  elles  donnent  lieu  ont 
des  applications  importantes  en  Géométrie  à  n  dimensions.  Nous 
nous  réservons  de  revenir  sur  ce  sujet. 

M.  ANnRAnE  adresse  la  Note  suivante  : 

Sur  réquation  fonctionnelle  de  Poisson. 

I.  On  sait  que  l'équation  fonctionnelle  de  Poisson  condense  en 
un  seul  et  même  problème  :  la  théorie  des  fonctions  circulaires, 
la  Statique  et  la  recherche  des  propriétés  métriques  dans  les  trois 
Géométries  euclidiennes  ou  non  euclidiennes. 

Celte  équation  fonctionnelle  vise  la  recherche  d'une  fonction 
continue  F(x)  qui  satisfait  à  l'identité 
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avec  la  condition 

(2)  F(0)  =  I. 

Habituellemeal  on  suppose  que  la  fonction  F (x)  est  analy^ 
tique,  et  l'on  dérive  deux  fois  par  rapport  à  Xy  puis  par  rapport  ky^ 
ridentité  (i);  la  comparaison  des  identités  obtenues  montre  alors 
que  la  fonction  F  doit  satisfaire  à  Téquation  difTérentieile 

rf*F        I 

-1-^  =  rr-  F(a7)        (K  désignant  une  constante). 

Si  alors  on  remarque  que  la  fonction  F,  satisfaisant  à  (i),  est 
nécessairement  une  fonction  paire,  on  achève  aisément  la  détermi- 
nation de  F  et  Ton  trouve  que  la  fonction  F  est,  suivant  que  K  est 
nul,  positif  ou  négatif,  de  l'une  ou  l'autre  des  trois  formes  : 

F  =  i, 

(3)  /^(^^= 1 '■         ^>«- 

1  iJr  ix 

I  F(a7)=  SI         K<o. 

L'analyse  que  l'on  vient  de  rappeler  suppose  que  la  fonction  F 
admette  des  dérivées  première  et  seconde. 

Or  cette  double  hypothèse  est  superflue;  on  peut  ne  supposer 
sur  la  fonction  F  que  la  continuité  de  celte  fonction,  et  cette 
hypothèse  est  d'ailleurs  la  seule  qui  intervient  dans  le  problème 
naturel  qui  aboutit  à  l'équation  de  Poisson.  Il  y  a  donc  intérêt  à 
modifier  l'analyse  classique  que  l'on  vient  de  résumer;  c'est 
l'objet  de  la  présente  Note.  J'indiquerai  d'abord  la  modification 
la  plus  intuitive,  par  laquelle  on  peut  compléter  l'analyse  précé- 
dente, et  je  donnerai  ensuite  une  solution  simple  et  directe  du 
problème  de  Poisson. 

II.  Si  Ton  regarde  la  théorie  des  fonctions  circulaires  comme 
connue,  on  peut  démontrer  que  (3)  donne  la  solution  la  plus  géné- 
rale de  (i)  en  fonctions  continues. 

A  cet  effet,  désignons  par  <p (j:*)  une  solution  quelconque  de  (i), 
supposée  seulement  continue  dans  le  voisinage  de  la  valeur 
j:  =  o. 
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Soit  Xi  une  valeur  de  x  appartenait  à  ce  voisinage  de  a?  =  o,  et 
pour  laquelle  la  fonction  (f(x)  ait  une  valeur  différente  de  i; 

si  cette  valeur  est  supérieure  à  i  elle  sera  acquise  par 

pour  une  valeur  x^  de  a:,  si  cette  même  valeur  positive  est  infé- 
rieure à  I  elle  sera  acquise  pour  une  valeur  3?  de  x  par  la  fonction 

cosa?= ;   en  désignant  par  F  l'une  ou  l'autre  de  ces 

fonctions,  on  aura  donc 

x^  désignant,  suivant  les  deux  cas  précités,  soit  a:' soit  a? ,  On  peut 
d'ailleurs  évidemment  supposer  que,  si 

\x\<\x\, 
l'on  aura 

ç(a7)>o        et        F(a:)>o. 

Cela  étant,  l'équation  fonctionnelle  (i)  permet  alors  de  trouver 
d'une  manière  univoque  toutes  les  valeurs  des  fonctions 


'(^)  •'  -m 


u  désignant,  suivant  l'hypothèse  faite  plus  haut,  soit  x*  soit  x^ ^  et 
l'entier  K  ne  surpassant  pas  a";  mais  alors  les  fonctions 

(p(^ari)     et     F(ra) 

sont  deux  fonctions  continues  de  ^,  égales  pour  toutes  les  valeurs 

K 

de  /  qui  sont  de  la  forme  ~>  et  moindres  que  i;  donc  ces  fonctions 

seront  égales  pour  toutes  les  mêmes  valeurs  de  t  moindres 
que  i;  donc  enfin 

,(e)  =  F(6|); 

donc  la  solution  la  plus  générale  de  (i)  est,  suivant  les  cas,  ou  bien 


ou  bien 


?(a7)  =  coshyp.  —, 
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à  moins  que  o{x)  ne  prenne  dans  le  voisinage  de  ;r  =:  o  que  la 
valeur  consianle  i. 

Les  solutions  (3)  sont  donc  les  plus  générales. 

Cette  analyse  complète  la  précédente,  mais  elle  repose  toujours 
sur  la  théorie  des  fonctions  circulaires,  supposée  faite  avant  Tétude 
de  Féquation  de  Poisson.  Je  vais  maintenant  exposer  une  méthode 
qui  rattache  à  l'équation  (i)  la  théorie  même  des  fonctions  circu- 
laires. 

III.  J'envisage  donc  une  fonction  F  satisfaisant  aux  condi- 
tions (i)  et  (2),  et  je  suppose  seulement  que  cette  fonction  F  soit 
continue. 

Cette  fonction  étant  continue  est  intégrable;  je  pose  alors 

yjx)=--    f    V(t)dt, 

la  fonction  '/(^)  admet  alors  F{ûo)  pour  dérivée. 

Je  suppose,  pour  fixer  les  idées,  que  l'on  ait  ^  >>y  et  je  consi- 
dère l'intégrale 

/         ^{t)dt 

on  aura  identiquement 

f         F(0^'==  /         F(/)rf/-f-   /      F{t)dl-^   /         F(t)dt 

^y{x—y)-^   f   F{x  —  t)di-h  f   F{x-^f)dt 
•0  0 

ou,  en  vertu  de  (i), 

(4)  yjx  -^y)  ^  i(T  -y)  ^-  aF(:r)xO'); 

on  a  encore  identiquement 

j         F{()dt--=  I         F(t)dt-h   /      F(t)dt-h  I         F{()dt 
=  Z(r  — ■'■)-î-  f    F(y  —  t)dt'^  f    F(y^t)dt 
=  yJy  —  ^)-^f    \F{y  —  t)-\-F{y-^n\dt, 


Digitized  by  VjOOQIC 


-  6«  - 
ou,  toujours  en  verlu  de  (i), 

(5)  7 (a:  -^y)  =  yjy  —  x)-h  aF(^)x(x). 

On  a  déjà  observé  que  la  fonction  F  est  paire,  la  fonction  y^  est 
donc  impaire,  en  sorte  qu'en  ajoutant  les  équations  (4)  et  {^) 
membre  à  membre  on  aura 

(6)  x(x-i-y)  =  F{x)x(y)-h¥(y)x{x), 

La  fonction  y  admettant  une  dérivée,  l'identité  {6)  montre 
que  la /onction  F  admettra  aussi  une  dérivée. 

Prenons,  par  rapport  à  x,  puis  par  rapport  à^,  les  dérivées  des 
deux  membres  de  l'identité  (6);  nous  aurons 

F(^  -^y)  =  F'(x)x(y)  -H  F(y)F{x), 

F(^-4-7)  =  F'(r)x(^)-^  ï'(^)FCr)  ; 

d'où,  en  retranchant  ces  équations  membre  à  membre, 

d'où,  en  désignant  par  K  une  constante,  on  conclut 

¥'{x)  =  Ky^(x); 
d'où,  en  remontant  à  l'une  des  expressions  de  F(x  4- J^), 

(7)  ¥(x-^y)  =  F{x)F(y)-K'/^ix)ySyy 

D'ailleurs  la  formule  F'(x)  =^Ky(x)  montre  que  F'(a:)  admet 
encore  une  dérivée  et  que  l'on  aura 

F''(x)==KF(x); 
cette  dernière  équation  montre  le  changement  de  variable 


v/ 1  mod  K I 

et  permettra  de  supposer  que   la   constante  K  est  égale  à  zh  i  ; 
alors,  en  faisant  e  =  z[i  i,  on  voit  que  les  fonctions  y^  et  F  satis- 
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feront  aux  identités 


F^x-hy)  =  F{x)¥(jr)  +  tY(x)y(y 


(«)  {  S='">^<^>' 


des  deux  dernières  on  déduit,  en  vertu  de  (2), 
(9)  F«(x)-sx»(;i:)  =  i; 

on  déduit  aussi 

on  déduit  alors  de  là  que  la  fonction  F  est  développable  en  série 
et  que  l'on  a 

F  =  i h 


f.2        i.t%.3.4 
on  aurait  aussi 


\dx*^)  '  V^«**«/o 


le  problème  statique  évoque  donc  de  lui-même  les  séries  d'Euler. 
On  est  ainsi  conduit,  par  la  voie  la  plus  naturelle  et  la  plus  simple, 
à  envisager  la  fonction  exponentielle  comme  la  représentation 
analytique  du  groupe  d^ équivalence  et  à  fondre,  comme  je  l'ai 
montré  ailleurs,  en  une  seule  étude  :  les  fonctions  circulaires,  la 
Trigonométrie  sphérique,  les  Trîgonométries  planes  euclidiennes 
ou  non  euclidiennes  et  la  Statique. 


SÉANCE  DU  3  JANVIER  1900. 

PRKSIDBNCE   DE  M.   VICAIRE. 

La  Société,  réunie  en  assemblée  générale,  procède  au  renou- 
vellement du  Bureau  et  à  Féleclion  du  Conseil. 

Élections  : 

Sont  élus,  à  l'unanimité,  membres  de  la  Société  :  M.  Blumen- 
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ihal,  présenté  par  MM.  Painlevé  et  Borel;  M.  fireitling,  présenté 
par  MM.  Blutel  et  Bourlet;  M.  Baire,  présenté  par  MM.  Drach  et 
Borel. 

Communications  : 

M.  Bricard  :  Sur  les  propriétés  métriques  des  correspon- 
dances birationnelles, 

M.  DE  MoNTCHEuiL  adrcssc  une  Note  de  quelques  lignes,  dans 
laquelle  il  fait  observer  que  l'on  peut  exprimer  les  coordonnées 
d'un  point  d'une  surface  minima  par  les  formules  suivantes,  qui 
renferment  moins  de  ternies  que  celles  de  Weierstrass  : 

X  r=     f'{iL)%\nu  -+-/'(«)  cos  w-f-/J  (aj)sinMi-4-/J(Mi)  cosmi, 
y  ^~f\u)  ces  w  -i-/'(M)  sin  u  —f\  (  w,)  sinai-f./;'(  Wj)  cosmi, 


SÉANCE  DU  17  JANVIER  1900. 

PRÉSIDENCE   DE   M.   POINCARÉ. 

Communications  : 

M.  Fontené  :  Sur  U  interprétation  géométrique  de  la  condi- 
tion %  =^  o  pour  un  système  de  deux  coniques  oit  de  deux  qua- 
driques. 

M.  Bricard  :  Sur  les  lignes  triplement  orthogonales, 

M.  Hadamard  :  Sur  les  équations  aux  dérivées  partielles, 

M.  Hadamard  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  les  intégrales  d'an  système  d'éqaations  différentielles  ordinaires, 
considérées  comme  fonctions  des  données  initiales. 

On  sait  qu'en  1896-189^  M.  Bendixson  ('),  d'une  part,  M.  Pi- 
card (^),  de  l'autre,  ont  démontré,  en  restant  dans  le  domaine  réel 
et  sans  supposer  les  fonctions  données  analytiques,  la  continuité 


('  )  Ce  Bulletin,  iSçifi. 

(-)  Darboux,  Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces^  t.  IV. 
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et  la  dérivabilité  des  intégrales  d^un  système  d'équations  difTéren- 
tielles  ordinaires  par  rapport  aux  constantes  d'intégration. 

Je  vais  indiquer  ici  la  démonstration  que  j'ai  donnée  dans 
un  cours  professé,  en  1897-1898,  au  Collège  de  France  et  qui 
n'a,  d'ailleurs,  d'autre  avantage  que  celui  de  la  simplicité.  Elle 
ne  nécessite,  en  effet,  aucun  algorithme  nouveau,  aucun  calcul 
autre  que  ceux  qui  servent  à  prouver  Texislence  même  des  inté- 
grales. 

Cette  existence  est  démontrée,  comme  on  sait,  moyennant  cer- 
taines conditions  d'inégalité  (C)  dans  lesquelles  figurent  quatre 
constantes  a,  6,  k,  M. 

Supposons  que  les  coefficients  des  équations  différentielles 
données,  ou  les  données  initiales,  dépendent  continûment  d'un 
paramètre  a.  Si,  dans  certaines  limites  de  variation  de  a,  on  peut 
prendre  «,  6,  A*,  M  indépendants  de  a,  on  pourra  dire  que  les 
conditions  (C)  sont  vérifiées  uniformément. 

S'il  en  est  ainsi,  les  intégrales  seront  des  fonctions  continues 
de  a.  Cela  résulte,  par  un  raisonnement  bien  connu,  de  ce 
qu'elles  se  présentent  comme  limites  de  quantités  qui  dépendent 
elles-mêmes  continûment  de  a. 

Ceci  suffît  manifestement  pour  établir  la  continuité  des  inté- 
grales par  rapport  aux  données  initiales. 

Pour  établir  la  dérivabilité  de  ces  mêmes  intégrales,  considérons, 
par  exemple,  un  système  de  deux  équations  à  deux  inconnues 


Supposons  que,  pour  a:  =  jTo?  'es  inconnues  ^  et  ^  prennent 
des  valeurs  données  y^^  z^^^  fonctions  d'un  paramètre  a,  ces  fonc- 
tions admettant  des  dérivées. 

Pour  établir  qu'il  en  est  de  même  Ae  y  et  de  z  pour  une  valeur 
quelconque  de  x^  nous  donnerons  à  a  un  accroissement  A,  moyen- 
nant quoi  y  ^\^  z  prendront  de  nouvelles  valeurs,  que  nous  dési- 
gnerons par  j^  -\-  rji^  z  -{-^h.  Il  s'agit  de  prouver  que  t^  et  !J  ten- 
dent respectivement  vers  des  limites  déterminées. 
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\         -"^-éj^^tz'  pour/i=o, 

(         '^^"^'^J^'  pour/i  =  o, 

r,  el  Ç  seront  déterminés  par  les  équations  diflérentielles 

Considérons  le  système  des  équations  (i)  el  (2)  aux  quatre  in- 
connues y,  5,  Tj,  Ç.  On  voit  aisément  que  ce  système  satisfait 
uniformément  aux  conditions  (C),  pourvu  que  les  dérivées  pre- 
mières de /et  de  cp  par  rapport  ky  Qlk  z  satisfassent  à  des  condi- 
tions analogues  à  celles  qui  sont  imposées  aux  fonctions /et  o 
elles-mêmes,  pour  Tapplication  du  théorème  d'existence  au  sys- 
tème (i).  L'uniformité  a  d'ailleurs  lieu  dans  un  intervalle  compre- 
nant la  valeur  h  =  o. 

Le  théorème  est  donc  démontré  :  les  quantités*/^  et  ^  admettent, 
pour  h  =:::  o,  des  limites  qui  sont  les  dérivées  de  ^  et  de  ^  par 
rapport  à  a,  et  ces  dérivées  vérifient  le  système  linéaire 

Idjr  ~    '  ày       ^  ôz 


M.  P.  Appell  adresse  la  Note  suivante  : 

Note  sur  les  expériences  du  Commandant  Hartmann. 

Les  remarquables  expériences  du  Commandant  Hartmann  sur 
la  déformation  des  métaux  (')  montrent  que  la  théorie  actuelle 

(')  Hartmann,  Distribution  des  déformations  dans  les  métaux  soumis  à  des 
efforts  {Revue  d'Artillerie,  t.  XLV  et  XLVI;  iSg'i-iSgS  ). 
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de  Félasticilé  est  insuffisanle  dès  que  les  pressions. ou  tractions 
deviennent  considérables.  Elles  mettent  en  évidence  ce  fait  que, 
à  partir  d\ine  certaine  intensité  de  la  pression  ou  de  la  traction, 
l'écoulement  des  molécules  se  fait  suivant  des  surfaces  dont  le 
plan  tangent  fait,  avec  la  direction  de  TefTort  le  plus  grand,  un 
angle  constant,  caractéristique  du  métal  employé. 

Peut-être  pourrait-on  faire  la  théorie  de  ces  faits  en  partant  de 
ridée  suivante,  que  je  soumets  à  la  discussion,  n'ayant  pas 
actuellement  le  temps  d'en  poursuivre  les  conséquences. 

D'après  la  loi  de  la  distribution  des  efforts  autour  d'un  point, 
donnée  par  Cauchy,  il  eiciste  en  chaque  point  M  d'un  milieu  trois 
plans  rectangulaires  sur  lesquels  ces  efforts  sont  normaux.  Pre- 
nons ces  trois  plans  pour  plans  coordonnés  et  soient  /2|,  /la,  n^  les 
efforts  correspondants;  considérons  la  quadrique  directrice 

ic*        V*        -g'         , 

Tli  Ht  lii 

.  Les  directions  des  axes  sont  les  directions  principales  en  M. 

Sur  un  élément  plan  rfo",  mené  par  M,  l'effort  est  dirigé  sui- 
vant le  diamètre  conjugué  de  ce  plan  ûfo-  par  rapport  à  la  qua- 
drique (i). 

Ceci  posé,  on  peut  imaginer  que,  par  des  efforts  suffisamment 
grands,  les  molécules  du  milieu  sont  soumises  à  une  sorte  de  frot- 
tement intérieur  qui  fait  qu'elles  ne  glissent  pas  les  unes  sur  les 
autres  tant  que  la  direction  de  l'effort  sur  l'élément  rfo-  fait  avec  la 
normale  à  cet  élément  un  angle  moindre  qu'un  certain  angle 'f; 
mais  que  le  glissement  se  produit  dans  le  plan  de  l'élément  d^i 
dès  que  la  direction  de  Teffort,  appliqué  sur  rfor,  fait  avec  la 
normale  à  d^  un  angle  supérieur  à  <p. 

Imaginons  alors,  pour  fixer  les  idées,  un  cylindre  soumis  à  une 
compression  uniforme  sur  ses  deux  bases.  En  un  point  quel- 
conque M  du  cylindre  l'une  des  directions  principales  est  sensible- 
ment parallèle  aux  génératrices  du  cylindre.  En  outre,  si  la 
compression  est  grande,  c'est  l'effort  parallèle  à  celte  direction  qui 
est  le  plus  grand  effort  principal  :  en  prenant  un  axe  M^  parallèle 
aux  génératrices  on  a  donc  pour  l'équation  de  la  quadrique 
directrice  l'équation  (i)  où  /2|  est  plus  grand  que  n^  et  n^. 

Dans  ces  conditions,  au  moment  où  la  compression  commence,  la 
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quadrique  (i)  est  sensiblement  une  sphère;  les  efforts  sur  les  divers 
éléments  d^  sont  sensiblement  normaux.  Quand  la  compressÊon 
iiugmente,  n^  croît  plus  vite  que  n^  et  ^3;  la  quadrique  devient 
un  ellipsoïde  dont  le  grand  axe  est  parallèle  à  l'axe  des  x.  Or,  on 
sait  que  le  plan  diamétral  qui  fait  le  plus  petit  angle  possible  avec 
son  diamètre  conjugué  passe  par  Taxe  moyen,  n^  par  exemple,  ei 
fait  avec  le  grand  axe  M:r  ou  /i,  un  angle  0  tel  que 

tange.^/;;-;; 

d*ailleurs  l'angle  de  ce  plan  avec  son  diamètre  est 

Quand  le  rapport  —  est  voisin  de  1 ,  X  est  voisin  de  -  et  aucun 

glissement  ne  se  produit.  Mais  quand  on  augmente  la  compresâîon , 
0  diminue,  X  diminue  et  il  arrive  un  moment  où  X  atteint  la  li- 
mite ;  —  cp.  Alors  un  glissement  se  produit  sur  l'élément  d^  fai- 
sant avec  la  direction  de  l'effort  n^  un  angle  déterminé 

On  a  donc  un  écoulement  des  molécules  dans  un  plan  faisant 
avec  la  direction  de  l'effort  un  angle  déterminé.  Une  fois  qu^in 
glissement  se  produit  sur  un  élément,  l'équilibre  est  rompu  sur 
les  éléments  contigus  et  un  glissement  se  produit  sur  touto  une 
surface.  Les  molécules  qui  se  sont  ainsi  écoulées  forment  une  nappe 
d'une  certaine  épaisseur  s  dont  la  cohésion  est  plus  grande  que 
celle  de  la  masse  du  cylindre.  Si  l'on  continue  la  compression,  une 
autre  nappe  analogue  se  produit  dont  le  feuillet  moyen  e^l  à  une 
distance  au  moins  égale  à  e  du  feuillet  moyen  de  la  précédente* 

Je  ne  me  dissimule  pas  les  objections  que  soulève  ce  raisonne- 
ment ni  les  difficultés  qui  se  présentent  quand  la  quadrique  (1) 
est  un  hyperboloïde,  mais  il  m'a  paru  intéressant  d'attirer  Tal- 
tenlion  sur  celle  question  et  d'indiquer  un  ordre  d'idées  pouvant 
peut-être  donner  la  solution  du  problème. 
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BULLETIN 


DE     LA 


SOCIÉTÉ  MATHÉMATIQUE 

DE  FRANCE 


rviLi£ 


TOME  XX¥in.     -  FASCICDLE   II. 


PARIS, 
AU  siÉr.i:  i)i:  la  sociétk. 

7,  RCE  ni;s  gii\M)S-avcistins,  7. 


PAR  LES  SECRETAIRES. 


S'odresser    pour    la    rédaction,    à    M.    Bomx,    rue    TouUîer,    7; 
pour  la  dUlribmioii,  à  M,  Biatel,  nie  Claude-licrnarrl,  C"). 


MAI.  les  Membres  de  la  Société  sont  pries  d'adresser  leur  rolisaliun  h  M.  ChuKfr'fjifojitftinc, 
tanqaier,  rue  de  ïrévise,  n"  3i,  à  Paris  ,  Trésorier  <le  la  Société.  C^ r\r\r%\o 

t     On  s'abonne  et  on  trouve  les  Volumes  déji»  pul)liés  an  siéiie  <le  lu  Socic^[9't^F.^  ■^YilTHrrTiM^'^^ 
'.  (iaiilbier- Villa rs,  o,  quai  dos  Grands-A\i[;\isllns,  Paris. 


!«••  sèanceii  de  lu  Soeléiè  ttiatliéatiati^ue  ont  lieu  le« 
premier  et  irélsième  mereredls  de  ehii^ue  ttiois  ii 
n  iteures  et  demie. 

llepuls  le  ï«<^  Jfliirs  i900  les  séanees  de  la  Soei^té  ont 
lieu  dnne  une  onlle  de  la  ft'aenlté  des  Seleneea  (entrée 
place  de  la  Sorbonne,  eeealier  tont  au  bout  de  la  sale- 
rle>  deaxtènie  élage  à  droite).  lia  JBIbUotiièqoe  devant 
être  réluetallée.a^adreaoer  proii«olrenien«,  pour  ee  i|ui 
la  €oneerne>  au  eonelerge  de  la  iPaeultè  des  Helen^e». 

JLa  eorreepondaiiee  doit  être  adreaeée,  soit  9,  rue  de» 
fSrands-Ausustine,  «oit  au  dontielle  partieuller  de  Tun 
des  SIeerétaires. 


ÀYIS. 


Daii3  sa  soancc  du  2  février  iStiSj  le  Couseil  de  la  Sociélé  ma- 

lliéiiialique  de  France  a  décidé  qu'à  TaveDir  loul  Membre  de  la 

Société  qui  voudra  coiupléler  sa  collection  du  Bulletin  aui*a  le 

droit  personnel  de  le  faire,  une  seule  fois  pour  chacun  des  volumes 

publiés  avant  son  adhiission,  aux  pri\  suivants  : 

Le  volume. 

fr 

Dix  volumes  au  nioin?. 4  1^0 

Do  cinq  à  neuf  Nohimes 5, do 

Moins  de  ciijq  volumes li^oo 

Dans  sa  séance  du  1^8  février  1900,  le  Conseil  de  la  Société 
malbématiquc  de  France  a  décidé  qu'à  l'avenir  tout  Membre  de 
la  SocuUé,  auteur  d'un  travail  y«e/co/?r/^/(?  inséré  dans  le  Bulle- 
tin et  désirant  en  obtenir  des  tirages  à  part,  devra  en  fkire  la 
demanda  en  retournant  Tépreuve  eorrinrée. 

Si  le  nond)re  demandé  ne  dépasse  pas  cimjuante,  les  irais  du 
liraj^iî  à  part  seronl  fails  pai*  la  Société. 

Conforinémeiit  à  des  décisions  prises  j)ar  le  Conseil  et  pai*  la 
Commission  d'impression  : 

i"  Le  Uulletin,  de[»uis  le  Tome  XXVII,  paraît  tOUS  les 
trois  mois. 

2""  Les  auteurs  de  tous  travaux  destinés  au  Bulletin  sont 
instamment  priés  d'inscrire  en  tête,  de  leurs  manuscrits  la 
classification  que  leur  asbif;ne,  d'après  le  sujet  traité,  V Index  du 
Bépertoire  bibliographii/ue  des  Sciences  mathématiques, 

3"  Us  sont  éj;alemenl  invités  à  ne  pas  dépasser,  autant  que  pos- 
sible, la  proportion  de  une  figure  pour  quatre  pages  de  texte 
imprin)é. 


Digitized  by  VjOOQIC 


''  '  --  „  Gii  — 


MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


SUR  L'INTÉGRALE  RÉSIDUELLE; 
Par  M.  Hadamar». 

1.  La  notion  de  ce  que  nous  appellerons  (')  V intégrale  rési- 
duelle des  équations  aux  dérivées  partielles  linéaires  se  rattache 
au  principe  d'Hujgens. 

Ce  principe  a  été  entendu  de  façons  diverses  par  les  auteurs  qui 
l'ont  étudié,  u{x^^  x^-^  .  .  .,  x„,  t)  étant  une  intégrale  de  l'équa- 
tion -^  =  a-  Am  donnée  par  ses  valeurs  et  celles  de  ses  dérivées 

premières  sur  une  certaine  multiplicité  M,,  à  n  dimensions  [par 
exemplelamultiplicité/  =  o,ouIamultiplicité/(j:|,  j:2,...,a:„)=o]: 
certains  géomètres,  tels  que  M.  Vol  terra  (*•*),  font  consister  le 
principe  d'Huygcns  dans  l'expression  de  w(^î,  xj,  . . . ,  xJJ,  <») 
(par  une  intégrale  définie)  en  fonction  des  valeurs  que  prennent 

«,  -, —  »  , — )  ••  •>  -, —  sur  une  certaine  fonction  P,.  de  M,,  :  à  savoir, 
OXy    oXi  Ox,t  ' 

la  région  formée  par  les  points  de  M,,  qui  satisfont  à  l'inégalité 

aî(r-£0)î>(^j_;rî)*-^(r,-^;)'4-...-^(x„-:rJ)». 

Pour  KirclilioflT,  au  contraire,  de  même  que  pour  M.  Poincaré, 
le  principe  d'Huygens  dit  encore  autre  chose  :  à  savoir  que, 
pour  calculer  u{x%  ^!J,  . .  . ,  x",  i^),  il  n'est  pas  nécessaire  de  con- 
naître les  valeurs  de  u,  -.—  sur  toute  l'étendue  de  P,,,  mais  qu'il 

suffit  de  s'être  donné  ces  valeurs  sur  la  frontière  de  P,,,  c'est- 
îi-dire  sur  la  multiplicité  an  —  i  dimensions,  lieu  des  points  de 
M„  qui  vérifient  V équation 

ai(t^  /o)i  =  {xi  -  x»  >2  -h  (  J-s  -  :rî  )î  H-. .  .-h  (Xn  -  x,î)'. 

(')  Cf.  PoiNCAUÉ,  Propagation  de  la  chaleur,  p,  153,  i56;  iSgS. 

(')  liendic.  Ace,  Lincei,  5'  série,  tome  I,  p.  i6i  et  siiiv.,  ibid^y  265  et  suiv., 
1892;  Acta  mathematicay  tome  WIIl,  p.  iGi  et  suiv.;  189^.  —M.  Duiiem  {Hv- 
drodynamigue,  élasticité,  acoustû/uefl.  II)  s'était  déjà  placé  à  un  point  de 
vue  un  peu  analogue.  ï''oir  aussi  CorLoN,  Procès-verbaux  de  fa  Société  des 
Sciences  physiques  et  naturelles,  Honleaux,  iSq^  1^99,  p.  H5. 

XXVIII.  5 
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C'est  ce  dernier  point  de  vue  que  nous  adopterons.  D'après 
cela,  au  lieu  que  les  formules  de  M.  Volterra  (*  )  sont  considérées 
par  leur  auteur  comme  démontrant  le  principe  d'Huvgens  dans 
tous  les  cas,  ces  mêmes  formules  démontreront,  pour  nous,  que 
ce  principe  est  vrai  pour  n  impair  elfaux  pour  n  pair. 

Au  sens  de  M.  Volterra,  le  principe  d'Huygens  semble  être 
une  propriété  générale  des  équations  linéaires  aux  dérivées  par- 
tielles. Au  sens  où  nous  l'entendons,  c'est,  au  contraire,  un  ca- 
ractère très  particulier  de  Téquation  du  son.  L'équation  des  ondes 
cylindriques,  l'équation  des  télégraphistes  ne  présentent  pas  ce 
caractère,  comme  on  le  sait  :  si  un  plan,  dont  les  mouvements  sont 
régis  par  l'équation  {^) 

est  en  repos  pour  ^  :=  o,  à  l'exception  des  points  d'une  aire  dé- 
terminée S,  non  seulement  un  point  extérieur  à  S  entrera  en 
mouvement  à  partir  du  mouvement  où  il  sera  atteint  par  l'onde 
provenant  du  mouvement  de  S,  mais  encore  après  le  passage  de 
cette  onde,  il  ne  reviendra  plus  au  repos.  L'équation  du  nouveau 
mouvement  que  prennent  ainsi  les  points  successivement  dépassés 
par  l'onde  est  Vintégrale  résiduelle  de  Téquation  des  ondes  cy- 
lindriques. C'est  cette  intégrale  résiduelle  qui  s'annule  identique- 
ment dans  le  cas  des  ondes  sonores  sphériques,  d'après  le  principe 
d'Huygens. 

Il  serait  intéressant  de  déterminer  toutes  les  équations  aux- 
quelles le  principe  d'Huygens  s'applique.  J'ai  jugé  utile  de 
commencer  par  l'étude  de  Tintégrale  résiduelle  dans  le  cas  le  plus 
simple  possible,  celui  de  deux  variables  indépendantes. 

L 

2.  Prenons  l'équation  linéaire  à  deux  variables  indépendantes 
et  à  caractéristiques  réelles  sous  la  forme 

f)*5  dz        ,  ôz 

(i)  -- — : h  a--  H-  6-  -  H-cz  —  o. 

^  ^  ôx  ôy  dx  &y 

(»)  Jiendic.  Ace.  Lincei  [loc.  cit.,  p.  166-168,  formules  (A),  (B),  (D),  (E), 
(AJ,(BJ,(DJ]. 

(^)  II  est  bien  entendu  que,  ici^  nous  supposons  cette  cquntion  vériHée  dans 
tout  le  plan  et  constamment.  Voir  plus  loin  n"  8. 
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Les  valeurs  de  z  et  de  ses  dérivées  premières  étant  données  sur 
un  arc  AB  (/Ig-  i)  qui  n'est  coupé  en  plus  d'un  point  par  aucune 
parallèle  à  Taxe  des  x  ni  par  aucune  parallèle  à  l'axe  des  y,  la 
fonction  z  est  déterminée,  comme  on  sail,  dans  le  triangle  mixti- 


Kig.  1. 


ligne  ABC  formé  par  Tare  AB  et  les  parallèles  menées  par  Je  point 
A  à  l'axe  des  x,  par  le  point  B  à  l'axe  des  j*. 

Nous  allons  supposer  qu'il  existe  sur  AB  deux  points  a,  p  (le 
second  étant  plus  près  de  B  que  le  premier)  tels  que  les  valeurs 
données  de  z  et  de  ses  dérivées  soient  nulles  sur  tout  l'arc  A  a  et 
sur  tout  l'arc  pB. 

Sur  l'arc  ap,  au  contraire,  ces  valeurs  seront  quelconques,  sou^ 
la  seule  condition  d'être  nulles  en  a  et  p,  afin  que  la  continuité 
soit  respectée  aux  dérivées  du  second  ordre  près. 

Dès  lors,  si,  par  les  points  a,  p,  nous  menons  des  parallèles 
aux  axes,  ces  droites  diviseront  le  triangle  mixtiligne  ABC  en 
trois  sortes  de  régions  : 

1**  La  région  comprise  entre  les  parallèles  menées  par  a,  j3 
à  l'axe  des  Xy  et  celle  qui  est  comprise  entre  les  parallèles  menées 
par  les  mêmes  points  à  Taxe  des  y  (régions  ombrées  sur  la  figure). 

2°  Les  régions  extérieures  aux  premières,  à  savoir,  celles  qui 
comprennent  respectivement  les  points  A  et  B,  et  qui  sont  nu- 
mérotées 1  et  2  sur  ^^Jig-  i.  Dans  ces  régions,  la  fonction  z  est 
manifestement  nulle. 

3°  La  région  comprise  entre  la  parallèle  à  l'axe  des  x  menée  par  a 
et  la  parallèle  à  l'axe  des  y  menée  par  p,  et  telle  qu'il  soit  impos- 
sible de  passer  de  cette  région  à  l'arc  AB  sans  traverser  les  régions 
ombrées;  région  numérotée  3  sur  \^  Jig,  i,  et  que  l'on  peut  con- 
sidérer comme  caractérisée  par  ce  fait  que,  si  de  l'un  quelconque 
O  de  ses  points,  on  mène  des  parallèles  OM,  ON  aux  axrs  de 
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coordonnées,  jusqu^à  rencontre  en  M,  N  avec  AB,  les  deux  points 
M  et  N  comprennent  entre  eux  Tare  a^. 

C'est  la  fonction  z  considérée  dans  cette  dernière  région  qui 
constitue  Vintégrale  résiduelle, 

3.  Le  type  le  plus  simple  de  mouvement  dans  lequel  le  repos  se 
rétablit  après  le  passage  de  Tonde  est  évidemment  fourni  par  le 
problème  des  cordes  vibrantes,  lequel  se  ramène  à  Téqualion 

^    '  dx  dy 

11  ne  faudrait  pas  croire,  cependant,  que,  dans  ce  cas,  l'inté- 
grale résiduelle  soit  identiquement  nulle.  Pour  réquation  (2), 
Vintégrale  résiduelle  est  une  constante,  en  général  différente 
de  zéro  (*).  Il  suffit,  pour  le  voir,  de  prendre  Tintégrale  générale 
sous  la  forme  connue 

(où,  bien  entendu,  M  el  N  désignent,  comme  tout  à  Theure,  les 
poinls  d'intersection  de  l'arc  AB  avec  les  parallèles  aux  axes  me- 
nées par  le  point  quelconque  O).  Si  les  poinls  M  et  N  com- 
prennent entre  eux  le  segment  a|ï  et  que  ^1  -j-*  j-  soient  nuls 
sur  A  a,  jîB,  la  formule  précédente  se  réduit  à 

^  âz    , 
(fx. 


r^  dz 


c'est-à-dire  à  :îo=const.,  comme  nous  Tavions  annoncé.  Cette 
constante  n'est,  d'ailleurs  évidemment  pas  nulle  en  général.  Nous 
verrons  d'ailleurs  que  l'intégrale  résiduelle  ne  peut  être  identi- 
quement nulle  pour  aucune  équation  de  la  forme  (i). 

4-.  Nous  sommes  dès  lors  amenés  à  chercher  pour  quelles  équa- 
tions l'intégrale  résiduelle  est  de  la  forme 

(3)  C,V,H-C2V,-4-...--C,,\>, 

V|,  Vj,  ..,,  V^  étant  seuls  fondions  de  x  et  de  r,  lundis  que  C|, 

(')  Sur  celle  coniradirlion  apparente,  voir  plus  loin,  n"  13. 
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(\,  . . .,  Cp  dépendenl  uniquement  de  la  distribution  des  valeurs 
dounées  sur  l'arc  a^. 

Plus  généralement  encore,  proposons-nous  de  trouver  dans 
quels  cas  l'intégrale  résiduelle  satisfait  à  une  ou  plusieurs  équa- 
tions linéaires  distinctes  de  l'équation  proposée  (i)  et  de  ses 
dérivées.  Cette  question  comprend  évidemment  la  précédente 
comme  cas  particulier  :  car,  étant  donnée  une  expressiori  du 
tjpe  (3),  on  peut  toujours  trouver  un  système  d'équations 
linéaires  aux  dérivées  partielles  dont  elle  soit  l'intégrale  générale. 

La  réponse  à  une  telle  question  est  aisément  fournie  par  la  for- 
mule fondamentale  (') 

(  ^M  -I-  ^N  r^  [  i  /      àZi  <^"  M   j 

(4)  I  ^  J^     l  A    ày,  ôy)\ 

où  u{x,y,  ^\^y\)  est  la  fonction  de  Kiemann  définie  par  les  pro- 
priétés suivantes  : 

I.  Considérée  comme  fonction  des  coordonnées  x,y  du  point  O, 
elle  vériGe  l'équation  proposée; 

IL  Considérée  comme  fonction  des  coordonnées  a:<,  j^i  d'un 
point  P  (lequel,  dans  la  formule  précédente,  décrit  l'arc  MN), 
elle  vériGe  l'équation  adjointe  ; 

IIL  Lorsque  x  est  égal  à  :ri ,  on  a 

(5)  w(^m7»  ^1'^»)  =  ^    ^^    n(x,,))</y 

et,  lorsque  j^  est  égal  à  Vi, 

(  r*' 


('5  DARnoux,  Leçons  sur  fa  théorie  des  sur/aces,  Tome  II,  Liv.  IV,  Chap.  IV, 
n"  358.  Nous  appelons  ici  x,  y,  wT,,  j^-,,  respectivement,  les  quantités  qui  sont 
désignées,  à  l'endroit  cité,  par  x^,  ^„,  x,  y.  Quant  à  z,,  a,,  6,,  ils  représentent 
les  valeurs  que  prennent  j,  a.  0,  lorsqu'on  remplace  a?,  y  par  x,,^i. 
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Dans  le  cas  de  l'inlégrale  résiduelle,  la  formule  (4)  se  réduit  à 


(4') 


I^ous  avons  à  rechercher  si  la  fonction  ainsi  obtenue  de  x,y 
vérifie  une  équation  linéaire 


(y)  ^'^(-)=  2^^p^i''^y):^^:77:^=''' 


'  dxPdy/ 


Si  Ton  observe  que  l'expression  de  ^(2)  se  déduit  de  la  for- 
mule (4')  par  des  dilTérenliations  sous  le  signe  />  il  est  clair  que 
Ton  aura 

en  posant 

Or,  sur  Tare  a^,  —  sous  la  simple  condition  de  s'annuler  aux 

extrémités,  —  s,  et  Vune  des  deux  dérivées -r-^ y  -r-^  sont  arbi- 

traires.  Donc  Féquation  (8)  ne  peut  avoir  lieu  identiquement  (*) 
que  si  Ton  a,  sur  a^, 

(9)  *  =  o 

5.  La  condition  précédente  ne  semble  démontrée  que  pour  les 
positions  du  point  (x^j^O  situées  sur  Tare  a^  [le  point  ^,j^ étant 
quelconque  dans  la  région  (3)].  Mais  il  est  aisé  de  voir  qu'elle 
doit  encore  être  remplie  quelle  que  soit  la  position  du  point 
{x^^y^)  dans  le  rectangle  qui  a  ses  côtés  parallèles  aux  axes  et 
dont  deux  sommets  opposés  sont  en  a,  p. 


(')  D'après  des  considéralions  classiques  de  calcul  des  variations,  la  conclu- 
sion subsisterait  si  l'on  imposait  à  z^  et  à  ses  dérivc^cs  en  a  et  en  ^,  des  condi- 
tions de  continuité  plus  reslririives,  telles  que  la  continuité  dos  dérivées  jusqu'à 
un  ordre  quclrr>nquc  p. 
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Remplaçons,  en  effet,  l'arc  considéré  Aal^^B  par  un  autre 
arc  AaP'PB  (satisfaisant  à  la  même  condition  de  n'être  rencon- 
tré qu'une  fois  par  les  parallèles  aux  axes)  qui  passe  également 
aux  points  a,  p  (arc  représenté  en  traits  interrompus  sur  la^^.  2). 
Une  fonction  Z,  solution  de  l'équation  (i),  différente  de  zéro  sur 


TarcaP^et  nulle  sur  le  reste  de  l'arc  AaP^B,  est  aussi,  d'après  les 
théorèmes  généraux,  différente  de  zéro  sur  l'arc  aP'^  et  nulle  sur 
le  reste  de  l'arc  AaP'pB,  et  inversement.  Donc  la  condition  (9) 
doit  être  vérifiée  aussi  bien  sur  l'arc  aP'3  que  sur  l'arc  aPp. 

Il  est  d'ailleurs  aisé  de  retrouver  le  même  résultat  directement  : 
car  pour  entraîner  la  relation  (8),  il  faut  que  l'on  ait,  pour  toutes 
les  positions  du  point  P  sur  l'arc  aj3,  non  seulement  <ï>  =  o,  mais 
encore 

-— .  =  o. 

Or  <ï>,  considéré  comme  fonction  de  ^i,  j^i,  vérifie  manifeste- 
ment, aussi  bien  que  u,  l'adjointe  de  Téquation  (1).  Donc  il  est 
nul  dans  tout  le  rectangle  que  nous  avons  défini  tout  à  l'heure. 

Nous  admettrons  que  la  relation  <ï>  =  o  a  lieu  pour  toutes  les 
positions  du  point  (j:, y) comme  du  point  (a:i,j',)  dans  l'aire  ABC. 
C'est  ce  qui  arrive  évidemment  si  les  coefficients  de  l'équation 
donnée  sont  analytiques  (  *  ). 

6.  Nous  avons  donc  à  rechercher  dans  quelles  conditions  la 
fonction  u  peut  être,  quels  que  soient  or,  y,  une  intégrale  de 
réquation  (7). 

Or,  il  résulte  des  raisonnements  présentés  dans  les  Leçons  sur 
la  théorie  des  sur/aces  de  M.  Darboux  (-)  que,  parmi  les  inté- 

(')  Il  est  maintenant  évident  que  l'intégrale  résiduelle  ne  peut  être  identique- 
ment nulle,  sans  quoi  il  en  serait  de  même  pour  la  fonction  w,  ce  qui  est  absunlo. 
(•)  Tome  11,  Liv.  H.  Cliap.  VllI.  iv  iOO,  p.  173-17^. 
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gralcs  communes  aux  équations  (i)  cl  (r),  il  n'y  en  a  qu'un 
nombre  fini  de  linéairement  indépendantes,  à  moins  que  la  suite 
de  Laplace  relative  à  l'équation  (i)  ne  soit  limitée  au  moins^dans 
un  sens. 

Les  équations  pour  lesquelles  la  suite  de  Laplace  est  limitée 
dans  un  sens  constituent  une  première  solution  du  problème. 
Si,  en  efTet,  on  prend  une  telle  équation  sous  la  forme 


r)lojjH,,  ôz 
Ojt        f>> 


à\(^^\\f,  d\o^\\f^x  ,  _ 


O.r 


Or 


et  son  intégrale  générale  sous  la  forme 


(lo)     5=  Dr  /O,  a,  -?, 


0 

2 

,iy 

Ojt 

bJr 

OxOy 

JJrT'     ôxï'     àxf  ()y 


âf'OL 

ôxdyp-^ 
dxP  dyP-^ 


(II) 


---X-h  f\^dy, 


les  notations  étant  celles  du  n"  380  (t.  II,  p.  127)  de  l'Ouvrage 
cité  de  M.  Darboux,  on  verra  que  l'intégrale  u  de  Riemann  s'ob- 
tient en  prenant  pour  Y  la  valeur  zéro  et,  pour  X,  une  combi- 
naison linéaire  (à  coefficients  indépendants  de  x)  des  fonctions 


a(^,ri). 


âjL(x,yi)        d^a{x,yx) 


àHx^Yi) 
àyp'     ' 


telle   que  X  et  ses  p  —  i    premières  dérivées    s'annulent  pour 

x=z  Xé,  la  n»*^'"«  dérivée  étant  égale  à  jz ^ :• 

Dès  lors,  west  de  la  forme  AX -h H\' -{-...+ LX^/^^  où  A,  B,..,,L 
sont  des  fonctions  parfaitement  déterminées  de  x  et  de  j^  :  il 
satisfait,  par  conséquent,  quels  que  soient  Xj,  j^,,  à  une  équation 
de  la  forme 


.  K     du 

lu  4- Al  —  H-. 


OyP^l 


OÙ  X,  )hî  •  •  •  )  5^/>-»-i  sont  des  fonctions  de  jc,  y. 
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7.  Ce  premier  cas  écarté,  nous  savons  que  toutes  les  inté- 
grales communes  aux  équations (i)  et  (7)  doivent  être  des  combi- 
naisons linéaires  d'un  nombre  fini  d'entre  elles  et  que,  par  con- 
séquent, la  fonction  u  est  de  type  (3),  C| ,  Co,  . . . ,  C;,  étant  des 
fonctions  de  x^^  y^. 

C'est  ce  qui  a  lieu  pour  les  équations  à  suite  de  Laplace  se 
terminant  dans  les  deux  sens.  Si,  en  effet,  dans  les  formules  du 
numéro  précédent,  on  prend  (•) 

a  =  Xi Y) I  -h  Xj r,j  -h . . .  -h  X/« T,,„ , 

X|,  X2,  ...,  X,„  étant  des  fonctions  de  x,  pendant  que  yj,,  r^g»  •••> 
Ti;,j  sont  des  fonctions  de^,  il  est  clair  que  6  devient  une  combi- 
naison linéaire  deX,,  X2,  ...,  X;„,  les  coefficients  étant  fonc- 
tions de  X|,  y^.  Donc  u  est  une  combinaison  linéaire  (^)  des  in- 
tégrales que  l'on  obtient  en  remplaçant,  dans  la  formule  (10), 
6  successivement  par  X,,  X2,  . . . ,  X,„. 

Je  dis  que  ces  équations  sont  les  seules  qui  répondent  à  la 
question. 


(0  Darboux,  toc.  cit.,  n*  382.  Nous  avons  remplacé  les  lettres  J7„  a:,,  ...,  x„ 
par  Xp  X,,  ...,  X^  et,  de  môme,  nous  remplaçons  ci-dessous,  les  lettres  y,, 
y^f    -'yym  par  Yp  Y^,  ...,Y„. 

(^)  Si  nous  partons  de  l'expression 


5^- M 


X 

X' 

. .     X(" 

V 

Y- 

. .     Y(i" 

X, 

x;  . 

..   x'," 

V, 

Y'. 

...     Y'/> 

x'„, 


iU) 


Y',;. 


de  l'intégrale  générale  (Darboux,  loc.  cit.,  n"  340,  formule  65,  p.  48),  la  fonc- 
tion u  s'obtient  en  remplaçant  X  par  X,X,-h  XjXj-*-. .  .-hX„X„ct  Y  par  o,  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  X  par  o  et  Y  par  —  (Xj  Yj-»- A^Yj-f- .. .  H-X^Y^)  j  les  X 
étant  déterminés  par  les  conditions 


x,x, 
x,x', 


+  X_  X',„       =  0 


\,x','-" 

X,Y, 


.x<,îr"  =  o| 


^  pour  X  =  ar,, 


X.V/ 


H-...  -4-X„Y„,         =0 

•4-...-hX.„Yi/;-»'r.o 


pour  y-^y, 


et  par  l'équation  qui  exprime  que  u  =  1  pour  x  —  Xy,  y  =  y, 
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C'est  ce  que  Ton  dénionlrera  en  subsliluanl  Texpression  (3) 
dans  les  équations  (5)  et  (6).  La  première  donne 

Gi(xi,j^,)V,(a:,,^)-hGj(:ri,j,)V,(T,,>^)-+-.., 

Le  second  membre  étant  évidemment  le  produit  d\ine  fonc- 
tion de  x^^  y  par  une  fonction  de  or,,  j^,,  cette  équation  prouve 
qu'il  existe  une  relation  à  coefficients  indépendants  de  y  entre 
les  fonctions  V,,  Va,  . . .,  Vy,  et  e'^^^y,  il  en  existe  même,  en 
général  (  ♦  ),  plus  d'une,  de  sorte  que  Ton  peut  éliminer  l'exponen- 
tielle et  écrire,  entre  les  intégrales  V|,  Va,  •••,  V/»  la  relation 

(12)  XtV,(^,j^)-4-X,V,^...+  X,,\V=o, 

où  les  X/  sont  des  fonctions  de  x.  De  même,  l'équation  (6)  nous 
donnera  la  relation 

(i3)  Y,V,(x,j.)-f-Y,V,  +  ...+  Y„V„=o, 

à  coefficients  constants  dey. 

Or,  d'après  un  théorème  de  M.  Goursat  (^),  la  relation  (12) 
entraîne  la  limitation  de  la  suite  de  Laplace  dans  un  sens,  et 
l'équation  (i3),  la  limitation  de  la  même  suite  dans  le  sens  opposé. 

La  question  que  nous  nous  étions  posée  est  donc  complètement 
résolue  :  la  réponse  est  fournie  par  les  équations  pour  lesquelles  la 
suite  de  Laplace  se  termine,  soit  dans  un  sens,  soit  dans  les  deux. 


II. 

8.  Le  problème  de  la  propagation  du  son  dans  un  milieu  limité 
est  difl'érent  de  celui  dont  nous  venons  de  parler,  et  le  principe 
d'Hujgens,  sous  la  forme  considérée  dans  ce  qui  précède,  ne 
s'y  applique  pas. 

Considérons,  par  exemple,  une  sphère  solide  plongée  dans  un 


(' )  Le  seul  cas  d^cvcoption  est  celui  où  les  rapports  mutuels  des  C,  seraient 
fonctions  de  x,  seul.  Il  se  traiterait  par  les  mêmes  considérations  et  ne  condui- 
rait à  rien  de  nouveau. 

(^)  Leçons  sur  V  in  tv  g  ration  des  Cf/uations  aux  dérivées  partielles  du  second 
0/Y//T,  tome  II,  papes  21  j«. 
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gaz  indéfini  et  dont  le  rayon  est  soumis  à  des  osciilalions  très 
petites  pendant  que  le  centre  ne  varie  pas.  S'il  y  avait  repos  jus- 
qu'à Torigine  des  temps,  et  que,  après  l'instant  ^  =  6,  la  sphère 
revienne  au  repos  pour  y  rester  indéfiniment,  on  sait  (*)  que, 
après  le  passage  des  ondes  émises  pendant  les  intervalles  de  temps 
compris  entre  o  et  6,  il  s'établit  un  mouvement  résiduel  en  gé- 
néral différent  de  zéro. 

Il  n'y  a  là  aucune  contradiction  avec  les  remarques  que  nous 
avons  rappelées  en  commençant  :  il  faut  tenir  compte,  en  effet, 
d'une  part,  de  ce  que  l'équation 

(.4)  57r  =  «*^« 

n'est  vérifiée,  cette  fois,  que  dans  une  partie  de  l'espace,  à  savoir 
celle  qui  est  extérieure  à  la  sphère  puisante;  d'autre  part,  que, 
sur  la  surface  limite,  les  conditions  données  ne  sont  pas  celles 
que  suppose  la  formule  de  Kirchhoff. 

Celle-ci,  en  effet,  est  relative  au  cas  où  l'on  considère  une  fonc- 
tion u  satisfaisant  à  l'équation  (i4)  dans  un  domaine  sur  la  fron- 
tière duquel  on  se  donne  les  valeurs  de  ;/  et  celles  de  ses  dérivées 
premières,  en  même  temps  qu'on  se  donne  les  mêmes  quantités  à 
l'origine  des  temps. 

Or,  dans  le  problème  des  petits  mouvements  d'un  gaz  limité 
par  des  parois  solides  mobiles,  ce  n'est  point  ainsi  que  les  choses 
se  passent.  La  fonction  u  (potentiel  des  vitesses)  est  bien  donnée, 
ainsi  que  ses  dérivées,  dans  tout  le  domaine  considéré  D,  pour 
/  =  o;  mais  on  ne  donne  que  sa  dérivée  normale,  sur  la  frontière 
de  D,  pour  ^  >  o. 

En  fait,  si  l'on  se  donne,  pour  ^  =  o,  les  valeurs  d'une  inté- 
grale u  de  l'équation  (i4)  ainsi  que  celles  de  sa  dérivée  par  rap- 
port à  ty  on  ne  peut  plus  donner  arbitrairement,  sur  la  frontière  F 
de  D,  pour  ^  >  o,  que  les  valeurs  de  la  fonction  u  elle-même  ou 
celles  de  sa  dérivée  normale. 

Que  le  problème  ainsi  posé  ne  puisse  admettre  plus  d'une  solu- 
tion, autrement  dit,  que  Ton  trouve  nécessairement  w  =  o  lorsque 


(')  Voir  OuHEM,  Hydrodynamique,  élasticité,  acoustique,    tome  I,  Ch.  XII, 
pages  2 3.') -a.);. 
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-so- 
les données  initiales  el  limiles  dont  nous  venons  de  parler  sont 
nulles,   c'est  ce  que  l'on  voit  aisément  en  considérant  l'intégrale 

dont  la  dérivée  par  rapport  à  t  est 

C  C  r\   .(au  d>u        du    du         du  d«M\        c)m  d«u1    ,     ,     ^ 

vJJ  r  [ai  d^t^  dp  à^t^  à^  d^t)  -^  -ài  -dF]  '^'"'^y'^' 

et  qui,  par  conséquent,  est  constamment  nulle  si  elle  est  nulle  ini- 
tialement et  si  l'on  a,  sur  la  frontière,  Tune  des  deux  conditions 

du 
u  =  o.        ou         -— .  =  o. 
an 

C'est  également  ce  qui  résulte  de  l'introduction  des  fonctions 
fondamentales  (  •  )  U/  (  î  =  i ,  2,  . . . ,  oo)  telles  que  Ton  ait 

AU/-4- A:,U/  =  o  dans  D,         U/=o  sur  F, 

car  alors,  moyennant  la  condition  u  ^=  o  (sur  F),  l'intégrale 

1/  =  /    I    lu Vi dx dy dz 
satisfait  à  Téquation 

et,  par  conséquent  (en  vertu  des  conditions  initiales),  est  cons- 
tamment nulle,  quel  que  soit  i\  ce  qui  ne  peut  se  faire  que  pour 
M  =  o. 

Pareil  raisonnement  s'appliquera  d'ailleurs  évidemment  si   la 

donnée  à  la  frontière  est  j-  r=  o. 

dn 

On  voit  que,  dans  ces  deux  questions,  on  retrouve  une  analogie 
partielle  avec  ce  qui  se  passe  dans  le  cas  des  équations  à  caracté- 
ristiques imaginaires.   Une  conséquence  de  cette  analogie  est  que 


(•)   PoiNCARK,  Leçons  sur  la  propagation  de  la  chaleur;   Le  Roy,    Thèse, 
3*  Partie,  Chap.  II. 
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la  solution  de  ces  questions  est,  sans  aucun  doule^  beaucoup  plus 
difficile  que  celle  des  problèmes  où  l'on  peut  se  donner  la  fonc- 
tion u  et  ses  dérivées.  En  effet,  au  lieu  que  cette  dernière  solu- 
tion peut,  comme  le  montrent  la  formule  de  Kirchhoff  et  la 
formule  précédemment  rappelée  de  Riemann,  se  développer  indé- 
pendamment de  la  forme  des  domaines  considérés,  Tétude  des 
questions  dont  il  vient  d'être  parlé  doit  dépendre  essentiellement 
de  la  forme  du  domaine  D. 

9.  Les  circonstances  signalées  au  numéro  précédent  tiennent 
manifestement  à  ce  que,  dans  l'espace  à  quatre  dimensions  lieu 
du  point  (^,  j',  :î,  ^),  le  domaine  (D,  ^  =  o)  et  le  domaine  (F,  i  >>  o) 
peuvent  être  coupés  par  une  même  droite  parallèle  à  une  généra- 
trice du  cône 

Pareil  fait  se  présente,  dans  les  équations  à  deux  variables  in- 
dépendantes, lorsque  la  courbe  le  long  de  laquelle  on  entend  se 
donner  l'inconnue  et  ses  dérivées  est  coupée  en  plus  d'un  point 
par  des  caractéristiques.  On  sait  (*)  que,  dans  ce  cas,  on  ne  peut 
pas  prendre  arbitrairement  ces  différentes  données  tout  le  long 
de  la  courbe. 

Par  contre,  il  est  aisé  de  voir  que  si  A  est  le  point  [point  an- 
guleux (Jig*  3)  ou  point  à  tangente  caractéristique]  qui  divise  la 


courbe  en  deux  parties  AB,  AC  telles  que  chacune  d*elles  ne  soit 
rencontrée  qu'en  un  point  par  les  caractéristiques,  on  peut  se 
donner  la  fonction  inconnue  ;;  ainsi  qu'une  dérivée  partielle  sur 
l'w/i  des  arcs  AB,  AC,  et  z  seul  sur  l'autre  (-). 

(•)  Picard,  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  t.  XXIII,  p.  i5o. 
(')  On  suppose,  bien  entendu,  que  les  valeurs  de  z   au    point  A   concordent 
entre  elles  ainsi  que  les  deux  valcurf»  de  sa  dérivée  suivant  l'arc  AC. 


Digitized  by  VjOOQIC 


-  82  - 

Car,  réqualîoQ  étant  supposée  prise  sous  la  forme  (i)  et  la 
direction  des  caractéristiques  qui  rencontrent  à  la  fois  AB  et  AC 
étant  celle  de  Taxe  des  x  {fig»  3),  la  donnée  de  z  et  de  ses  déri- 
vées sur  AB  fait  connaître  z  sur  la  parallèle  A  A'  menée  à  l'axe 
des  y  par  le  point  A.  On  est  donc  ramené  à  trouver  Tintégrale 
qui  prend,  sur  AA'  et  sur  AC,  des  valeurs  données.  M.  Picard  a 
démontré  (*)  que  ce  problème  est  possible. 

La  solution  est  d^ailleiirs  unique.  C'est  ce  que  l'on  peut  voir 
de  la  manière  suivante  :  Soit  z  une  intégrale  qui  s'annule  sur  AA' 
et  sur  AC.  Il  s'agit  de  démontrer  que  z  est  identiquement  nul 
dans  le  triangle  mixtiligne  AA'C  formé  par  les  deux  lignes  précé- 
dentes et  la  parallèle  à  l'axe  des  x  menée  par  le  point  C  [fig^  3). 

Prenons  pour  origine  des  coordonnées  le  point  A,  et  soit  ©,  la 

série  des  valeurs  de  -  (  t^  —  -^  ■^]  sur  l'arc  AC  (^)  (ou,  ce 
qui  revient  au  même,  la  série  des  valeurs  de  ^*  puisque,  sur  cet 
arCjé/^i  =  oj'  La  formule  (4)  donne  ici 

(i5)  z=   f     u<fidyû 

et,  puisque  z  est  nul  sur  AA',  on  a,  pour  toute  valeur  dey  com- 
prise entre  o  et  la  valeur  de^o  q"i  correspond  au  point  A', 

Multiplions  par  A(jk)  dy  et  intégrons  de  o  à  j^o  5  »'  vient 

1    o=J     ^{y)dy  j     u{o.y,Xuyi)^xdy^ 
=  /      ^idyij      ^iy)u(o,y,Xu,yt)dy. 


(i6) 


(  ')  Note  Sur  les  méthodes  d'approximations  successives  dans  la  théorie  des 
équations  différentielles ^  n"  5,  in  Darboux,  Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces, 
t.  IV,  pages  36 1,  363. 

(')  j:,  est  ici  une  fonction  dey,  donnée  par  l'équation  de  la  courbe. 
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Or  nous  pouvons  nous  arranger  de  manière  que  la  quantité 

(17)  /    <Kr)"(o»r» -^i^rO^r 

soit  une  fonction  donnée  quelconque  F  de  y^  [pourvu  que  F(j^o) 
soit  nul].  En  effet,  nous  savons  qu'il  existe  aw  moins  une  solu- 
tion i^  de  l'équation  adjointe  qui  s'annule  sur  A'C  et  prend  en 
chaque  point  M(xi,yi)  de  l'arc  AC  la  valeur  F(^4).  Pour  cette 
fonction  ç',  considérée  dans  le  rectangle  à  côtés  parallèles  aux  axes 
qui  a  pour  sommets  opposés  A',  M,  la  formule  (16)  du  Livre  IV, 
Ch.  IV  (t.  II,  p.  80)  des  Leçons  de  M.  Darboux  devient  évidem- 
ment 

ce  qui  montre  que  l'intégrale  (17)  est  égale  à  F(j^i  )  lorsqu'on 
prend 

Dès  lors  l'équation  (16)  n'est  possible  (puisque  F  est  arbitraire) 
que  pour  cpi  =  o.  La  formule  (i5)  donne  bien  alors 


Notre  conclusion  est  donc  démontrée.  Le  raisonnement  précé- 
dent montre  même  que,  une  fois  connue,  la  solution  du  pro- 
blème pour  la  courbe  AC,  la  droite  A' G  et  V équation  ad- 
jointe, on  peut  en  déduire  la  solution  du  même  problème  pour 
la  courbe  AC,  la  droite  AA'  et  Inéquation  proposée.  Car  il 
résulte  de  ce  nous  avons  dit  tout  à  l'heure  que  ce  problème  se 
réduit  à  déterminer  la  fonction  cp,  par  la  condition  que  l'intégrale 

soit  une  fonction  donnée  de  y.  Or,  si  nous  savons  résoudre  le 
problème  pour  la  courbe  AC,  la  droite  A'C  et  l'équation  adjointe, 
nous  pourrons  (ainsi  que  nous  venons  de  le  voir  également)  cal- 
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ciller,  à  Taidc  de  celte  condition,  l'inlëgralc 

quelle  que  soit  la  fonclion  F,  pourvu  qu'elle  soit  nulle  en  C.  Il 
suffira  alors,  pour  déterminer  <P|  en  un  point  quelconque  {x\,y\) 
de  l'arc  AC,  de  remplacer  F  par  [xF^"^"-^'"^  «''  et  de  passer  à  la 
limite  pour  [x  =  oo.  On  aura   ainsi  la  valeur  àe  \/'7zF{y\)^^(jr\). 

10.  Nous  avons  dit  que  la  solution  du  problème  ainsi  posé 
devait  dépendre  de  la  forme  des  domaines  où  on  l'étudié.  C'est 
ce  que  Ton  vérifie  aisément,  pour  le  cas  de  deux  variables  indé- 
pendantes, en  considérant  les  équations  les  plus  simples,  par 
exemple  les  équations  pour  lesquelles  la  suite  de  Laplace  se  ter- 
mine dans  les  deux  sens  et  dont  Tinlégrale  générale  est,  par  con- 
séquent, de  la  forme 

5  =  AX  -h  A,X'-^..  .-h  A,X«'  -h  n,  Y  +  B,Y'-h.  ..-H  ^jY^J* 

X  et  Y  étant  des  fonctions  arbitraires,  Tune  de  j:,  Tautre  de  j', 
tandis  que  les  A  et  les  B  sont  des  fonctions  déterminées  de  x  et 
de  y. 

Supposons^  donné  ainsi  que  ses  dérivées  sur  l'arc  AB  (Jig-  3). 
Alors  X  et  Y  seront  connus  (')  pour  les  valeurs  des  arguments 
qui  correspondent  à  des  points  de  cet  arc,  et,  par  conséquent, 
Y  sera  également  connu  sur  l'arc  AC.  Dès  lors,  si  l'on  donne  les 
valeurs  de  ;;  sur  cet  arc,  X  sera  terminé  par  une  équation  linéaire 

de  la  forme 

AX-hA,X'-+-...-+-A/X^'î=/(ar), 

mais  pour  l'intégration  de  cette  équation,  il  faut  imaginer  que, 
dans  chacun  des  coefficients  A(j*,jk)>  A,(x,/),  e/c,  on  ait  rem- 
placé y  par  sa  valeur  en  fonction  de  jr,  tirée  de  l'équation  de 
AC.  Il  est,  dès  lors,  bien  clair  que  l'équation  différentielle  obte- 
nue dépend  essentiellement  de  la  forme  de  celle-ci. 

H.    Relativement  à    ce  nouveau  problème,  Y  intégrale  rési- 


(*)  Ils  le  sont,  du  moins,  à  des  quantités  près  qui  ne  changent  pas  la  valeur 
des   intégrales  et  qui,  par  suite,  ne  peuvent  modifier  la  suite  du  raisonnement. 
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ciuelle  devra,  pour  mainleuir  Tanalogîe  avec  la  question  rappelée 
au  n^  8,  élre  définie  de  la  façon  suivante  : 

z  et  ses  dérivées  seront  nuls  sur  l'arc  AB.  Les  valeurs  de  z  se- 
ront ensuite  données  différentes  de  xéro  sur  une  partie  Ajii  de 
l'arc  AG,  puis  nulles  sur  Tare  fiC. 

Les  parallèles  AA',  ^^'  menées  par  A,  ,3  à  l'axe  des  y  détermi- 
neront trois  régions   :  la  réjj;ion   1  (,/?^.  4)>   comprise  entre  AB 


et  A  A'  et  où  z  sera  manifestement  nul;  la  région  î2,  comprise 
entre  A  P,  AA'  et  ^^';  enfin  la  région  3,  comprise  entre  j3^'  et  [3C. 
C'est  l'intégrale  considérée  dans  celte  dernière  région  qui  est 
l'intégrale  résiduelle. 

Soit  a  la  projection  de  jî  sur  AA'.  Nous  pourrons  remplacer 
l'arc  A^  par  le  segment  ap  :  l'intégrale  z  sera  définie  comme 
étant  nulle  sur  a  A',  prenant  sura^  des  valeurs  quelconques  (sous 
la  seule  restriction  d'être  nulle  ainsi  que  sa  dérivée  en  a  et  d'être 
nulle  en  ,3,  de  manière  que  sa  dérivée,  suivant  la  direction  ^G, 
soit  également  nulle)  et  étant  nulle  sur  ^C. 

Sur  pp',  d'après  une  formule  rappelée  tout  à  rheure[DARBOux, 
Leçons  sur  la  théorie  des  sur/aces,  Liv,  IV,  Ghap.  IV,  n"  359, 
formule  (i6)],  les  valeurs  de  l'intégrale  seront  données  par  l'ex- 
pression 

(«8)  Hly)  =  f  w(î,jr,^i,>;)(-^-^^«i)^^-^i> 

où  Ç,  T|  sont  les  coordonnées  du  point  ^,  les  notations  ^i,  bi  dé- 
signant respectivement  les  quantités  ;;(a:,,  r,)  et  ^(j"i,*/i). 

12.  Gherchons  à  quelles  conditions  l'intégrale  résiduelle  sera 
du  type  (3).  D'après  ce  qui  a  été  dit  au  n"  10,  nous  supposerons 
que  l'arc  ^ G  et  la  droite  ^jî'  aient  des  positions  déterminées. 

Il  est,  dès  lors,  manifestement  nécessaire  et  suffisant  que,  sur 
xxviii.  6 
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|3jï',  les  valeurs  de  z  soitMU  de  la  forme 

el,    par  conséquenl,   qu'elles    vérifienl    une    certaine    équation 
linéaire 

(19)      Fiz)  ^  ao(ly) ^  -^  a^il y)  ^^^  -h, .  .-h  a^Al  r)z  ^  o. 

Or  on  a,  d'après  la  formule  (18), 

.5 


""^'^^f  *(S-^''-'0^"" 


en  posant,  comme  précédemment,  4>  =  F(w). 

Pour  que  P{z)  soit  nul,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  Zi 
[pourvu  que  Zt  s'annule  en  a  et  en  ^  dans  les  conditions  indi- 
quées (*)],  il  faut  et  il  suffit  que  Ton  ait 

ce  qui  peut  encore  s'écrire 

1^  ( f,^  II)  —  o. 

\OXt  ] 

Cette  condition  est  évidemment  réalisée  lorsque  //(.r,  >-,  j?,,  Vi) 
est  de  la  forme  A,X,  -h  AaXa-f-,  . .-}-  A^X^  (où  A,,  Aa,  . .  .  A^ 
sont  des  fonctions  déterminées  de  j:,  r,  et  X,,  Xo,  . . .,  X^  des 
fonctions  de  x^  -^mJ)'!)'»  par  conséquent,  elle  est  vérifiée  parles 
équations  pour  lesquelles  la  suite  de  Laplace  se  termine  dans  un 


(')  J.a  condition  <|ui  exprime  (|«e  la  dérivée  de  c,  suivant  la  ligne  ^C  est  nulle 
est  de  la  forme    /'  m-  X  -^  r=  o,  où  a  est  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente 

à  cetle  ligne,  et  où  -^  doit  être  remplacé,  ainsi  qu'on  le  sait,  par 

-  e-^\\ «".  Ç '  [a  ^'-  -H  C5, )  c--'.'' '•.- '''.  dx,. 

Les  principes  du  calcul  des  variations  montrent  que  ceUe  condition  n'a  pas  d'in- 
lliieiire  xnr  la  conrlu'^ion  finale. 
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seul  sens,  alors  que,  pour  ces  équations,  l'inlégrale  résiduelle 
relative  au  problème  précédemuient  étudié  ne  satisfaisait  qu'à 
une  seule  équation  linéuire  distincte  de  (i). 

13.  Mais  il  y  a  plus  :  dans  la  question  actuelle,  V intégrale  ré- 
siduelle peut  être    identiquement  nulle  :  c'est  ce   qui  arrive 

toutes  les  fois  que  l'invariant  -j — f-  ah  —  c  est  nul.  Car  alors,  l'in- 
tégrale générale  étant  de  la  forme 


=  M  (\->r-   f  0L\dy\ 


(X  et  Y  étant  les  fonctions  arbitraires),  la  fonction  Y  doit  être 
nulle  pour  toutes  les  valeurs  considérées  de  y  [puisque  z  est 
identiquement  nul  dans  la  région  (i)],  et  la  fonction  X,  nulle 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  supérieures  à  Ç  (puisque  z  est  nul 
sur  l'arc  ^C). 

La  propagation  des  ondes  planes  infiniment  petites  dans  un  gaz 
primitivement  au  repos,  sous  l'action  d'un  piston  dont  le  mouve- 
ment est  donné,  dépend  de  la  question  que  nous  étudions  en  ce 

moment  pour  l'équation  - — ^  =  o.  Le  fait  qu'il  n'y  a  pas,  pour 

un  tel  gaz,  de  mouvement  résiduel  après  le  passage  de  l'onde  est 
donc  d'accord  avec  notre  conclusion  actuelle. 

14.   Les  équations  pour  lesquelles  - — \- ab  —  c  est   nul  sont 

d'ailleurs  les  seules  pour  lesquelles  cette  conclusion  subsiste, 
quelles  que  soient  les  lignes  p^'  et  ^SC;  elles  sont  même  les  seules 
pour  lesquelles  elle  subsiste,  quel  que  soit  le  point  p,  la  ligne  AC 
étant  donnée  une  fois  pour  toutes. 

En  effet,  il  résulte  de  ce  qui  a  été  dit  au  n°  12  que,  si  l'on  veut 
que  l'intégrale  résiduelle  relative  à  la  courbe  donnée  JÎC  et  à  la 
droite  donnée  j3^'  soit  toujours  nulle,  il  faut  que  l'on  ait.  pour 


Or,  si  nous  posons 

Ou 


ou.        , 


Ox    ~ '^>"  =  *'(^'^'''''»'^^^»^ 
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on  voit  aisémenl,  à  l'aide  de  la  définition  de  u^  que  Ton  a  (^'^  étant 
un  point  quelconque  de  fi^S',  point  dont  l'ordonnée  est  j') 


(•20)  .•0'.?)  =  e/5-''"^   r    ("^l^ab-Adr. 

On  devra  donc  avoir,  dans  les  hypothèses  actuelles  et  quel  que 
soit  le  point  P", 

da  ,  «Il 

ce  qui  exige  que  - — [- au  —  c  soit  nul,  quel  que  soit  j-,  pour 

Si  donc  le  fait  doit  avoir  lieu,  quel  que  soit  ^,  Tinvariant 
- — [- ab — c  doit  être  identiquement  nul,  comme  nous  Pavions 
annoncé. 

lo.  Ainsi  Tintégrale  résiduelle  des  équations  linéaires  à  deux 
variables  indépendantes  est  beaucoup  plus  particulière  dans  le  pro- 
blème qui  fait  l'objet  des  n°*  9  et  suivants  que  dans  celui  que  nous 
avions  traité  aux  n***  2  à  7.  Il  est  remarquable  que  ce  soit  préci- 
sément l'inverse  qui  se  produit  dans  le  problème  des  ondes  sphé- 
riques,  puisque  l'intégrale  résiduelle  de  ce  problème  est  nulle 
dans  le  cas  où  l'on  se  donne  u  et  ses  dérivées  pour  ^  =  o,  quels 
que  soient  x,  y,  5,  et  différente  de  zéro,  si  les  données  sont 
celles  du  n"  8. 

Lorsque  la  sphère  de  rayon  R,  à  l'extérieur  de  laquelle  on  con- 
sidère le  mouvement,  puise  uniformément  en  tous  ses  points,  de 
sorte  qu'elle  reste  sphérique  et  que  son  rayon  seul  varie,  l'inté- 
grale résiduelle  est  déterminée  a  un  facteur  constant  près  (*),  et 
vérifie,  par  conséquent,  des  équations  linéaires  distinctes  de 
l'équation  (i4)' 

Il  ne  semble  pas  en  être  de  même  si  les  différents  points  de  la 
surface  sphérique  ont  des  mouvements  normaux  différents.  On 
peut,  en  effet,  dans  ce  cas,  former  l'intégrale  générale  et  l'inté- 
grale résiduelle  par  le  procédé  suivant  : 


(')    \'oir  DiJiiKM.  lor.  cit. 
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Une  intégrale  ude  l'équation  (i4)  peut  évidemment,  en  dehors 
de  la  sphère  qui  a  l'origine  pour  centre  et  11  pour  rayon,  être 
développée  en  série  de  la  forme 

(21)  U^^PpUp. 

où  Pp  est  un  poljnome  sphérique  de  degré  />,  et  iip  une  fonction 
de  r  et  de  t.  L'équation  qui  détermine  //;,  est  alors 

(io\  ^IJ^  -*-  ^  (P'^^)àup  _  J_  d^Up 

autrement  dit  celle  qui  détermine  les  solutions  de  l'équation 

i/ï-f-i 


qui  sont  fonctions  des  seules  variables  t  et  r  =  y/2a7*J . 

L'intégrale  générale  de  cette  équation  (aa)  est  connue  :  elle 
peut  se  mettre  sous  la  forme 

où  D  désigne  l'opération  -  -r-  ; 

Ou  encore  (*)  (à  un  facteur  numérique  près) 

_V.        .^^,     (a/?-A  — I)!      /tA-<>(/--aO-hg>^/»-')(r-haO 
h  =  \  '^ 

(les  symboles  /f^**^  et  '^fA~*î   représentent  les  dérivées  succes- 
sives de  /,  cp). 

L'hypothèse    que   u  et,   par  suite,    Up_{    sont  identiquement 
nuls  pour  t^i^  /'SR  montre  que  chacune  des  fonctions  '^  peut 

être  prise  nulle.  Si  maintenant  on  demande  que  — /T'  [lequel,  en 


(•)  VoLTERRA,  liendic.  Ace.  Lincei  :  loc.  cit.,  p.  167. 
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vertu  de  la  formule  ('^3),  esl  de  même  forme  générale  que  rup] 
soit  égal  à  zéro  pour  /•=:R,  t^H^  on  voit  que  la  fonction /devra 
être  (lorsque  son  argument  est  inférieur  à  R  —  uH)  une  solution 
d^une  équation  diflférentielle  linéaire  à  coefficients  constants,  au- 
trement dit,  une  somme  de  termes  exponentiels  de  la  forme 
Xe^ir-ai)^  les  s  étant  racines  de  Téquation 


P+t 


A  =  l 

Les  racines  de  ces  équations  ne  paraissent  offrir  aucune  pro- 
priété simple,  et  une  somme  d'exponentielles  de  Tespèce  précé- 
dente, divisées  par  des  puissances  de  /',  ne  paraît  vérifier  aucune 
équation  linéaire  distincte  de  récpiation  (i4)- 


SUR  CERTAINES  ÉQUATIONS  DES  QUATRIÈME  ET  CINQUIÈME  DEGRÉS; 
Par  M.   Lkon   Aitonnk. 

IVniODUCTION. 
Soit  h„  une  équation  algébrique  de  degré  /?,  /i  >  3, 

^/    V                  '*              ,       n(  n       ï) 
f{x)  =  a?«  -h  --  aix'^-^  H — j aiar«-*  -h  ...-+-  a,,  =  o 

où  les  a  sont  des  fonctions  quelconques  d^une  variable  t.  Envisa- 
geons (au  point  de  vue  des  théories  de  Galois  et  de  M.  Jordan) 
comme  rationnelles  par  définition  : 

I**  Toutes  les  constantes; 
?."  Les  coefficients  a  de  A«. 

Nommons  alors  G  le  groupe  (au  sens  de  Galois)  de  A,,;  on  sup- 
posera G  transitif  et  //«  irréductible. 

Prenons  maintenant  une  équation  U  de  Riccali  entre  u  et  t 

qui  admette,  par  hypothèse,  pour  intégrales  les  n  racines 

J'I  ft  =  O,   I,    .  .  .,    71  —  I) 
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de  A«.  Le  rapport  anharmonique  de  quatre  xi  sera  constant;  hn 
prendra  le  nom  d^équatlon  anharmonique. 

Dans  plusieurs  Notes  insérées  aux  Comptes  rendus  (7  mai  i883  ; 
i3  février  1899;  5  et  12  février  1900)  el  dans  un  Mémoire  intitulé 
Sur  les  équations  algébriques  dont  toutes  les  racines  sont  inté- 
grales d'une  même  équation  de  Riccati  {Journal  de  Mathé- 
matiques, 1900),  j^ai  construit  les  équations  anharmoniques  qui 
existent  pour  les  divers  degrés  /i. 

Cette  théorie  générale  a  pour  base  les  propriétés  des  groupes 
de  substitutions  de  Galois  et  celles  des  groupes  linéaires  fraction- 
naires S  d'ordre  fini  (groupes  de  MM.  Jordan,  Klein  et  Gordan), 
c'est-à-dire  provenant  de  substitutions 


rtz  4-  ^  I 


ad —  bc  A 


La  construction  efleclive  de  A«  est  fondée  sur  les  deux  théo- 
rèmes suivants  : 

L  —  Le  groupe  G  de  A«  est  isomorphe  sans  hémicdrie  à  r un 
des  groupes  S. 

II.  —  Toute  hn  est  de  la  forme  F(x,  T)  =  o,  où  le  polynôme 
à  deux  arguments  F  est  à  coefficients  numériques  qui  ne  dé- 
pendent que  de  S.  Il  n'entre  dans  hn  qu'une  fonction  unique  T(/) 
de  /,  laquelle  est  rationnelle. 

La  propriété  de  définition  pour  les  équations  anharmoniques 
(constance  du  rapport  anharmoni(|ue  de  quatre  racines  quel- 
conques) n'intervient  qu'a  posteriori  et  assez  tardivement. 

Voici  maintenant  ce  que  je  me  propose  de  montrer  dans  le  pré- 
sent Travail  : 

Pour  les  degrés  peu  élevés,  n  =  ,\  ou  5,  on  peut  parvenir  aux 
théorèmes  I  et  II  et  construire  i'anharmonique  par  des  procédés 
assez  élémentaires  et  en  prenant  pourpoint  de  départ  la  propriété 
de  définition. 

Les  résultats  obtenus  sont  les  suivants  : 

Quatrième  de  s  ré. 
Premier  type  de  h  s  '. 
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le  rapport  anharmonique  K  des  quatre  racines  est  ëquianharmo- 
nique;  G  est  le  groupe  alterné  entre  quatre  lettres,  isomorphe  au 
groupe  S  tétraédrique. 
Second  tvpe  de  A|  : 

ar* -f- 6T^« -h  4  Ta:  H- T( T -f- 1)  =  o ; 

K  est  harmonique.   G  est  isomorphe  au  groupe  S  dérivé,  pour 
m  =  4,  des  deux  substitutions  (groupe  S,„) 

I  ^  1 

Troisième  tjpe  : 

(07* -h  q )* — p{'ix  —  i)*  =  o 
avec 

i  =  0_T).-(.-.T).(|^)', 

1  _  (,-T)'-... 
q-  t 

G  est  isomorphe  à  S2. 

Cinquième  degré. 
A5  s'obtient  en  éliminant  ^  entre  les  deux  équations 


ac-3)-^i  = 


;(r,_5ç  +  5),=  t. 


G  est  isomorphe  à  S5.  A5  est  une  équation  de  Galois. 

Pour  l'application  des  théorèmes  I  et  II  et  des  résultats  ci- 
dessus,  il  importe  de  spécifier  ce  qui  suit  : 

Je  ne  considère  pas  comme  distinctes  les  h„^  qui  ne  diffèrent 
que  par  l'intervention  d'une  substitution 

!         ^A(0  +  B(0[ 
I         xC{t)-^\){t)\' 

AD  —  BC  ^  o  ;  A,  B,  C,  D  =  rationnelles. 

OR  ne  trouble  pas  ranhurmonisme  et  ne  change  pas  le  groupe  G. 
Ainsi  je  profilerai  de  OPt  pour  supposer  constamment  nulle  la 
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somme  des  racines 

Xo  -h  .  .  .  -+•  Xn-i  =  «1=0 

et  pour  muiliplier  x  par  un  facteur  rationnel,  choisi  de  façon  à 
simplifier  h,,. 

[1  va  sans  dire  que  les  résultats  de  la  présenle  Noie  sont  d'ac- 
cord avec  la  théorie  générale  des  équations  anharmoniques,  ex- 
posée dans  mon  Mémoire  inséré  au  Journal  de  Mathématiques 
pour  1900. 

CHAPITRE  I. 

QUATRIÈME    DEGRÉ. 

1".  Le  groupe  général  ®  des  vingt-quatre  substitutions  entre 
quatre  lettres  ;ri,  ^2?  ^s?  ^\  peut  être  envisagé  comme  provenant 
des  substitutions  a,  ^,  0,  e,  savoir 

a  =  (i2)(34),         p  =  (»3)(24),  [ap  =  ?a  =  (i4)(23)l, 

a  =  (4)(i-23),         e  =  (i)('i)(34). 

Si  e  manque,  ®  se  réduit  au  groupe  alterné  d'ordre  douze;  si 
0  manque,  ®  se  réduit  à  un  groupe  d'ordre  huit;  si  û  et  e  man- 
quent simultanément,  ®  se  réduit  au  groupe  ^des  quatre  substi- 
tutions I,  a,  ^,  a^. 

2".  Posons 

j  (/•  j  =  Xi-^Xj,        «,  y  =  I,  2,  3,  4  ; 

considérons  le  rapport  anharmonique 


K  =  Ko  = 


!3.j!4.| 


des  Xi  et  la  façon  dont  K  se  transforme  par  les  substitutions  de  ®. 
Soient 

Voici  la  façon  dont  a,  ^,  S,  £  transforment  les  t  : 
a  et  jï  n'altèrent  pas  T|,  72  ni  T;,  ;  ensuite 

'^1      —  "il 
^  —  ("l'i'^a)         Ê,  =      Ta     — Ti   I, 
'3     —  '3 
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Nommons  o[R],  . . .,  ce  que  d(!vienl  K  par  reOel  de  o, 
viendra 

îl  -4-  Tj         Ko  —  I 


,11 


;tK.j^8[-lî]=-.IJ^!i 


I 


=  K,. 


Kt,        5[K,]  =  K., 


3".  Les  déplacements  des  six  lellres  Ko,  ...,  K5  forment  un 
groupe  U  d'ordre  six,  isomorphe  avec  liémîédrie  au  groupe  ®  (1°). 

A  la  substitution  unité  de  U  correspond  dans  ®  le  groupe  g: 
0  a  pour  correspondante 

:S  =  (  KqKi  Kj  )(  K]  Ks  k;^ 

n  £  a  aussi  pour  correspondante 

€  =  (KoK3)(K,Ki)(K,Kv). 

Se  reportant  à  ma  Note  Sar  te.  rapport  anharmoniquPy  in- 
sérée aux  Nouvelles  Annales,  i8()ç^,  on  verra  <pie,  lorsque  les 
six  quantités  Ko,  . . .,  K.i  ne  sont  pas  toutes  distinctes,  les  quatre .r 
étant  toutes  inégales,  il  ne  peut  se  présenter  que  deux  éven- 
tualités. 


Cas  écju ian  harni on  (([ne. 
et  Kj;  —  Ko  -(-  I  =  o,  d'où 


Ko==K,  =  K2;   Kgi-^Kt^Ki 


Ko  =K|=K2= —  0,         Kj=K^=Kj=:  —  p* 
(c  n=  racine  primitive  cul)i(|uc  de  runiic). 

Cas  liarnionif/ue.  —  Ce  cas  se  décompose  en  trois  : 

Ko=  K3  =  —  I,        Kj  =i^  Kv  "=      •>.. 


Ko  =  Kj  =     2,         K|  =  Kj  = 


Ko  :^  Ks  = 


Kl—., 


Ki 

= 

K» 

= 

1 

K 

K2 

= 

Ki 

=  - 

—  1; 

K3 

— 

K, 

= 

2. 
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i'\  Soit 

a^x^  -^  4^1^'-+-  6at^*-^  4o3jr  -h  a^  =  o 

Téqualion  du  quatrième  degré  dont  les  x  sont  racines.   Introdui- 
sons les  deux  invariants 

I  =  2(aoav  —  4«i«j-+-  -^«î)» 

J  =  6(ao«î«*-*-  Jtai^jaj —  «?  —  aj  «©—  «'«*) 

et  Finvariant  absolu 

i>  =  I»J-t 

lié  au  rapport  unharmoi)i(|ue  R  par  la  relation 

(K'-^K-f-i)' 

'^^  [<  K  -h  ï)Vk  -  -  2;(2  K  —  i/j* 

(t'oir  les  Leçons  sur  la  Géométrie  de  Clebsch,  traduction  A.  Be- 
noist.  Tome  l,  pages  a84,  285,  297). 
Dans  le  cas  équianharmonique 

12=^1=^0.         K*  — K-+-i  =  o; 

clans  le  cas  harmonique 

U=:3c,         J^o,         (K-hi)(K  — -oC-iK  — I)  =  o. 

Il  est  évident  d'ailleurs  que  les  deux  cas  s'excluent  mutuelle- 
ment. 

o".  Soient  maintenant  une  anliarmonique  A,,  f(x)  =  o^  et  G 
son  groupe  entre  les  quatre  racines  Xi{i=^\j  2,  3,  4)«  G  sera 
contenu  dans  le  groupe  ^  du  1^  ou  coïncidera  avec  0. 

Ou  pourra  écrire,  sous  le  bénéfice  des  explications  données 
dans  rintroduction, 

f{x)  =  :r^-r-6aja7*  -|-  ^a^x -\-  a^. 

Le  foX^ïiome  f{x)  aura  les  deux  invariants  (4*') 

puisque  ao=  1  et  ai  =  o.  Le  rapport  anharmonique  Iv  lié  à  Tin- 
variant  absolu  Û  =  T' J   -  par  la  relation 

u^->4       -     (ïv*--K-^i)»  _ 
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(*st  constant,  c'est-à-dire  rationnel.   K  ne  doit  pas  changer  par 
rintervention  des  substitutions  de  G. 

6°.  SiG  contient  la  substitution  ternaire  ù  =  (4)(i23)  du  1°, 
on  a 

12  =    [  rr^  O. 


Il  faut,  en  effet,  alors  que  (3**) 


et 


Û  =  o. 


Si  G  contient  la  substitution  binaire  e  =  (i)  (2)  (34)  du  1% 

on  a 

i2  =  ce,        J  =  o. 

En  effet,  alors  (3") 

Ko  =  Kj,        Ko-+- 1  =  0. 

Comme  les  cas  équianharmonique  et  harmonique  s^excluent 
mutuellement,  on  voit  que  G  est  contenu  : 

soit  dans  le  groupe  alterné  entre  quatre  lettres,  dérivé  de  a,  p,  0, 

avec  1  =  0, 
soit  dans  le  groupe  d'ordre  huit,  dérivé  de  a,  p,  e,  avec  J  =  o, 
soit  dans  le  groupe  g  d'ordre  quatre,  dérivé  de  a  et  P,  IJ  ^  o. 

Je  dirai  que  Tanharmonique  A4  est  équianharmonique  si  I  =  o, 
harmonique  si  J  =  o. 

Je  vais  m'occuper  de  la  construction  des  A»  équianharmonique 
et  harmonique. 

7".  Dans  hj^  le  coefficient  a^  ne  peut  être  nul  et  A4  ne  peut 
devenir  bicarrée. 

Les  quatre  racines  seraient  dans  ce  cas  w,  t^,  —  m,  —  r.  Expri- 
mons qu^elles  sont  intégrales  de  ré(|uation  U  de  Kiccali;  il 
viendra 


pui 


Comme  on  ne  peut  avoir  iii)o=  in)a=  o,  sans  quoi  Ton  n'aurait 
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plus  une  équalion   de  Kiccali,  il  vient  ii- — i'-=:o   et  h,,  aurait 
des  racines  égales. 

8**.  Si  a2=  o,  Ils  ne  peut  être  ni  harmonique,  ni  équianhar- 
monique.  En  effet  alors 

at=:o,         \  =  'xa<,,         J=  —  CaJ. 

Pour  I  =  o,  «4=0,  et  il  y  aurait  une  racine  nulle;  pour  J  r=  o, 
aj=o,  ce  qui  est  absurde  (7").  c.  q.  f.  d. 

Je  supposerai  donc,  pour  la  construction  des  h^  équianharmu- 
nique  et  harmonique,  a^a^yé.  o. 

9".  Multiplions,  ce  qui  est  licite  ([ntroduction)  x  par  le  facteur 
rationnel  r~*;  A4  devient 

Posons 

T  =  air^=i  a-^r"^. 
d'où,  puisque 

et 

Alors 

1  ='2(G-+-3T*),        J  =6(T5^T3— T»). 
Si 

1  =  0,         G  =  _3T«, 

f{x)  =  a:*  -+-  6  T  a:»  H-  i  Tx  —  3  T*. 

Si 

/(>)  =  ar*-i-  6Ta7î-f-  4Tar  4-  T(T  -}-  1). 

Z>a/i5  /'w/i  et  Vautre  cas  f{x)  est  un  polynôme  en  x  etli  à 
coefficients  numériques.  C'est  un  résultat  annoncé  dans  l'Intro- 
duction. 

10®.  Passons  maintenant  aux  A4,  où  IJ  ^  o  et  dont  le  groupe  G 
coïncide  avec  le  groupe  «^  des  quatre  substitutions  i ,  a,  j3,  aj3  (6**). 
On  aura  d'abord 

JT,  -+-  a7j  -H  J^3  -+-  «Tv    =0, 

sans  quoi 

o  =  j-i  -7-  a^j  =  X3  -+-  j^v 

et  A4  serait  bicarrée,  ce  (|ul  est  absurde  (7"). 
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L'expression 

(  J'i  -^Tf—  .rj  —  j-4  )«  =  x^p, 

invariable  par  a  el  ^,  esl  rationnelle;  i   en  est  de  même  pour 


De  là 


(  ar,  -,-  X,  —  j-,  —  ^4       a 


i  ^1  H-  Tj  =  u  v^        j  \  x,  j-j  ^  r/  -h  /•  V  V   / 


«•»  H-  ^4  = 


7vV  ^         '  .vj^4=  y     -r\'p  \ 


el 


(o') 


^  ^4  =  —  V  7     vV  ^  y  -^  ''  v''^  ^  -  /«r  -  K 

^î  =  y>         h^^p  —  q—r  \' p 
K^=p  —  fj^ry/p, 

H**.  O/i  ^ew/  faire  /•  =  i .  D'abord  r  ^^  o,  sinon,  par  les  for- 
mules (o')  du  10**,  A  =  K,  ^1  = —  j?!,  X2= —  .Tj  el  //j  deviendrait 
bicarrée  (7**). 

Multiplions,  ce  qui  est  licite,  x  par  /*.  On  pourt*a  diviser  par  r 
les  deux  membres  de  Tégalité  (o)  du  10**,  ce  qui  revient  à  faire 

r  r:^  I  . 

12**.   Formons  le  rapport  anliarmonique 

Par  les  formules  (o')  du  10",  il  viendra,  tout  calcul  fait, 

y,  -+.  y  -  A  ' 

A-  — (/>  —  yV- — /;,  puis([ne /•=  I,  cl  oiilin 


(I) 
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Comme  (  !()")  py£o^  je  poserai  ^  =  /?ï  et  (  i  )  devient 


(.*) 


V  "(.-T)^-(^_^y(.^T)« 

T  

^  ~  /K  —  I  \« 

(•-'^>*-(-K.-.)('^'f)'- 


13".  Construisons  maintenait  h^  avec  les  formules  du  10".  On  a, 

puisque  R  =  o, 

xi  —  ff  =  h,       fir^^Py 

h^  =  p  —  q—/r,         K*  =/?  —  r/  -h  A', 
d'où  successivement 

a-i«-h/>  —  o.Txg  -h^  =  p  —  (j^ff, 

(j',*-f-<7)*=/>(2:?-,  — i)\ 

Toute  autre  racine  donnerait  le  môme  résultat,  et  il  vient  pour  A4 

f{x)  =  (x^-h  r/)^  —  p('i.r       i  )2. 

Mais,  par  les  formules  (1)  du  12**,  p  ei  q  sont  rationnels  en  T  el 
/{x)  est  encore  un  polynôme  en  j^etT  à  coefficienls  numériques. 

14®.  On  sait  que  tous  les  groupes  S  linéaires,  fractionnaires, 
d'ordre  fini,  appartiennent  à  cinq  types  diflerenls  : 

I.  Circulaire  {Kreisthcilungsgruppe  de  M.  Iviein),  dérivé  de 
Tunique  substitution 

II.  Pyramidal,  dérivé  de  %m  et  de 

I  --  -- 1. 

[Doppelpyramidengruppe  de  M.  Rlein). 

III.  Tétraédrique,  isomorphe  sans  hémiédrie  au  groupe  alterné 
enlre  quatre  lettres. 

IV.  Octaédrique,  isomorphe  sans  hémiédrie  au  groupe  général 
^5  (1")  entre  qnalre  lellros. 
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V.  Icosaédriqup,  isoniorplie  sans  hcmiédrie  an  gi'oupe  alterne 
entre  cinq  lettres. 

Or,  dans  le  cas  actuel,  le  groupe  G  de  A^  possède,  en  vertu  de  la 
discussion  précédente,  les  propriétés  suivantes  : 

Si  /i4  estéquianharinonique,  G  est  le  groupe  alïernéenlrc  quatre 
lettres. 

Si  A»  est  harmonique,  G  provient  de  ©  par  la  suppression  de  o 
(1**);  G  est  isomorphe  au  groupe  pyramidal  pour  m  =  4- 

Si  /14  n*est  ni  harmonique  ni  équianharmoniqup«  G  dérive  des 
substitutions  a  et  ,3,  a^  =  ^a,  a2r=  1,  [i-^  —  i  el  est  isomorphe  au 
groupe  pyramidal  pour  m  =.  1, 

On  retrouve  ainsi  des  résultais  annoiirés  dans  rintroducliou. 

CHAPITKK  11. 

CINQUIÈME     UEGIIK. 

lo*\  Soit  maintenant  une  A5,  dont  Xo,  Xi ,  • .  .,  x^  seront  les 
cinq  racines.  Nommons  G,  le  groupe  de  A5  el  Go  le  groupe  des 
substitutions  de  G  qui  laissent  ^0  immobile.  Ces  dernières  doivent 
laisser  tixe  le  rapport  anharmonique 

K-i  =  (^8--^i)(^*  — ^i> . 

Je  suppose  que  Ton  ait  démontré  (ce  qui  se  fera  un  peu  plus 
loin)  que  R  n'est  ni  harmonique  ni  équianharmonique.  Alors  Gj, 
ne  pourra  contenir  (Chapitre  l)  ni  0  =  (1  2  3)  (4)  ni  e  =  (1  )(2)(34) 
et  se  réduira  à  ^  ou  à  un  groupe  contenu  dans  g.  Ainsi  G  ne  con- 
tiendra aucune  substitution  laissant  immobile  plus  d'une  racine; 
toutes  les  racines  s'exprimeront  rationnellement  en  fonction  de 
deux  quelconques  d'entre  elles,  et,  comme  le  degré  est  premier, 
Aj  sera  une  équation  de  Galois. 

G  étant  transitif  a  son  ordre  divisible  par  cinq  et  contient  la 
substitution  circulaire 

(T  =  (o  I    A  3    i)  =    !  /,  t  -h  I  I       (  1110(1.   5). 

entre  les  cinq  racines  .r/,  (/ :-^o,  1,  .  .  .,  4).  G  s'obtient  en  corn- 
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binant  avec  a*  la  substiuilion 

T  =  1 1\  li\     (mod.  5). 

Comme  t  est  contenue  dans  g.  on  a 

t:*=  I,         /«s  I     (mod.  5), 
/  ^j  4     (mod.  î), 

-  =  |/,4/|  =  ro)(i4)('i3)  =  flt3, 

G  contient  les  dix  substitutions 

7*    et    xff*,        k  —  Of  I,  '2,  3,  4- 
G  est  isomorphe,  pour  m  =  5,  au  groupe  pyramidal  S  du  14". 

16^.   Reste  à  montrer  que  K  n^est  ni  harmonique  ni  équianhar- 
monique. 
Posons 

K0=tl4i,  fAl=J2oj,  fl5=j3lj,  }l,=  J4îlj,  [l4={o3;j, 

La  substitution  9,  qui  ne  saurait  manquer  dans  le  groupe  G,  per- 
mute les  |JL  circulairement  : 

On  a 
et  aussi 

fl0-i-...H-  JA4=0. 

Enfin  par  un  calcul  facile 

/  5a:o  =  2(|A4— fi,)-f-}i,— |j.,, 

Posons  ensuite 

^  =   \^l  .^ll  H  =   |J.o  .  .  .    }X4, 

d'où 

11'  =  abcde^ 

XXVIII.  7 
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et 
(jL{ii  =  bde^         ixjjtj  =  cea,         jifJLj  =  dab^         \x\Ki,  =  ebc,         \i\t^  —  acd, 

Reinplaranl  dans  les  formules  (o)  les  u  par  leurs  valeurs,  il 

viendra 

l   jfiJTo  =  ^-^«(c — d)-ha(ec  —bd), 

(i)  {  5iiTi=  2ca{d — €)-^b((fa  —  ce). 


par  perinutalion  clrculiiire  des  cinq  ieltres  r/,  ^,  r,  d  el  c. 
Remarquons  que,  si 


or 

il  viendrait 


ft  —  b  —  r  =z  d  =e.  iiTq  =  u-r»  —  ...  —  |jlj^;^  =  »; 

jjL«  =r=  abcde  y  o  ; 

To  =  .  . .  =  Xv  =  o, 


ce  qui  est  absurde.  Aucune  des  cinq  lettres  a e  n'est  zéro, 

car  alors  une  des  cinq  lettres  jjlo;  . .  « ,  u,,  serait  nulle  et  A^  aurait 
des  racines  éjçales. 

17".   On  a 

K-"  =  i-^'!  i '*'-^''  =         f^i !-t»        _  _«_ 

La  substitution  o-  de  G  permute  circulairement  a,  . . . ,  ^  tout 
en  laissant  K  invariable.  Il  vient  ainsi  le  système  des  cinq  équa- 
tions linéaires  homogènes 

—  Ka  -\-     c  -^     d  =  o, 

—  K6  -h     rf-h     c  =  (), 

(•2)  <  a  -    Kr  -|_      e  =  o, 

a  H-     6  —  K^  ~  o, 

6  -+-     c  —  Ke  =  o. 

Aucune  des  r/,   .  . . ,  ^  n'est  zéro  (  16**)  ;  donc 


A  =-: 


-K 

o 

1 

I 

o 

o 

-K 

o 

1 

l 

1 

<>  » 

-  K 

o 

1 

I 

I 

« 

—  K 

0 

o 

, 

I 

0 

-K 

=  (K  — 2)(K«-+-K  — i)»=o. 
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Si   K=>.,  ^/ =  ù  =. .  .=  e^  ce  qui  est  absurde  (i6"  in  Jine), 

Ainsi 

K*-f-  K  —  1  =  o. 

Nommons  6  une  racine  primitive  cinquième  de  l'unité  et  soit 
p  =0  +  0*,  f-=r  2  4-8-4-6'  et,  en  vertu  de  0*  H-. . .+ 0  H- i  =  0, 
o'-4-  p  —  1  =  0.  Les  deux  valeurs  de  K  sont  donc 


K  =  0  -H  0*        f  i 


K  =  0»  f-  OV 


On  n'est  ni  dans  le  cas  équianharmonique  ni  dans  le  cas  harmo- 
nique. C.    Q.    F.    D. 

18**.  Si  on  annule  K- -h  K  —  i,  en  faisant  par  exemple  K  =64-6*, 
tous  les  premiers  mineurs  du  déterminant  A  (17**)  sont  nuls;  «,  6, 
c,  rf,  e  s'expriment  en  vertu  des  équations  (2)  du  17°,  par  des 
fonctions  linéaires,  homogènes,  à  coefficients  numériques,  de 
deux  indéterminées  ii  et  p.  Les  substitutions  o*  et  t  du  groupe  G 
(15*')  se  traduisent  sur  u  et  p  par  les  deux  substitutions  linéaires 
homogènes  rS  et(?.  On  peut  toujours  supposer  S  mise  sous  forme 
canonique;  comme  t5=  i,  rS*  ==  i  et 


S  = 


Comme  t''*=i,  tot^t"*,  on  a  aussi  £-==!,  (s>)C  =  8~*  c'cst- 
à-dire,  par  un  calcul  facile, 

u      V 


et 


G  = 


a  -h  3  ^--  o         (iiic»(l  3). 


5  doit  permuter  «,  />,  .. .,  ^  de  la  façon  suivante 

-:  =z{a)(be)icd) 
7  =(  abcde  ). 


et  -S  ainsi 

Par  conséquent 
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Perlons  dans  la  première  des  équalions  (12)  du  17",  il  viendra 

K  «  —  c  -^  d, 

(o-He^)(a4-^')  =  (e»»-f-e»a)M-h(o«PH-9'?)i', 

a  —  9.,         p  =^  3  (mod  5) 

a   =3,         p  r=r  9.  (mod  5). 

Je  prendrai  a  :=  'à.  On  aura  ainsi 


d'oii 
ou  bien 


(0 


'  rt  —     w    H-  r, 
i  rf=   0«  -h  OH-, 


L*ëqualion  du  cinquième   degré   qui    admet   cr,  b,  c,   rf,   é»  pour 
racines  est 

A(X)=  X»—  Smç'Xîh-  5m«p»X— (M«-h  i;»)=  o. 

19**.  Ainsi  les  deux  substitutions  t=  (01  234)  etT  =  (o)(i4)(23) 
de  G  se  traduisent  sur  les  |jl  par  les  deux  substitutions 
(;^o!^i!^2iA3|A4)  et 


f^o  Hti  jij  Us  txi 


sur  les  or,  ...,  e  par  les  deux  substitutions  (abcde)  et  (a)(6e)(crf); 
sur  £/  et  ç'  par  les  deux  substitutions 


.S  = 


Ç^  = 


M       i- 
i'       U 


Enfin  |JL=  [jLo[Jt4  |JL2[i3[JL4,  ^'^  =  abcde^  reste  invariable  par  a*  et 
change  de  signe  par  t. 

Les  deux  expressions  u^-\-v^=p  et  uç  =  q  sont  invariables 
par  S  et  G,  c'est-à-dire  par  toutes  les  substitutions  de  G.  p  et  q 
sont  donc  rationnelles. 
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l^s  deux  quantités  d'un  des  cinq  couples 

a,  x^, 
hy  xx, 
c,     a:,, 

sont  invariables  par  les  mêmes  substitutions  de  G.  Donc 

4  désignant  une  fraction  rationnelle  à  coefficients  rationnels.  Effec- 
tuons la  substitution  9  sur  l'expression 

qui  est  nulle,  c'est-à-dire  à  valeur  rationnelle,  on  aura 

Construisons  A. 

2(V\   Portons  les  valeurs  de  nr,  ...,e  données  par  les  formules  (i) 
du  18",  dans  les  formules  (i)  du  16°.  Il  viendra,  tout  calcul  fait, 

T)  ;x  .i'o  =  R  (  M  —  t>  )  (  tt»  -h  i^*  ) , 

R  =  2(e«— 8»)-h0  — 6*. 

L'expression  =  r  est  invariable  par  toutes  les  substitu- 
tions de  G,  c'est-à-dire  rationnelle. 

Le  quotient  (m*  —  i'')(a  —  i')~'  est  égal  à 

M*  -h  a'p  -f-  M'f'  H-  uv^  -+-*'*  =  a*  -+-  i^^  -H  wp(a*  -+-  v^)  h-  M't>*. 

Or 

iw  =^  q^        u  -*-  V  =  a; 

donc 

«*  —  v» 


=  a*(rt' —  3^)  -h  q 
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Alors 

O'^    —     ; =       — — 

')  [X  J  (  «*  —  V*  ) 

_  /'K  «*  —  9.q  _  I  / 

OU 

^^^  î  X2(Xî_3<y)4_,y 

X  étant  une  îndélerminée. 

21".   Posons  a-  =  (j^,  on  aura 

Hr  :—  > 

^0  =  ■^~ 


Mais  «  est  racine  de  l'équation  (18*  in  Jine) 

\ia)  —  a(a^  —  *> qn'^  -j-  /» r/* ;  —  />  =  o, 

puisque 

uv  —  q.  M*  -+-  r*  =  /?         (  lî)" ). 

Alors 

Si,  au  lieu  de  raisonner  sur  x^  et  a,  on  avait  raisonné  sur  x% 
et  6,  jTj  et  c,  .  .  .  on  aurait  eu  les  mêmes  résultats. 

22".  En  résumé,  Téquation  A  g  s^obtient  en  éliminant  Ç  entre  les 
deux  équations 

Il  est  licite  de  multiplier  tous  les  .r  par  le  facteur  rationnel 

\\r 

cela  revient  a  taire  - —  =  i 

jq 


5^' 


On  a  à  éliminer  !J  entre 


(;-3)-hi 

Le  résultant  est  bien  un  polynôme  du  cinquième  degré  entre  X^ 
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et  ï  H  cocnicicnts  miinériqiies.  I.a  rclalion  alj^ébriquc  entre  x 
et  T  est  du  degré  zéro. 

23".  L'équation  du  cinquième  degn?  qui  vient  d'être  conslruile 
est-elle  effectivement  une  anharmonique?  Autrement  dît,  tous  les 
rapports  enharmoniques  formés  avec  quatre  racines  quelconques 
sont-lis  constants? 

Il  faut  répondre  par  l'affirmative.  Donnons,  en  effet,  le  nom 
de  %!  au  svslème  des  six  rapports  anharmoniques  distincts,  formés 
par  les  quatre  racines  autres  que  Xi-  On  a  vu  au  Chapitre  ï  que 
tous  les  termes  de  U/  sont  des  fonctions  rationnelles  à  coefficients 
numériques  d'un  quelconque  d'entre  eux. 

Toute  l'analyse  du  présent  Chapitre  II  a  eu  pour  but  de  mon- 
trer la  constance  du  rapport  anharmonique  K  du  15°.  K  est  un 
terme  de  H©-  La  substitution  a*  de  (i,  qui  permute  circulairement 
les  cinq  systèmes  U/(/=o,  i,  ...,  4)  ne  change  pas  la  valeur 
numérique  constante,  c'est-à-dire  rationnelle,  de  K.  Chacun  des 
cinq  systèmes  H/  a  un  terme  constant,  c'est-à-dire  tous  ses  termes 
constants.  c.  q.  f.  d. 

Nous  avons  ainsi  établi  les  résultats  annoncés  dans  l'Intro- 
duction. 


SUR  LES  CHANGEMENTS  DE  VARIABLES  ; 
Par  M,  Jules  Bf.udon. 

Ce  Travail  a  pour  objet  l'élude  des  quadratures  dont  l'élément 
différentiel  contient  des  fonctions  arbitraires  (*).  Cet  algorithme 
s'est  présenté  depuis  longtemps  dans  les  résultats  de  l'intégration 
d'équations  aux  dérivées  partielles;  dans  un  très  petit  nombre  de 
cas,  on  a  effectué  la  quadrature  au  moyen  d'un  changement  de 
variables  convenablement  choisi;  mais  on  ne  possède  aucune  mé- 
thode générale  pouvant  servir  de  guide  dans  les  essais. 


(')  Le  prinripo  de  la  méliiodc  employée  dans  celte  étude  a  élc  donné  dans  une 
Note  des  Comptes  rendus  de  tWradcmie  des  Scicnres  (i')  mai  1^99). 
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Je  Iraile  deux  cas  généraux,  à  savoir 

où  ©  et  'i  sont  des  fonctions  données  de  leurs  arguments,  elyune 
fonction  arbitraire  de  x.  Je  termine  par  un  exemple  simple  au- 
quel la  méthode  que  je  propose  s'applique  complètement. 

1. 

1.  Rappelons  d'abord  quelques  propositions  classiques.  A  une 
équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre 

correspond  en  général  une  équation  de  Monge, 
/  dr    dz\ 

donl  rinlerprétation  géométrique  est  la  suivante  :  elle  représente 
Tensemble  des  enveloppes  de  caractéristiques  sur  les  surfaces  inté- 
grales. 

Si  Ton  connaît  une  intégrale  complète  ¥(x^y,  5,  a,  fc)  =  o  de 
Téquation  aux  dérivées  partielles  (i),  les  courbes  définies  par 
Téqualion  (-a)  peuvent  élre  re|)rosentées  parles  équations 

permettant  de  calculer  j:,  y,  z  en  fonction  du  paramètre  a,  et  'l 
étant  une  fonction  arbitraire  de  a. 

Réciproquement,  pour  intégrer  une  équation  de  Monge 

/7  /  dy     dz\ 

non  linéaire,  on  posera 

dz  dy 
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en  écrivant  que 


/  dv  dy\ 


a  une  racine  double  en  -^  >  on  aura  une  équation  aux  dérivées  par- 
tielles 

(4)  f\i^,yy^,p,q)  =  "' 

La  connaissance  d\ine  intégrale  complète  de  Téquation  (4) 
permettra  de  résoudre  l'équation  (3),  comme  il  a  été  dit  précé- 
demment. 

2.  Soit  la  quadrature 

(5)  I  o{ûr,y,y)dx 

Si  la  fonction  ©  est  linéaire  en^',  soit  ©  =A{Xyy)  -r-  B(:r,  )')j', 
on  résoudra  Téquation  de  Pfaff, 

A(x,y)  dx  -h  ^(r,y)dy  =  dz 

en  utilisant  la  méthode  bien  connue. 

Si  la  fonction  (p  n'est  pas  linéaire,  on  posera 

(6)  y(^,_^,^)=.^.^_.^+_... 

OÙ  X  est  une  fonction  quelconque  de  x,  y^  z.  Si  l'on  peut  déter- 
minera de  manière  que  Féquation  de  Monge  (6)  puisse  être  inté- 
grée, la  quadrature  (5)  sera  effectuée. 

II. 

3.  J*ai  montré,  dans  ma  Thèse  de  Doctorat  ('),  que  les  systèmes 
en  involution  d'équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre 
en  involution  ont  les  mêmes  propriclés  que  les  équations  du  pre- 
mier ordre,  relativement  aux  caractéristiques,  et  j'ai  montré 
qu'ils  pouvaient  servir  à  l'intégral  ion  d'équations  de  Monge  d'ordre 
supérieur. 

('  )  Annales  de  VÉcole  Normale,  Suppicinenï  ;  i8f)fi,  page  33. 
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Il  y  a  |jouilanl  une  difl'érence  essenlielie  eaire  le  jM*cmîer  ordre 
et  les  snivants  :  à  tonle  équation /(x,  y,  z,  y\  5')  =  o  correspond 
en  général  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre, 
tandis  qu'à  une  équation  f{oCjy^z^y\z\r"^z'')^o  ne  corres- 
pond pas  en  général  un  système  en  involution,  et  cela  même 
lorsque  la  relation  f  est  linéaire  en  y^  ei  z'\  M.  Goursat  s'est 
occupé  de  ces  équations  dans  un  Mémoire  publié  dans  \^  Journal 
de  r École  Polytechnique  ('  );  je  ferai  usage  de  ses  formules. 

4.  Tout  système  linéaire  et  du  second  ordre  en  involution  peut 
être  mis  sous  la  forme 

(  7  )  r  -h  X  5  -4-  ;i  =  o.         5  H-  /  ^  -h  V  =  o, 

\  jJL,  V  étant  des  fonctions  de  Xj  y^  c,  /?,  q  vérifiant  les  deux  con- 
ditions suivantes  : 

'  dp       ocj  dp  ôq 

f  /àl       à}.  dl       0'x\ 

L'équation  de  Monge  généralisée,  attachée  au  syslcuic,  s'ob- 
tient en  éliminant  p  et  q  entre  les  équations 

M.  Goursat  a  montré  (/oc.  cit.)  que  l'inlégrale  générale  du  sys- 
Icjne  (7)  est  de  la  forme 

on  aura  l'intégrale  de  léquation  de  Monge  en  éciivant 

(il)  4>  =  o,  .-  =  0,        -----  =  o 

1)7.  Ox^ 

(')  Journal  de  l'École  Polylechnt'f/ne.,  II"  Série.  3'  Cahier;  1897. 


(8) 
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5.   Soil  la  quadrature 
Posons 

(i3)       M(x,7,^  )y-  y(x,y,y  =  ~  -f.  -  y  +  jp^'  "^  =  > 

a  étant  une  fonction  de  x,  y,  y'  et  z  une  fonction  de  j:. 

Est-il  possible  de  déterminer  la  fonction  a  de  manière  que 
l'équation  de  Monge  (i3)  provienne  d'un  système  en  involution 
tel  que  (7)? 

Pour  la  commodité  des  calculs,  nous  restreindrons  la  généralité 
du  système  (7),  en  supposant  que  X,  |Jt,  v  ne  dépendent  que  de 
Xy  y,  q;  les  conditions  d'intégrabilitc  deviennent 

\  âx        ^  df       dq         '  àq~~ 

On  peut  écrire  autrement  ces  conditions,  en  prenant  pour 
nouvelles  variables  x^  y^  y ^  le  changement  de  variables  étant 
défini  par  la  relation 

la  fonction  F  étant  la  fonction  implicite  définie  par 

y  =  X(3:,/,  7); 


on  aura 

àV^ôF_  dy  __ 

ox  '  oy  ox  ~~   ' 

OF      dF  dy 

dy       dy  dy  ~ 

-    Oy 

dF   dy'  _ 

dy  dc]     *• 

Les  deux  conditions  d'intégrabililé  prennent  la  forme  nouvelle 

1   dF         ,  dF       dix  ,  d^i 

Wx-^^dJ^^dy^^'  dj'-'''^ 

f  *^  \  ^^^  ~  ^^/  ^'  ~  '^  ^y  ^  ~"  \  '   '^  ^y  /  '^-^    '  ^y  ^  ^ 

et  Téquation  de  Monge,  du  système  (7),  devient 
(16;  z"^  y  Fix.y.y)  —  ;ji  — vy. 
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On  aura  donc,  pour  délerniiner  les  fonctions  A,  jjl,  v  et  a,  les  con- 
ditions 

auxquelles  il  faut  joindre  les  équations  (i5). 
D^abord 

âF  _  dW         à^a  àF  _  àW         â^a  ^  -_  ^  _  ^'^ 

àx  ~~  dx       dx  dy'  ày       ôy       dy  dy  dy'       dy'       ôy'^ 

et  la  première  des  équations  (i5)  s'écrit 

^'^^  Ox'^^  dy       ôxây'      ^  dydy''^  dy'^^  ày'"'' 

et,  en  dilTérenlianl  par  rapport  à  y  la  seconde  équation  (17),  on 
obtient 

ày       "^    dy  dy        dx  dy        dy      ^    dy  dy 

d'où,  en  tenant  compte  de  (18), 

,     ,  d\\         ,dM       dN       du 

^'9>  '--^Ji-^y  -d^^Ty^d-y 

et,  par  suite,  à  cause  de  (i  7), 

,   ,  ^,    ,<^M    ,d\    ,.  ^M  da 

(■20)  a  =  N  —  y y  ^ y^- H—. 

^   ^  ^  -^    dx       ^   dy       -^     dy       dx 

Si  nous  portons  ces  valeurs  dans  la  seconde  condition  d'inlé- 
grabilité  (i5),  nous  obtiendrons  une  équation  aux  dérivées  par- 
tielles du  second  ordre,  définissant  la  fonction  oL^x^y^y)^  et  que 
je  crois  inutile  d'écrire. 

Soit 

/  ,  doi  d*7L\ 

^^[''^^>y^  Tx'   •••'  .F"0  =  "' 

cette  équation;  si  l'on  en  connaît  une  intégrale  particulière 
a, (a:, y, y'),  on  en  déduira  X,  jx  et  v  en  fonction  de  x^y^y'y  et  l'on 
reviendra  à  J:*,  v,  //,  grâce  à  Tégalité 
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On  sera  donc  ramené  à  l'élude  du  système  en  involution  (^). 


III. 


Voici  l'exemple  annoncé  dans  Tlntroduclion.  Soient  les  deux 
quadratures 


util 


où  u  et  Ui  sont  des  fonctions  arbitraires  d'une  même  variable. 
Prenons  u  =  x  comme  variable  indépendante,  et  posons 


'-y.y 


I  -h  XU\ 

y  élant  la  dérivée  d'une  fonction  arbitraire^  de  x.  Nous  aurons 

Il               ,         I            1  y" 

Mi  = ,  a,  = ^ 


I  -H  MMi  x^       x^       xy 

D'où 

Si  nous  appliquons  la  méthode  précédente,  nous  aurons 

M  =  -^,  N  =  21' ,  F(ar.^,y )  =  _L  -  ^,, 

xy'  XA  y     ^J^J    I        ^y        ^y 

da        I  I  d(t         \ 

oy      X*      x*y  âx       x* 

En  portant  daus  la  seconde  condition  d'intégrabilité  (i5)  il  vient 
/  2        '^y\  à-ct  I        d'à  I       d*a  ^       .       '      <^*  _ 

On  trouve  aisément  la  solution  particulière  ^>  qui   permet  de 

supprimer  le  terme  ne  contenant  pas  de  dérivés,  soit-^— ;;  dans  la 

nouvelle  équation,  on  aperçoit  aussi  la  solution  j — h  r-y^  où  p 
est   une  fonction  arbitraire  de  x  cly.  Supposons  enfin  que  a  ne 
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V    I  .  il   %ionl 


4  V  ^  I     •  y  )'P  -r-Ti  —  Jr*  - — r—,  -  I  =  o 


0^         (/3 
•^        dr  Ox 

:,    Il  I  luU'^ralc  jçénérale  est 

\(in^  ikhinioiis  donc  facilement  pour  a  la  solution  très  étendue 

MtiiiA  nous  n^avons  pas  Tintégrale  la  plus  générale.  Choisissons  la 

y' 
«tihition  la  plus  simple,  soit  a  ==  —  ;  alors 

_  1      _i_  —  __  z!       '  —  J * 

~  jT       JT^y  '  x^       x^  xy'       X 

v\  nous  avons  à  étudier  le  système  en  involution 

\  qx  -I-  I        x(qx  —  i) 

f    s  H ^  —  O. 

\  qx-^\        X 

Ap]>liquons  à  ce  système  la  transformation  d\\.mpèie,  définie 
par  les  relations 

«ît  prolongée  au  moyen  des  identités 

-  -  f'i  dxx  —  Si  dyi  =  rdx  -hs  dy^         dy  = —  «i  dxi  —  tidyi . 

Alors 

Si  s}  ,        I 
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et  le  syslème  (2î>.)  devient 


Faisons  encore  le  changement  de  variables 

nous  obtenons 

(M)  ?  ^'*^'"      ''*-^'^--^'"""'^ 

I   5 £ ^  o. 

La  seconde  équation  du  système  (a4)  donne  d'abord 
où  o'  est  la  dérivée  d'une  fonction  arbitraire  cp  de  aroî  donc 

d/  étant  une  nouvelle  fonction  arbitraire. 

Portons  dans  la  première  des  équations  (2^),  il  vient 


On  intègre  facilement  cetle  équation,  dont  la  solution  générale 
est 

^=2Cv/ji^4-/j^l0g^Jl°~'— log(^0-0-^Ct, 

d'où 

-0  =  <p(aro) v/^o  -^-  /Fô  log    ,— ~'  —  logO'o—  0  H-  Cl. 
En  remontant  la  suite  des  calculs,  on  trouve 

-I  =  ?  ( ^  )  /^ÏJ^ -H v/^Tri  log  >  --  "~  '  -  log( ^1^1  —  I )  +  c,, 
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W^f^.-'^-f' 


~-  iI6 


^.• 


r 


et 


ce  qui  fournil  Tintégrale  générale  du  système  (22). 

Posons —  =  a,  a  étant  un  paramètre;  comme  ;r  =  a:i,  les  ca- 
racléristiques  du  s>stème  (22)  sont 


r~~                           __                     Il        or  \i  "i.  "~~  I 
-y  =  /ao'(a)-4-2i/a<p(a)  +  -  "7=  '^S  -^^— 


5  =  a*a7»'(a) /a©(a) a-/»  log — h  Iog(aj:* — i  ). 

2  a  xy/oL-^-x 

Posons  enfin 
il  vient 


I 


•\/a  —  I 


(25) 


-7=  V(a)-+-— Flog'- 

5  =  x\i^\rL)  —  4^(a)] a? /a  log—  -^ h  log(aar'—  1). 


On  obtiendra  la  relation  qui  unit  :r  et  a  en  cherchant  l'enve- 
loppe des  caractéristiques,  c'est-à-dire  en  diflPérentiant  l'une  ou 
Tautre  des  équations  (23)  par  rapport  à  a.  On  obtient  (comme  on 
peut  le  vérifier)  le  même  résultat  dans  les  deux  cas,  à  savoir 


jî         x/â  +  i       aa(atar>— I)' 
el  les  deux  quadratures  sont 


- ,  _  I         I   àçy      dz 
X       X  dx      ôx 


Digitized  by  VjOOQIC 


—   117  - 

SUR  LES  SURFACES  CUBIQUES  ATANT  UN  AXE  DE  STHÊTRIE  TERNAIRE 

ET  SUR  LES  SURFACES  CUBIQUES 

POSSÉDANT  DES  POINTS  A  INDICATRICE  DU  TROISIÈME  ORDRE; 

Par  M.  DuMONT. 

L^éqiialion  générale  des  surfaces  du  Iroisième  ordre  possédant 
un  axe  de  symétrie  ternaire  est 

^'^  /  -+-3D{x^-hy*-^z^)-h6E(xjr-hjrZ'hzx)-h?i¥(z-^y-hz)'hG  =  o, 

si  cet  axe  est  la  droite  bissectrice  du  trièdre  Oxyz  et 

(2)  A5'-+-3A:>3«-h3/-s-hrH-3/?i(x«-+-j'î)z-h/>a'(3^*— j-»)-h3<7(.r«-hj'î=o, 
ou  bien 

(2')  3{mz-hpX'^q)y^-hhz^-{-3nix^z—px^-h3kz^-\-^qx^-+^^lz-hr  =  o, 

si  Taxe  de  symétrie  est  0.3  et  que  Oy  soit  pris  parallèle  à  l'une 
des  directions  asymptotiques  des  sections  3=X).  Ces  équations 
sont  à  six  paramètres,  mais  peuvent  être  ramenées  à  cinq  par  un 
transport  de  l'origine  ayant  pour  effet  d'annuler  G  ou  r. 

Pour  toute  valeur  z^  de  z,  on  a  une  section  dont  les  asymptotes 
forment  un  triangle  équilaléral  dont  le  centre  est  sur  O5  et  pour 
les  trois  valeurs  de  z  racines  de  l'équation 

(3)  A5»-4-3A\s«H-3/5-^/-+-  -j(m5H-é7J»=o, 

les  sections  sont  des  triangles  A,B«C|,  A2B2C2  et  A3B3C3  dont 
les  côtés  sont  trois  à  trois  dans  trois  plans  formant  un  trièdre.  Par 
exemple  les  côtés  A|  B|,  A2B2,  AsBg  étant  supposés  ceux  qui  sont 
parallèles  à  O^,  sont  dans  un  plan  mz-^-px  '\-  q  =z  o  coupant  O:; 

au  point  5  =  —  —  par  lequel  passent  aussi  les  plans 

(B,C,,B,Cj,  BsCa)     cl    (C,  A,.  C, A,,  C3 A»). 

Les  surfaces   à   axe  de  symétrie   ternaire  se   présentent  donc 

comme  un  cas  particulier  des  surfaces  possédant  trois  points  en 

ligne  droite  tels  que,  pour  chacun  d'eux,  le  plan  tangent  coupe  la 

surface  suivanl  trois   droites  concourantes.   Ici,   (es   Irois  points 

xxviii.  8 
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sont  sur  la  droite  de  Tinfîni  des  plans  perpendiculaires  à  O^;  en 
Tun  d'euxconcourenlAi  B,,  A^Bji  A^B^jen  un  second  B|C|,  B^C*, 
BsCjCten  un  Iroisirmc  C|  A,,  (^^Aj  et  Cj  A,. 

Un  point  en  lequel  la  surface  est  coupée  par  son  plan  langent 
suivant  trois  droites  concourantes  n'a  plus  une  indicatrice  du 
second  ordre,  mais  du  troisième. 

Désignons  un  tel  point  par  I3.  On  voit  qu*une  transformation 
iiomographique  change  la  surface  à  symétrie  ternaire  en  une  sur- 
face possédant  trois  points  I3,  en  ligne  droite,  à  distance  finie. 
Réciproquement  : 

Théorème.  —  Toute  surface  cubique  possédant  trois  pointsl^ 
sur  une  droite  d  à  distance  Ji nie,  pour  chacun  desquels  les  trois 
droites  du  plan  tangent  sont  réelles,  peut  être  transformée 
ho  mo  graphique  ment  en  une  surface  à  axe  de  symétrie  ter- 
naire. 

Soient  I3,  i'j,  I3  les  trois  points,  «,  A,  c  les  droites  du  plan  tan- 
gent en  I3,  a\  U ,  c'  et  a",  b'*^  cP  les  droites  analogues  pour  I,  et  \\. 
Chacune  des  droites  de  l'un  des  groupes  coupe  une  de  celles  des 
deux  autres  groupes.  Supposons  que  a  coupe  (i  et  al\  que  b  coupe 
//  et  6"  et  que  c  coupe  c'  et  c". 

On  peut  d'abord  transformer  homologiquement  de  façon  que 
les  trois  triangles  (aa'a"),  {bUb")^  (ccc")  deviennent  équila- 
téraux.  Si,  en  effet,  dans  un  plan  P  passant  par  d  l'on  décrit 
sur  lal,  et  sur  l^I^  des  segments  capables  de  60",  puis  que  l'on 
prenne  le  point  d'intersection  O  des  deux  arcs  pour  centre  d'ho- 
mologie,  que  le  plan  d'homologie  soit  parallèle  à  la  droite  d  et  le 
paramètre  de  la  transformation  tel  que  la  transformée  de  d  soit  la 
droite  à  l'infini  du  plan  P,  les  droites  concourant  en  I3,  en  1',  et  en  IJ 
auront  respectivement  comme  transformées  des  parallèles  à  OI3, 
à  Olj  cl  à  OI3,  c'est-à-dire  des  droites  faisant  entre  elles  des 
angles  de  60".  Par  suite,  les  transformés  des  triangles  {aa^a"), 
(bb'b")^  (cc'c")  sont  des  Iriangles  équilatéraux,  dont  les  côtés 
sont  parallèles  trois  à  trois  et  situés  dans  les  trois  faces  d'un  angle 
Irièdre.  Les  centres  des  trois  triangles  sont  d'ailleurs  sur  une  même 
droite  et  l'on  peut  maintenant  projeter  de  façon  que,  les  trois 
Iriangles  restant  équilatéraux,  la  droite  des  centres  soit  perpendi- 
culaire aux  plans  des  trois  triangles. 
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Or,  la  surface  obtenue  ayant  trois  sections  perpendiculaires 
à  une  même  droite,  qui  possèdent  la  symétrie  ternaire  par  rapport 
à  cette  droite,  possède  elle-même  cette  symétrie,  comme  ou  s'en 
assure  aisément. 

Théorème.  —  Lorsqu! une  surface  cubique,  sans  point  singu- 
lier^ possède  deux  points  \^^elle  en  possède  un  troisième  en  ligne 
droite  avec  les  deux  autres. 

Soient  I3,  r.,  les  deux  points  supposés,  a,  6,  c  et  a\  b\  c'  les 
groupes  de  droites  de  la  surface  situées  dans  les  plans  tangents  en 
ces  points.  Chacune  des  droites  a,  6,  c  rencontre  l'une  des 
droites  a',  6',  c';  supposons  que  a  coupe  a',  que  b  coupe  6' 
et  que  c  coupe  c'  et  soient  a",  b"  et  c"  les  troisièmes  droites  de  la 
surface  dans  les  plans  (aa')^  (^^0  ^^  (^^')-  Elles  doivent  ren- 
contrer lalj  au  même  point,  sinon  la  droite  lal'.,  aurait  plus  de 
trois  points  sur  la  surface  et  y  serait  tout  entière.  Mais  alors  les 
points  I3,  r,  par  chacun  desquels  passeraient  trois  droites  de  la  sur- 
face non  dans  un  même  plan,  seraient  des  points  singuliers,  ce  qui 
est  contraire  à  l'hypothèse. 

Soit  IJ  le  point  oij  a",  6"  et  cf-  coupent  ïal',. 

Ces  trois  droites  sont,  de  plus,  dans  un  même  plan,  puisque  le 
point  I3  est  supposé  non  singulier. 

Une  surface  cubique  peut  posséder  un  quatrième  poinl  I3.  Elle 
peut  même  en  posséder  six  répartis  sur  deux  droites  ne  se  coupant 
pas.  Pour  le  voir,  il  suffît  de  remarquer  que  si  l'on  fait  m  =  c/  =  o 
dans  l'équation  (2'),  les  trois  sections  réduites  à  trois  droites  sont 
formées  de  droites  concourantes. 

On  peut  aussi  remarquer  que,  si  Ton  prend  les  deux  droites 
contenant  les  points  I3  (et  supposées  à  dislance  finie)  pour  arêtes 
X  =y  =  o  et  -S  =  /  =  o  du  tétraèdre  de  référence  et  quatre  des 
poinis  1}  pour  sommets  de  ce  tétraèdre,  l'équation  de  la  surface 
peut  prendre  la  forme 

(4)  .  Tjt(jr^nix)-h-s,zt(t--pz)  =0. 

Théorème.  —  Une  sur/ace  cubique  possédant  six  points  I» 
répartis  sur  deux  droites  k,  l  ei  tels  que,  pour  chacun  d'eux, 
les  trois  droites  de  la  surface  soient  réelles,  ne  peut  posséder  un 
septième  point  I3  satisfaisant  à  la  même  condition. 
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Soient  I3,  I3,  I3  les  points  de  Â*,  Js,  J,,  JJ  ceux  de  /.  Prenons  I3, 
1*3,  Ja  et  Jj  pour  sommets  a7=y  =  5  =  o,  j;  =y  =  ^  =  o, 
5  =  /  =  a:  =  oet  ;;  =  /  =y  =  o  du  tétraèdre  de  référence. 

Si  un  septième  point  I3,  que  nous  appellerons /s,  existait,  des 
trois  droites  rf,  rf',  rf"  qui  y  convergeraient,  chacune  rencontrerait 
une  droite  de  chacun  des  groupes  concourant  en  I3,  en  \^  et  en  \\. 

Supposons  que  d  coupe 


que  rf'  coupe 
et  que  rf''  coupe 


îjJai  ï'sJî  ^'3*^87 

I     y  \t   IV  fff  I 

•sJjî  '3*'3  '3''3î 

'3^3»  U^3  ^3^3» 


rf,  d'  et  d"  sont  sur  les  hyperboloïdes  H,  H'  et  H"  définis  respec- 
tivement par  les  trois  ternes  de  droites  correspondantes  (^fig'  i)- 

Fig.  I. 


Ces  trois  hjperboloïdes  ont  en  commun  les  droites  A:  et  /,  puis- 
quMls  contiennent  chacun  trois  points  de  chacune  de  ces  droites. 
Mais  ils  contiennent  aussi  le  point  i^  et  par  suite  la  sécante  à  A*  et 
à  /  passant  par  23,  donc  enfin  un  quadrilatère  gauche,  de  sorte  que 
ces  trois  quadriques  font  partie  d\in  même  faisceau  ayant  pour  base 
un  quadrilatère  gauche. 

Les  trois  hyperboloïdes  ont  pour  équations 


(H) 

(»') 


pyz  —  mxt  =  o, 

- pj'z  -î- prn  zx  -4-  )'  /  —  o, 

mp ZT  —  mxt  -^ yt  =  o. 
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Or,  la  droilcy  ==  jjlj:,  z  =  —  t  du  premier  est  sur  le  second  si 

l'on  a  [JL- —  mjjL  -f-  m^=  o  et  sur  le  troisième  à  la  même  condition. 
Cette  équation  n'a  pas  de  racines  réelles  en  u,  par  suite  les  deux 
côtés  du  quadrilatère  autres  que  A-  et  /  sont  imaginaires  et  le  point  i 
n'est  pas  un  point  réel. 


COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES. 


SÉANCE  DU  7  FÉVRIER  1900. 


PRESIDENOR   DE   M.   TOCCIIB. 


M.  Touche  fait  la  Communication  suivante  : 

Les  équations  de  l'Hydraulique  données  par  Lagrange. 

Lagrange  a,  vers  la  fin  de  sa  vie,  publié  quelques  pages  sur  la 
Question  du  mouvement  des  fluides,  et  M.  Joseph  Bertrand  a 
reproduit  ses  Notes  à  ce  ç^u^ei  {Mécanique  analytique,  par  La- 
grange, 3"  édition,  revue  par  M.  Joseph  Bertrand).  La  théorie  de 
Lagrange  ne  diffère  guère  de  celle  d'Ëuler  que  par  les  notations, 
mais  nous  avons  pensé  qu'il  serait  de  quelque  intérêt  de  déduire 
de  ses  équations  les  équations  transformées  que  nous  avons  tirées 
de  celles  d'Euler.  Lagrange  ne  considère  que  les  fluides  incom- 
pressibles. Les  considérations  qu'il  a  présentées  l'amènent  au  ré- 
sultat 

/   ^  [d^x      ^\       DX 


<^^  ^KS-^0"s^--^^ 


fd^z       ,,\       DX 


K^?-) 


Rappelons,  en  quelques  mots,  la  transformation  que  nous  avons 
fait  subir  aux  équations  d'Euler.  Nous  avons  considéré  trois  élé- 
ments égaux  en  longueur,  ds  suivant  la  courbe  trajectoire,  ds' 
suivant  la  normale  principale  à  la  trajectoire,  ds!'  suivant  la  binor 
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maie,  puis  rfa,  Tangle  de  contingence  de  la  trajectoire  pour  la 
longueur  ds. 

Or,  les  équations  (A),  de  Lagrange,  sont  rapportées  à  trois  axes 
reclangiilaires;  nous  pouvons  choisir  ces  axes,  celui  des  x  paral- 
lèle à  ds  et  les  x  positifs  étant  comptés  dans  le  même  sens  que  la 
vitesse  positive,  celui  des  ^'  parallèle  à  ds'\  alors  celui  des  z  est 

parallèle  à  ds" .  jr-  est  ce  que  nous  avons  appelé  —  d^^  ^^^  '* 
densité  de  la  masse  que  nous  avons  désignée  par  p;  Xest  la  résul- 
tante des  forces  extérieures  suivant  l'axe  des  .r  et  nous  l'avons 
désignée  parU.  Donc  la  première  des  équations  (A)  peut,  en  con- 
servant les  notations  que  nous  avons  employées,  être  mise  sous 

la  forme 

I  dp  _  .,      <y*.r 

p  Ids  "       "  df*  ' 

Pour  voir  ce  que  représente  -^ - ,  nous  supposerons  d'abord  le 

mouvement  permanent.  Avant  de  considérer  rfjr,  élément  de  tra- 
jectoire, comme  coïncidant  avec  ds^  nous  pouvons  le  considérer, 
toujours  dans  le  plan  de  ds  et  ds'^  mais  seulement  voisin  de  e/.v, 
appeler  a  Tangle  qu'il  fait  avec  l'axe  des  y^  et  examiner  ce  que 
devient (ix,  lorsqu'on  le  rapproche  indéfiniment  de  ds  de  manière 
à  le  faire  coïncider  avec  lui.  On  a 

dx  =  ds  sinx, 

(ix      ds  . 
-,   =  -p  sin a: 
dt       dt 

différentions,  par  rapport  à  t, 

d^x      d^s    .  doL  ds 

dn        dt^  dt   dt' 

à  la  limite,  lorsque  dx  se  confond  avec  ds^  on  obtient 

d'^x  _  d^s 
dt*'  ^~dtî' 
Or,  on  a 

ds 

df  =  '^^ 
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d^où,  en  difTérenliant  par  rapport  à  s, 

(l-s    _  dvx 
ils  dt        cis 
d*s       ds  di^i 
dn^di  'ds  ' 
d^s  _       dvi 
dfi  ~  ""^  1/7 

d^s  d^x 

et,  comme  nous  venons  de  voir  que  -i—  tend  vers  -y- y 


d*x  d\fi 

la  première  des  équations  (A)  revient  donc  à 
I  dp  dvi 

nous  retrouvons  la  première  de  nos  équations  générales  du  mou- 
vement des  fluides  transformées,  dans  le  cas  du  mouvement  per- 
manent. 

Nous  avons  de  même 

dy  =  cota  dxy 


dy               dx 
^  =  ^^^^57' 

d^y 

1       da  dx               d*x 

dt^  ~ 

sin«a  dt    dt   '   '='*'"  .//«  • 

si  Télément  dx  se  rapproche  indéfiniment  de  ds,  il  vient  à  la 

limite, 

d^y  _      d%  ds 
~dt^''~'~dt  It' 
d^y  doL 

-dif=-*''Tt' 

d^y  _  ds  dx 

dt^  ~'^^^~di  ds' 
d^y  dt. 

la  seconde  des  équations  (A)  revient  donc  à 

I  dp      ..,       ^dcf. 
p  as  as 
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Pour  la  troisième  des  équations  (A)  -7-^  est  nul,  car  les  diffé- 
rentielles des  vitesses  doivent  être,  comme  les  vitesses  elles-mêmes, 
dirigées  dans  le  plan  osculateur,  si  Ton  ne  considère  que  le  mou- 
vement permanent,  et  alors  elles  donnent,  suivant  la  binormale, 
des  projections  qui  sont  des  infiniment  petits  du  second  ordre. 

Nous  retrouvons  donc  notre  équation  transformée 

p  ds"      ^  ' 

Nous  avons  aussi  transformé  Téquation  de  continuité  d'Euler 
et  nous  sommes  arrivés  à  une  équation  qui,  réduite  au  cas  d'un 
lluide  incompressible,  est 

di>i 

l'i  ÙOL       0  a  _ 

'dr~'di'~~d?~'^' 

dans  laquelle  8a  est  l'angle  de  contingence  suivant  ds^  et  o'a 
l'angle  de  contingence  suivant  ds". 

Cette  équation  est  aussi  donnée  par  Lagrange  comme  complé- 
ment des  équations  (A);  il  la  donne  sous  la  forme 

Ddx       Ddy       Ddz 

Si  nous  continuons  à  considérer  les  axes  suivant  ds,  ds'^  ds" y 
nous  ferons  remarquer  que,  d'après  les  notations  de  Lagrange, 

-|r —  est  la  variation  de  la  surface  de  la  section  de  la  petite  masse 

D;i,,  qui  correspond  à  la  variation  de  la  vitesse  (^«  suivant  l'axe  des 

X  et  que,  par  suite,  ce  terme  représente -r-  -7^;  de  même  -jr^est 

la  variation  de  la  même  surface  qui  correspond  à  l'angle  de  con- 

tingence  —  -p  suivant  ds  et  -r^—-  est  la  variation  de  cette  surface 

S'a 

qui  correspond  à  l'angle  de  contingence  —  j-„  suivante/s".  Comme 

la  surface  de  cette  section  est  assujettie  à  être  constante,  il  faut 
égaler  à  zéro  la  somme  des  trois  termes,  ce  qui  donne  Téqua- 
iion  (B)  de  Lagrange,  laquelle  n'est  autre  que  notre  équation  de 
continuité  transformée. 
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SÉANCE  DU  21  FÉVRIER  1900. 

PRÉSIDENCE  DE  U.   POINGARÉ. 

Élections  : 

MM.  Servant,  présenté  par  MM.  Kœnigs  et  Borel,  Perchot, 
présenté  par  MM.  Kœnîgs  et  Borel,  Adhémar  (vicomte  Robert  d'), 
présenté  par  MM.  Picard  et  d'Ocagne,  Sparre  (comte  Magnus  de), 
présenté  par  MM.  L.  Lévj  et  Borel,  Vuibert,  présenté  par 
MM.  Bioche  et  Borel,  HofTbauer,  présenté  par  MM.  Fontené  et 
Bricard,  Saltykow,  présenté  par  MM.  Blutel  et  Borel,  sont  élus,  à 
l'unanimité,  membres  de  la  Société. 

Communications  : 

M.  Torrès  présente  à  la  Société  un  appareil  servant  à  la  réso- 
lution de  Téquation  du  second  degré  à  coefficients  imaginaires  et 
indique  comment  on  construirait  des  appareils  pour  la  résolution 
des  équations  algébriques. 

M.  Touche  fait  la  Communication  suivante  : 

Obsenrations  sur  les  équations  de  THydranlique  d'après  Lagrange. 

Les  équations  générales  du  mouvement  des  fluides  transformées, 
c'est-à-dire  rapportées  aux  trois  axes  rectangulaires  suivant  ds^ 
ds' ^  df^  sont  les  mêmes  que  nous  les  déduisions  des  équations 
d'Euler,  ou  que  nous  le  fassions  de  celles  de  Lagrange,  à  la  condi- 
tion de  nous  borner  au  cas  de  la  densité  constante  et  du  mouve- 
ment permanent.  Mais,  comme  nous  les  avons  dans  ce  cas,  il  est 
facile  de  les  étendre  au  cas  du  mouvement  non  permanent,  en 
s^appuyant  sur  le  théorème  de  d'Alembert.  En  effet,  dans  le  cas 
du  mouvement  permanent,  nous  avons  obtenu,  pour  la  première 
des  équations  du  mouvement  des  fluides  transformées, 

(l)  -  -p=  U  — t^l  --f^y 

^  ^  p  ds  ^  ds 

et  cette  équation  est  celle  que  donne  le  théorème  de  d'Âlembert 
pour  le  mouvement  permanent.  En  effet,  p  étant  la  pression,  dp 
doit  être  la  différentielle  de  ^ç'J  ou  v^  dv^;  alors  dvi  est  la  diffé- 
rentielle de  Çi  correspondante  à  ds,  espace  parcouru  dans  le 
XXYIII.  8. 
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temps  dt\  si,  au  coniraire,  le  mouvement  n*esl  pas  permanent,  en 
même  temps  que  la  différentielle  d\^^  correspondante  à  Taug- 
meatation  de  vitesse  pour  Tespace  ds  parcouru  dans  le  temps  dt^ 
il  faut  considérer  une  diflTérentielle  d'v^  de  Cf,  qui  a  lieu  pendant 
le  même  temps  dt  et  qui  est  due  à  l'augmentation  de  vitesse,  au 
]>oint  A,  origine  de  rf^;  la  différentielle  de  jc^j  est  alors 

et  il  nous  vient  alors 

I  dp  _  ..  dv\  _      dv\ 

p  ds  ^  ds  ^    ^    ds 

OU  bien 

Nous  retrouvons  ainsi  la  première  équation  que  nous  avions 
obtenue  en  transformant  les  équations  d'Euler;  seulement  nous 

mettons  en  évidence  la  si<;nification  des  dérivées  --7^  et  -^r ;   sous 

°  ds         dt 

cette  nouvelle  forme,  on  voit  bien  que  d^^'^   peut  avoir  toutes  les 

valeurs  possibles  pour  une  valeur  déterminée  de  rf^i. 

Nous  pouvons  développer  le  terme  -tt^  suivant  la  série  de  Mac- 

laurin  et  en  appelant  /(o)  la  valeur  initiale  de  —j-^ ,  /'(o)  la  valeur 

initiale  de --j-^> y (o)  celle  de -i-j-* >  ...,   on   aura,  à   un  instant 

quelconque, 

^7  =/(o)  -^  tf(o)  +  r^fio)  ^  . . . 

et  dans  chaque  cas  particulier  de  mouvement  non  permanent,  il 
faudra  tenir  compte  des  dérivées  de  divers  ordres  de  --jp  qui  ne 
sont  pas  nulles. 

Nous  pourrions  obtenir  de  la  même  manière  la  deuxième  des 
équations  générales  du  mouvement  des  fluides  transformées;  nous 
retrouverions  Téqualion  tirée  des  équations  d'Euler 

,    .  i  dp       -,,  ûfa,         _  do: 

nous  remarquerons  que  les  différentielles  d%  etrfa,  sont  suffisam- 
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ment  indiquées  séparément  et,  par  suite,  qu'il  n'y  a  aucune  néces- 
sité de  modifier  l'équation  (2).  Nous  observerons  seulement  que  ^^• 
peut  être  développé  suivant   la  série  de  Maclaurin,  comme  nous 
l'avons  fait  pour  -t-^  dans  l'équation  (i). 
L'équation 

reste  la  même. 

Dans  l'équation  de  continuité  transformée 

I   dvx        8a        ^'«  _ 
Vi   ds        ds'       ds"  ~"    ' 

si   l'on    passe   du    mouvement   permanent   au   mouvement    non 

permanent,  —~  doit   être  changé,   d'après  ce  que  nous  vu,   en 

s — — -r^9   par  suite  en  -7-^  H ^r  et  —  -7^   doit    1  être    en 

ds  ds       ^  ds         Vi    dt  Vi    ds 

d  - -, 


v\ 


d'-A  „         rf^  d'"" 


5'a  8'a    ,  ^^      T        .  I    d'ç,  ds'  "  ^5' 

-7-;;  en  -r#  H 77— •  Les  termes  -^  — 7- >  — jt—  et  — :,—-   peuvent 

ds  ds  dt  v\     dt         dt  dt       *^ 

être  développés  suivant  la  série  de  Maclaurin. 

Le  but  que  nous  nous  proposons,  c'est  d'établir  les  équations 
d'une  courbe  trajectoire,  ce  qui  résoudra  le  problème.  Dans  le 
cas  où  la  trajectoire  n'est  pas  une  courbe  fixe,  nous  considérerons 
la  vitesse  en  un  point  A;  nous  prendrons  dans  la  direction  de  cette 
vitesse  une  longueur  AB  égale  à  ds\  ensuite,  dans  la  direction  de 
la  vitesse  au  point  B  et  au  même  instant,  une  nouvelle  longueur 
égale  à  ds  et,  en  continuant  ainsi  de  suite,  nous  obtiendrons  et: 
que  nous  appellerons  une  trajectoire  instantanée.  Nous  établi- 
rons d'abord  les  équations  d'une  courbe  trajectoire,  pour  le  cas 
des  fluides  incompressibles  et  du  .mouvement  permanent.  Nous 
étendrons  ensuite  ces  équations  au  cas  du  mouvement  non  per- 
manent et  des  fluides  compressibles,  en  suivant  la  méthode  em- 
ployée pour  le  calcul  des  mouvements  des  corps  célestes,  c'est- 
à-dire  en  dirigeant  le  calcul  de  manière  à  considérer  des  termes 
qui  peuvent  être  négligés,  en  conservant  une  approximation  suffi- 
sante. 
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SÉANCE  DU  7  MARS  1900. 

PRÉSIDENCE  DE  M.  MAURICE  D*OCAGNE. 

Communications  : 

M.  André  :  Sur  la  comptabilité  des  systèmes  de  jeux  en 
escrime. 

MM.  Borel  et  Landau  présentent  quelques  observations  à 
propos  de  la  Communication  de  M.  André. 

M.  Ferrer  fait  la  Communication  suivante  : 

Application  du  symbole  des  déterminants  positifs. 

Comme  application  de  la  théorie  des  déterminants  positifs  qui 
a  paru  dans  le  Tome  XXVII  du  Bulletin,  nous  donnerons  aujour- 
d'hui deux  formules.  La  première  donne  la  somme  des  puissances 
^ième*  jgg  ^  —  j  premiers  nombres  au  moyen  de  la  résolution  en 
nombres  entiers  positifs  de  l'équation 

(l)  *i-f-S,-h5,...=p. 

Soit  5o  521  •  •  •,  5^  une  solution  (^)  de  cette  équation,  nous  for- 
mons le  déterminant  positif 


*i! 

I 

I 

I 

I 

t 

que  nous  convenons  de  développer  seulement  par  lignes  et  qu'on 
peut  écrire  plus  simplement  (^) 


I 


(*)  ff  est  toujours  </?  naturellement. 

(')  Voir  le  Bulletin»  Tome  XXVII,  page  385.  Rappelons  que  toutes  les  fois  que 

a  colonnes  sont  égales,  la  factorielle  — ;-  est  sous-entendue,  de  sorte  que,  par 


exemple, 


lïïiilh'-     U.^hl     "■     ||r!7!Tîl  =  i- 
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nous  le  multiplions  par  la  lactorielle p^^ qu  on 

peut  écrire  plus  simplement  (')^- j —  et  nous  ajoutons  au- 
tant de  termes  semblables  qu'il  j  a  de  solutions  dans  l'équation  (i) 
pour  trouver  la  somme  cherchée  (2), 
Par  exemple  la  somme  des  carrés  est 


,  71  (  71  —  1  II    I 
•AI   — ^ — - 


/i(/i  — !)(/i~a||  I     I  II 
'•  V. lin  ?!"' 


la  somme  des  cubes 


3! 


V.' 


,31-1 


3! 


9J     1! 


3! 


/i*'-M|  1 


4!    ||il   1!    i! 


la  somme  des  quatrièmes  puissances 


1 

Il,    <.«"- 

1         1 

JT  TT 

I    I 

^  7! 

'     Ml 

4! 

f-'-     3! 

•2! 

1-1 
1 

.!|| 

I        I         I         I 

1!  1!   i!  1! 

Cette  formule  se  trouve  en  sommant  -—  =  01  directement  et 

dt       * 

par  itération.  En  effet  Titération,  qui  est  l'opération /[/(.. ./(x)]]] 

ou /!Jj,   peut  donner  des  intégrations  aux  diOférences  finies.  En 

voici  un  autre  cas.  Faisons  /x  =  x  -+-  'Z'fX,  itérer  /x  c'est  alors 

chercher  successivement 


Xn  =  ^n-X  -+-  "ïïpC^w-l), 


ÙlX 


c'est-à-dire  intégrer  —  =  ^{x)  pour  A/  =t  et  à  partir  de  ^  =  o 
jusqu'à  t  =  ni. 


(^)  En  employant  la  notation  de  Van  der  Monde. 

(^)  En  fait,  pour  le  calcul,  les  déterminants  se  développent  très  simplement  et 
se  réduisent  à  des  monômes;  mais,  en  les  laissant  sous  leur  forme  primitive,  ils 
facilitent  l'exposition  de  la  formule  suivante. 
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Voici  la  formule  qui  donne  x,, 

D'il  /i»l-t||      D«       _.|| 


1"^ 


•^^Ld    oD    çd'UI- 


Les  déterminants  positifs  (*)  formant  le  coefficient  de  'zP^* 
contiennent  des  exposants  qui  sont  encore  des  solutions  de  l'équa- 
tion (i),  les  factorielles  en  n  sont  les  mêmes  que  précédemment: 
les  deux  problèmes  sont  analogues. 

Cette  formule  contient  naturellement  le  développement  de 
Taylor;  en  efiet,  passons  aux  différences  infiniment  petites  en 
faisant  nT  =  const.  =  /,  puis  t  =  o,  n  =  co,  il  reste 

X  =  Xa-h  toxo  H — -  oDx-{-  Y)  ?  D<p  Dç  -h  . . . , 

ce  qui  est  bien  le  développement  en  série  par  la  formule  deTaylor 

de  la  solution  de  dx  =  ox  x  dt. 

*       ,     .         .  dp  f'"^ 

Pour  obtenir  x,»  il  suffirait  évidemment  de  chercher —r — ' 

mais  le  calcul  devenant  rapidement  inextricable  nous  avons  cherché 
directement  Xn  en  appliquant  le  procédé  indiqué  dans  les  A^ou- 
velles  Annales  de  novembre  1898. 


SÉANCE  DU   21   MARS  1900. 

PRÉSIDKXCE   DK   M.    ANDRÉ. 

Communications  : 

M.  André  :  De  Inorganisation  des  assauts  complets. 

M.  d'Ocagne  :  Sur  un  problème  d'analyse  combinatoire. 

(<)  Ces  délerminants,  qui  sont  à  développer  par  lignes,   sont  symboliques  et 

D*      D^ 

donnent  naissance  à  des  termes  de  la  forme  <p^  07  ?'  — f  çquiindiquentl'opératioo 

D^  r         D'        1 

9''x  Tj  I  ?p'x  — j-(cp)  |«  L'opération  faite,  on  remplace,  dans  les  9,  x  par  x^.  Voir 

le  Bulletin,  Tome  WVII,  page  2S8. 
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M.  A.  Tresse  fait  ia  Communication  suivante  : 

Sur  les  propriétés  projectlves  des  coniques. 

M.  Leau  a  récemment  démontré  (  *  ),  par  une  voie  élémentaire, 
que  la  perspective  d^une  conique  est  une  conique;  sa  méthode 
suppose  connus  les  théorèmes  de  Dandelin ,  qui  permettent 
d'étendre  aux  coniques  les  propriétés  des  pôles  et  polaires,  éta- 
blies pour  la  circonférence. 

La  brève  esquisse  qui  suit  a  pour  but  de  montrer  que,  dans  \efi 
éléments,  on  peut  arriver  simplement  au  même  résultat,  dt^s  que 
sont  établies  les  propriétés  fondamentales  des  tangentes  et  parti- 
culièrement la  suivante  :  La  portion  d^une  tangente  mobile  à 
une  conique,  comprise  entre  deux  tangentes  fixes,  est  vue  d'^un 
foyer  sous  un  angle  constant. 

Sans  présenter  la  valeur  scientifique  des  articles  ordinaires  du 
Bulletin^  les  lignes  qui  suivent  intéresseront  peut-être  ses  lec- 
teurs, et,  parmi  eux,  les  professeurs. 

Problème.  —  Construire  une  conique  dont  on  connaît  les 
positions  Ox,  Oy  des  deux  axes,  un  point  M  et  la  tangente 
en  ce  point. 

Soient  ï,  T' les  intersections  de  la  tangente  avec  OxelOy, 
N  et  N'  celles  de  la  normale  en  M  avec  les  mêmes  axes. 

Si  F,  F'  sont  les  foyers,  situés  sur  Ox,  d'une  conique  cherchée, 
les  bissectrices  de  l'angle  en  M  du  triangle  MFF'  sont  MT,  MN 
et  rencontrent  O^,  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  FF',  en  des 
points  T'  et  N'  situés  sur  le  cercle  circonscrit  à  MFF';  F,  F'  sont 
donc  donnés  par  l'intersection  de  Ox  avec  le  cercle  circonscrit 
au  triangle  MT'N'. 

On  peut  répéter  la  même  construction  sur  Oy;  mais  le  point  O 
étant  dans  un  seul  des  angles  formés  par  MT  et  MN  est  intérieur 
aune  seule  des  deux  circonférences  MTJN,  MT'N',  la  construc- 
tion réussit  dans  un  seul  cas. 

Une  conique  étant  définie  par  deux  fojers  et  une  tangente,  le 
problème  admet,  les  cas  évanouissants  laissés  de  côté,  une  solu- 
tion et  une  seule. 


(')  Bulletin  de  la  Société  Philomathique  de  Paris,  9*  série,  t.  I,  n"  2,  p.  87. 
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Lemme.  —  Si  un  segment  PQ  d'une  droite  A  est  vu  dhin 
point  fixe  F  sous  un  angle  constant,  il  existe  deux  points 
fixes  KetB  sur  la  droite,  tels  que  AP.BQ  soit  constant. 

Car  soient  A  et  B  les  posi lions  respectives  de  P  et  de  Q  quand 
FQ  et  FP  se  placent  sur  Fx  parallèle  à  A,  c'est-à-dire  soient 
(FP,  FQ)  =  (FÂT^)  =  (ÂTFB)  ;  FA  et  FB  sont  symétriques  par 
rapport  à  Fx  et  à  sa  perpendiculaire  Fy;  soit  FQ'  la  symétrique 
de  FQ. 
On  a 

(FP,A)  =  (FQ,  FB)  =  (FA,FQ') 
ou 

(PF,PQ')  =  (FA,FQ'), 

et,  par  suite,  la  circonférence  passant  par  P,  F,  Q'  est  tangente 

à  FA,  de  sorte  que 

AP.AQ'  =  ÂF« 
ou 

AP.BQ  =  —  ÂF«.  C.  Q.  F.  D. 

On  en  déduit  immédiatement  : 

Théorème  I.  —  Les  segments  AP,  BQ  interceptés,  à  partir 
des  points  de  contact  A,  B,  sur  deux  tangentes  parallèles  fixes 
AT,  BT'  d'une  conique  à  centre,  par  une  tangente  mobile  PQ, 
ont  un  produit  constant. 

Car,  si  Ton  mène,  par  un  foyer  F,  ta  parallèle  Fx  aux  tangentes, 

on  sait  que 

(FP,  FQ)  =  (FA,  Fx)  =  (Far,  FB). 

Si  FB,  FQ  rencontrent  AT  en  B|  et  Qi,  on  a  donc 

AP.BiQi=  const., 
d'où 

AP.BQ  =  const. 

Corollaire.  —  Les  segments  AP,  AP'  interceptés,  à  partir 
du  point  de  contact  A^  sur  une  tangente  fixe  d^une  conique  à 
centre,  par  deux  tangentes  parallèles  variables,  ont  un  pro- 
duit constant. 

Car,  avec  les  notations  précédentes,  AP'  =  —  BQ. 
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Réciproque  du  théorème  I.  —  Si  une  droite  mobile  PQ  i/i- 
tercepte,  sur  deux  parallèles  fixes  AT,  BT'  à  partir  des  ori- 
gines fixes  A  et  B,  deux  segments  AP,  BQ  dont  le  produit  soit 
constant,  elle  enveloppe  une  conique;  et  cette  conique  est  tan- 
gente  en  A  et  B  aux  droites  AT,  BT'. 

Soit 

(i)  AP.BQ  =  yt, 

et  soit  O  le  milieu  de  AB. 

Construisons  d'abord  sur  AT  deux  points  R,  R',  tels  que  OR, 
OR'  soient  rectangulaires  et  que 

AR.AR'  =  — A. 
Pour  cela,  si  k  <,o,  on  prend  sur  AT 

AC  =  -  AC  =  v/- >", 

et  il  suffit  de  prendre  pour  OR,  OR'  les  bissectrices  de  Tangle 
COC 

Si   /c  >  o,  on  prend  sur  la  perpendiculaire  en  A  à  AT 

AD=  — AD'=v/)F, 

et  il  suffit  de  prendre  pour  R  et  R'  les  intersections  de  AT  avec  la 
circonférence  circonscrite  à  ODD'. 

Cela  fait,  considérons  la  conique  F  dont  les  axes  sont  placés 
sur  OR,  OR'  et  qui  est  tangente  en  A  à  AT  (problème). 

R  et  R'  sont  les  intersections,  a\ec  AT,  de  deux  tangentes  de 
cette  conique,  lesquelles  sont  parallèles,  comme  symétriques  de 
AT,  par  rapport  aux  axes  ;  et  comme 

AR.AR=  — A-, 

toutes  les  tangentes  à  F  (théorème  I  et  son  corollaire)  sont  des 
droites  mobiles  PQ. 

Enfin,  comme  par  un  point  quelconque  P  de  AT  on  ne  peut 
mener,  d^une  part,  qu'une  tangente  à  F  distincte  de  AT;  d'autre 
part,  qu'une  droite  mobile  PQ,  toute  droite  PQ  est  bien  tangente 

à  F.  G.  Q.  K.  D. 
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Remarque,  —  Du  théorème  I  cl  sa  réciproque  résulte,  en 
presque  toute  généralité,  et  très  simplement,  que  la  perspective 
d'une  conique  est  une  conique.  II  suffit  que  Ton  puisse  mener  à 
la  conique  deux  tangentes  parallèles  à  la  ligne  de  fuite. 

Pour  ne  laisser  échapper  aucun  cas,  il  n'y  a  qu'à  généraliser  ce 
qui  précède. 

Théorème  II.  —  Soient  SA,  Sï^  deux  droites  fixes  tangentes 
en  Ps.  et  h  à  une  conique;  P,  Q  leurs  points  d^ intersection  avec 
une  tangente  mobile  de  la  conique;  le  produit 

AP   BQ 
SP'SQ 
est  constant. 

En  effet,  soient  F  un  foyer  de  la  conique,  AO,  B6'  les  paral- 
lèles à  FS  menées  par  A  et  B,  P'  et  Q'  leurs  intersections  respec- 
tives avec  FP,  FQ;  on  sait  que 

(FP,  FQ)  =  (FA,  FS)  =  (FS,  FB). 

Donc,  comme  dans  le  théorème  I, 

AP'.BQ'=r.onst. 


Or, 


Donc 


AP'=SF.||;         et  BQ'=SF.|Q. 


AP    BQ 

(2)  g-p.g-Q  =  const.  c.  Q.  F.  n. 

Remarque,  —  Si  la  conique  est  une  parabole^  dans  une  po- 
sition particulière  de  Tangle  (FP,  FQ)>  FPet  FQ  sont  respeclive- 
ment  parallèles  à  SA  et  SB,  auquel  cas  on  a 

AP'=SF,        BQ'=SF. 

La  valeur  constante  du  produit  est  donc  r unité. 

ConoLLAiRE.  —  Si  une  conique  à  centre  est  inscrite  dans  un 
parallélogramme  SaT^,  la  droite  qui  joint  les  contacts  A,  B 
de  deux  côtés  Sa,  Sj3  issus  dUin  même  sommet  S,  est  parallèle 
à  la  diagonale  7.(3  qui  ne  passe  pas  par  ce  sommet. 
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Car,  en  amenant  la  tangente  mobile  dans  les  deux  positions 
aï,  pT,  on  trouve,  en  appliquant  le  théorème, 

Aa  _  Bp 

Sa  ~  Sp' 

ce  qui  exprime  que  AB  et  a^  sont  parallèles. 

Réciproque  du  théorème  II.  —  Si  une  droite  mobile  PQ  ren- 
contre  les  côtés  SA,  SB  d'un  triangle  SAB  en  des  points  P,  Q, 

tels  que  le  produit 

AP   BQ 
SP  '  SQ 

soit  constant,  elle  enveloppe  une  conique;  et  cette  conique  est 
tangente  en  h  et  B  aux  droites  SA  et  SB. 

Soit  A'  la  valeur  constante  du  produit  ;  si  A:  ^  i ,  prenons  sur  SA, 
SB,  les  points  a  et  ^,  tels  que 

/o^  7.  _  ^^*  _  ^P 

(^)  ^-sï-sp' 

et  construisons  le  parallélogramme  S«Tp.  Il  existe  (réciproque 
du  théorème  I)  une  conique  F  ayant  son  centre  au  centre  du  pa- 
rallélogramme, tangente  à  SA  en  A,  et  à  sa  parallèle  ^T  et  enfin 
tangente  à  une  troisième  droite  S^.  Cette  conique  est  manifeste- 
ment inscrite  dans  le  parallélogramme;  et  elle  touche  Sp  en  B, 
AB  étant,  diaprés  (3),  parallèle  à  la  diagonale  a^. 

La  droite  aT  étant  une  tangente  particulière  de  F,  parallèle 
à  SB,  avec  la  condition  (3),  toutes  les  tangentes  à  F  sont,  d'après 
le  théorème  II,  des  droites  mobiles  PQ;  et,  comme  plus  haut 
(réciproque  du  théorème  1),   toute  droite  PQ  est  tangente  à  F. 

c.  Q.  F.  D. 

Si  Â*  =  I,  on  prendra  pour  conique  F  la  parabole  tangente  en  A 
et  B  à  SA  et  SB.  Toule  tangente  à  F  est  encore  une  droite  PQ  et 
réciproquement.  c  q.  f.  n. 

Théorème  III.  —  La  perspective  d\ine  conique  est  une  autre 
conique. 

Conservons,  en   effet,  les  notations  du  théorème   II,   et  dési- 
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gnons  la  perspective  d'un  point  P  par  la  lettre  accentuée  P';  la 
droite  SA  et  sa  perspective  S'A'  se  coupent  en  un  point  a;  si  co  est 
le  point  de  vue,  le  faisceau  de  quatre  droites  (o S,  wA,  coP,  coa, 
coupé  parles  transversales  SA,  S'A',  donne 


ou 


AP 

Sa 

A' F 

S'a 

SP 

"Aa  ~ 

S'P' 

'A'a 

AP' 

S'P' 

= 

AP 
SP 

X  const. 

De  même  pour  SB.  Si  donc  on  considère  la  conique  V  comme 

l'enveloppe  de  ses  tangentes  PQ,  la  relation  (a)  (théorème  II) 

donne 

AP'   B'Q'  _ 

S'P''S'Q'  -^^"^*'» 

c'est-à-dire  (réciproque  11)  que  les  projections  des  tangentes  à  F 
enveloppent  une  conique  F'.  c.  q.  f.  d. 

Conclusion.  —  Dans  tout  ce  qui  précède,  une  conique  est 
considérée  comme  l'enveloppe  de  ses  tangentes,  chacune  de  ses 
tangentes  étant  définie  par  les  deux  segments  AP,  BQ  qu'elle  in- 
tercepte sur  deux  tangentes  fixes  AT,  BT'  à  partir  de  leurs  points 
de  contact  A,  B. 

On  peut,  de  même,  se  placer  au  point  de  vue  ponctuel,  et,  con- 
sidérant toujours  deux  points  fixes  A,  B  de  la  conique  et  leurs 
tangentes  AT,  BT',  définir  un  point  quelconque  M  de  la  conique 
par  les  segments  AP, ,  BQ,,  qu'interceptent  respectivement  sur 
AT  et  BT'  les  droites  BM  et  AM.  La  position  de  M,  point  de  con- 
tact d'une  tangente,  étant  définie  par  le  corollaire  du  théorème  II, 
on  retrouve,  pour  P,  et  Q, ,  les  relations  (i)  et  (2),  et  l'on  peu»  ré- 
péter, presque  mol  à  mot,  tout  ce  qui  a  été  dit. 

On  arrive  ainsi,  sans  s'écarter  d'un  ordre  d'idées  très  élémen- 
taires, aux  propriétés  des  faisceaux  et  divisions  homographiques, 
propriétés  qui  ont  constamment  inspiré  ces  lignes,  ce  qui  n^aura 
pas  échappé  au  lecteur. 
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^es  traïuui  cî  -•  ■  •  ■  '  'i-    ''  "■  -  ^">-  .     .  ■■ 

Sont  C'  I        ii^iTïbiT^Jî  qui  orït  4  l'^ii'i^  leur  <îùmi- 

die  ou  k\i  -     ■  •'i^,.:.-.-'-  _   ....  ■  -..-n.,  ■,..-, 

if  '  '^Bï(>lit\  fJouï'  être  m*>ïtiîvr^  de  1«  S4;cii6U^  son  Ic^  suivantes 

j*iivi*,.  . ..  |.;.>vji;é  partltiUï  év  sc^a  tn©fribfe«  el  ngrta^vnr  le  Conseil  il'âdmJ* 
fit»triilum  un  parité  Bureau  a^issEot  eti  vcrla^'un  maacbt  du  Cons^iil;  a*  avoir 
"■.  .  i|uiDUl  Buivi  Jd  piésit^tiimi(*ri,  les  giiflVaïîi^it  dêja 

uLh;  Ï"  si  voir  Viïrsié  un  il  mit  (l**ulnii!ii*iiîi*  tJf»  <//> 
frt/,'*<?>;    ,  :i«  nttJîmtiuu  auïiuûlle  ilonL  lu  luonlaul  C^Ltlc^  vtn^t  frunt-ji 

|tMii rk'.'î  liik  .1    .     i  i'Jîivlenii",  ci  tUi  (fuinzcfirmcx  potir  les ïti<ïnil>r«» nm\  réKicleulH. 

L^  rcitfftifîfim  «nuuullû  \m\ii  loujotirs  ètra  racWt^e  ^tur  une  somme  de  trom 
t?r«étï  ûmm  k'ii  caiiditiariâ  lii3té<^$  pur  io  règlement  admiiiisuatil 

Gd  vcrseïiïeni  confère  le  litre  de  Âuciétnirc  perpétuels 

loi  ml^iiauun  aiiuueilt?  \*%i  pvéB  «lu  cummûuéutm'sit  dû  chaque  esLerek^  dejii 
r<>H{(irii!)  m\  Oii^e  nu  1**  navc^mbre  de  clm<|ui'  «yujt'i*. 

Le^  r>i»uvettUîi  iweiuluois  doivent  [>ayt^r  lu  totalité  do  lu  co[i«titien  de  riaei  - 
tnc*î  eu  cûurii  Huellii  fjufj  seit  Tepoquo  do  leur  admiâsioti. 

iNfu?  asiifilcr  4)ti£  séanceé»  leîi  potsûiiiiea  utraii^t^rea  à  la  Seeiété  dejvajii 

h  jiur  Tuu  dû  seà  iiiiîmbre», 

.  HhXiv.  \ui\  Ir,  r,i;sÉMis  u]i  fîrnii'it mniici  qiit a  peuF  littc  î  itutkii*» 

i  qui  coetienu  a:\ce  uo  enraii  d^s 

i  |Kïtut  d«  vuû  de  ÏA  yitiduidu  «ta  iiii^  re«^dui#- 

1  -  Il  '  udR'Sâéo»»  h  l^^'i    ' ^^ '^i  3  do  lu  ï^ociéto, 

N»  f  ir  I  (  .  itniii.  l'utîtetiM  i|  nu  sociiHiiirt* 

lilrelîeiit  une  Dibliulhàque,  qui  06t  aliiucnlc^e  par  les  àam  ^ai 
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AYIS. 


Dans  sa  séance  du  2  février  i883,  le  Conseil  de  la  Sociélé  ma- 
ihémalique  de  France  a  décidé  qii^à  Tavenir  toul  Membre  de  la 
Société  qui  voudra  compléter  sa  collection  du  Bulletin  aura  le 
droit  personnel  de  le  faire,  une  seule  fois  pour  chacun  des  volumes 
publiés  avant  sou  admission,  au%  prix  suivants  : 

Le  volume. 

fr 

Dix  volumes  au  moins 4  »6o   • 

De  cinq  à  neuf  volumes. 5, 00 

Moins  de  cinq  volumes 6,00 


Dans  sa  séance  du  28  février  1900,  le  Conseil  de  la  Sociélé 
mathématique  de  France  a  décidé  qu'à  l'avenir  tout  Membre  de 
la  Société,  auteur  d'un  travail  quelconque  inséré  dans  le  Bulle- 
tin et  désirant  en  obtenir  des  tirages  à  part,  drirra  en  faire  la 
demande  en  retaurnant  Tépreuve  eorriaée. 

Si  le  nombre  demandé  ne  dépasse  pas  cinquante,  les  frais  du 
tirage  a  part  seront  faits  par  la  Société. 


Conformément  à  des  décisions  prises  parle  Conseil  et  par  la 
Commission  d'impression  : 

i®  Le  Bulletin  y  depuis  le  Tome  XXVII,  paraît  tous  les 
trois  mois. 

2°  Les  auteurs  do  tous  travaux  destinés  au  Bulletin  soni 
instamment  priés  d'inscrire  en  tête  de  leurs  manuscrits  la 
classification  que  leur  assigne,  d'après  le  sujet  traité,  V Index  du 
Répertoire  bibliographique  des  Sciences  mathématiques. 

3°  Ils  sont  également  invités  à  ne  pas  dépasser,  autant  que  pos- 
sible, la  proportion  de  une  figure  pour  quatre  pages  de  texte 
imprimé. 
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MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


SUR  UN  EXEMPLE  D'APPROXIMATIONS  SUCCESSIVES  DIVERGENTES; 
«.    Par  M.  Lmile  Picard. 

J'ai  signalé  autrefois  un  exemple  curieux  d^approximalions  suc- 
cessives divergentes  fourni  par  Téquation 

-T— r  -+-  -T —  =  F(  Uf  x^  r), 

OÙ  F(i/,  X',  y)  est  une  fonction  positive  et  croissante  de  «,  quand 
{x^y)  est  dans  une  certaine  région  du  plan.  Etant  tracée  dans 
cetle  région  une  courbe  fermée  C,  il  existe  une  intégrale  continue 
et  une  seule  satisfaisant  à  l'équation  précédente  et  s'annulant 
sur  C.  Si  l'on  cherche  à  obtenir  celte  intégrale,  en  procédant  par 
approximations  successives  et  formant  les  équations 

Ami=  F(o,  Xyy), 
Aa,=  F(M,,  x,y). 


Aw«=F(a«_,,  X,  7), 


tous  les  II  s'anniilant  sur  C,  on  reconnaît  que  les  u  à  indices  im- 
pairs forment  une  suite  croissante  tendant  vers  une  limite^  et  que 
les  u  à  indices  pairs  forment  une  suite  décroissante  tendant  vers 
une  autre  limite  qui  peut  être  diflférente  de  la  première.  Si  Ton 
admet  que  ii^H+i  et  ii^n  convergent  uniformément  vers  leurs 
limites  u  et  v,  il  est  presque  immédiat  que  l'on  a 

Aa  =  F(P,  x,y),        Ar  =  F(a,  x,  y). 

Est-il  possible  d'établir  que  les  //  d'indices  impairs,  et  les  u 
d'indices  pairs  convergent  uniformément  vers  leurs  limites?  J'ai 
examiné  sommairement  ce  point,  pour  le  cas  analogue  au  précé- 
dent d'une  équation  à  une  seule  variable,  dans  une  Note  des 
Comptes  rendus  (i4  février  1898);  c'est  cette  Note  que  je  vais 
d'abord  développer,  et  j'indiquerai  ensuite  les  remarques  faites 

XXVIII,  9 
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cet  clé  dans  mon  Cours  pour  le  cas  d'une  cqiialion  à  deux  va- 
riables. 

1.   Considérons  donc  d'abord  l'équation 

oùyest  une  fonction  positive  et  croissante  d^  ji',  quand  .r  varie 
entre  a  el  b  (a  <^  b).  Prenons  d'abord  l'équation  très  simple 

où  /(x)  désigne  une  fonction  continue  de  x  et  de  signe  constant 
dans  l'intervalle  («r,  b)  et  formons  l'intégrale^  de  cette  équation 
s'annulant  pour  x  =  a  cl  x  =  b.  Au  lieu  de  lui  donner  la  forme 
élémcnlaire  classique,  écrivons-la  avec  M.  Bu rk ha rd l  (i9« //<?///« 
de  la  Société  mathématique,  1894)  sous  la  forme 


OÙ  la  fonction  G,  sorte  de  fonction  de  Green  relative  àTinlervalle 
(é/,  6),  est  définie  parles  égalités 

G(.r,î;=(*^gipil>        .pour         ?  <  x, 

G(.,î)  =  ^-^^:^         pour         X>r. 

Il  est  facile  de  voir  que  si  a  désigne  un  nombre  positif  fixe 
entre  a  et  6,  on  peut  trouver  un  nombre  positif  [jl  dépendant  uni- 
quement de  rt,  6  et  a  [non  de/(x)  et  de  x\  tel  que  l'on  ait 

Pour  l'établir,  il  suffit  d'examiner  successivement  les  diverses 
dispositions  de  a,  :r  et  Ç  dans  l'intervalle  (a,  b^.  Ainsi,  soit 


on  aura 


0(5-,  Ç) 


-  [b—\Yx  —  a) 


b  —  a 
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L^inégalilé  précrdcnle  devient 

.r  —  a  <  [jL(a  —  a). 

Elle  sera  vérifiée  si  u  est  supérieur  à •  Avec  toute  autre 

dispositioo  de  a,  x  et  Ç,  on  trouve  de  même  un  nombre  {x  conve- 
nable; le  plus  grand  de  ces  différents  nombres  convient  à  notre 
objet;  il  dépend  seulement  de  a,  b,  cl. 

Ceci  posé,  si  l'on  revient  à  la  fonclion  ^'(^),  on  aura  évidemment 

lr(^)l<H^ir(«)l. 

2.  Formons  maintenant  les  diverses  équations 


^  =/(-^''-"  -)• 


Pour  une  valeur,  quelconque  d'ailleurs,  donnée  à  x 
tendent  vers  une  limite  par  valeurs  croissantes;  d*autre  part 
tendent  vers  une  limite  par  valeurs  décroissantes.  On  a 

et  par  conséquent,  d'après  la  remarque  précédente, 

\yn(a:)—yn^i{T)\  <  {x| jK„(a)— ^„_t(a):. 

Ceci  montre  clairement  que,  pour  une  même  parité  de  /i,  la 
fonction  yn{^)  tend  uniformément  dans  l'intervalle  (a,  b) 
vers  sa  limite,  puisque  la  série  de  terme  général 


Digitized  by  VjOOQIC 


~  140  - 
cohverge  comme  la  série  de  terme  général 

r«(«)-r«-i(«)- 

3.  Il  est  donc  bien  établi  que  les  approximations  successives 
nous  conduisent  à  deux  fonctions  u  et  v  satisfaisant  aux  deux 
équations 

w  et  i'  s^annulant  pour  x  =:  a  et  x  =  b. 

Nous  savons,  d^autre  part,  qu'il  existe  une  intégrale  et  une 
seule  y  de  Téqualion 

s'annulant  pour  x  =.  a  et  a:  =  6;  c'est  ce  qui  résulte  de  mes 
recherches  antérieures.  Je  veux  ajouter  une  remarque  relative  à 
la  position  de  y.  Je  dis  que  l'on  a  (pour  toute  valeur  de  x  entre 
a  et  b) 

ou,  en  d'autres  termes,  que  V intégrale  y  est  intermédiaire  entre 
u  et  s?. 

Pour  le  démontrer,  il  suffit  d'examiner  les  différentes  circon- 
stances qui  pourraient  se  présenter  s'il  en  était'autrement.  Suppo- 
sons, par  exemple,  que  l'on  ait  la  disposition  de  la  fig,  i, 

Fig.  I. 


oii  y  rencontre  u  en  un  point  a.  Entre  a  et  6,  on  a 
p  >  M  >  j        {y,  a  et  p  sont  négatifs). 


Or  on  a 


^^^^^=/(^,-)-/K-). 


Le  second  membre  est  négatif  dans  (a,  b).  Donc  y  —  u  qui 
s'annule  en  a  et  6  devra  être  positif  d'après  cette  équation  ;  nous 
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arrivons  ainsi  à  une  contradiction.  On  verra  tout  aussi  aisément 
que  Ton  arrive  dans  tous  les  cas  à  une  absurdité,  sauf  si  Ton  a  la 
fig,  2,  où^  est  constamment  entre  u  et  ç. 


4.  C'est  dans  le  cas  particulier  de  Téqualion 


que  j'ai  montré  (•)  que  les  deux  limites  u  et  (^  étaient  distinctes 
quand  l'intervalle  (a,  b)  est  assez  grand.  On  peut  évidemment 
donner  une  autre  forme  à  ce  résultat.  Laissons  l'intervalle  («,  b) 
fixe,  et  envisageons  l'équation  avec  le  paramètre  positif  k 

s—- 

Si  l'on  fait  croître  k  à  partir  de  zéro,  on  a  d'abord 

A  partir  d'une  certaine  valeur  A*©  de  A",  u  cesse  d'être  égale  à  r, 
et^  est  intermédiaire  entre  ces  deux  fonctions,  11  y  a  là  quelque 
chose  d'assez  curieux.  La  fonction^,  pour  une  valeur  fixe  et  arbi- 
traire d'ailleurs  de  x  entre  a  et  é,  est  manifestement  une  fonction 
analytique  de  k  pour  toute  valeur  positive  de  k.  Tant  que  u  et  i* 
coïncident,  elles  sont  identiques  k  y  el  sont  par  suite  des  fonc- 
tions analytiques  de  A",  mais,  au  delà  de  Aq,  on  peut  se  demander 
quelle  sera  la  nature  de  \i  et  de  i'  regardées  comme  fonction  de  A^; 
elles  ne  seront  certainement  pas  le  prolongement  analytique  de  la 
fonction  y,  car  alors  elles  coïncideraient.  Elles  peuvent  repré- 
senter, au  delà  de  Ao,  des  fonctions  analytiques  de  A',  qui  ne 
seraient  pas  susceptibles  de  se  prolonger  analytiquement  en  deçà 

(^)  Comptes  rendus  (1894)  et  Traité  d* Analyse,  t.  III,  p.  147. 
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de  A'o,  ou  bien  encore  elles  poiirraienl  être  des  foncU4>ns  non 
analytiques  de  A*.  Cette  étude  présenterait  peut-être  quelque 
intérêt  {*). 

5.  II  faut  examiner  maintenant  le  cas  de  Téquation  aux  déri- 
vées partielles 

pour  établir  la  convergence  uniforme  des  u  d'indices  pairs  et  des 
u  d'indices  impairs  vers  leurs  limites  respectives.  Je  ne  traiterai 
pas  le  cas  général,  et  je  vais  supposer  que  /*,  regardée  comme 
fonction  de  x  et  y,  soit  seulement  fonction  de  \/A**--i-y*^,  le  con- 
tour G  étant  supposé  une  circonférence  ayant  son  centre  à  Tori- 
gine. 

Commençons  par  étudier  l'équation 


/ne  dépendant  que  de  y/j?^-+-^^-  et  avant  un  signe  constant  (soit 
le  signe  plus)  dans  G.  L'intégrale  u  de  l'équation  précédente  s'an- 
nulant  sur  G  est  donnée  par  la  formule 

G  étant  la  fonction  de  Green  relative  à  G  et  au  point  (^,y);  «est 
négative  et  ne  dépend  que  de  r  =  \/^^M-J^,  d'après  l'hypothèse 
faite  sur/.  Je  dis  que  la  plus  grande  valeur  absolue  de  u  corres- 
pond à  .r  =y  =  o.  En  eOet,  si  le  minimum  de  u  n'avait  pas  lieu 
pour  X  =y  =  o^  il  y  aurait  certainement,  u  ne  dépendant  que 
de  /•,  des  valeurs  de  {x,y)  dans  G  pour  lesquelles  u  passerait  par 
un  maximum.  Or  ceci  est  impossible,  car,  pour  une  (elle  valeur, 
on  aurait 

ce  qui  est  incompatible  avec 
oùf(x^y)  est  toujours  positif. 


(  '  )  On  trouvera  encore  posées  d^iutrcs  questions  concernant  les  approximations 
successives  à  la  fin  de  raa  Note  des  Comptes  rendus  (i4  février  189^). 


Digitized  by  VjOOQIC 


-  M3  — 

Si  maintenant  nous  revenons  aux  approximations  successives, 
il  est  clair  que 

I  Un—  Un-i  I 

sera  maximum  pourj?  =  y  =  o.  La  convergence  uni/orme  dans 
le  cercle  G  de  ««  (t,  r)  vers  sa  limite^  pour  une  même  parité  de  n, 
en  résulte  immédialement,  puisque  la  série  donnant  la  limite 
cherchée  se  compare  immédiatement  à  la  même  série  pour 
x=iy  =  o;  cetle  valeur  particulière  joue  ici  le  même  rôle,  et 
dans  des  circonstances  plus  simples,   que  jouait  tout  à  Fhcurc 

ll*resterait  à  examiner  le  cas  oii/(w,  -r^y)  ne  dépend  pas  seu- 
lement de  V^'^""^".)'"'  ï'  n'est  pas  douteux  que,  dans  ce  cas  aussi, 
on  a  les  convergences  uni/ormes  vers  les  deux  limites,  mais  la 
démonstration  rigoureuse  semble  devoir  entraîner  à  queUpies  lon- 
gueurs et  se  présenter  moins  élégamment  que  les  précédentes;  je 
ne  m'y  arrêterai  pas. 

SUR  LE  CENTRE  DE  GRAVITÉ  D'UN  QUADRILATÈRE; 
Par  M.   F.   Caspary. 

1.  M.  Mannheim  vient  d'énoncer  [BulL  de  la  Soc.  Mdlli., 
t.  XXVII,  p.  1^8)  le  beau  théorème  suivant,  relatif  au  centre  de 
gravité  d'un  trapèze  :  AB,  CD  sont  les  côtés  parallèles  dUtn  tra- 
pèze; par  les  extrémités  C,  D  du  plus  petit  de  ces  côtés,  on 
mène  des  parallèles  aux  diagonales  du  trapèze  ;  ces  droites  et 
le  côté  AB  prolongé  forment  un  triangle  dont  le  centre  de  gra- 
vité coïncide  avec  celui  du  trapèze. 

D'après  ce  théorème,  le  centre  de  gravité  du  irapè/.e  coïncide 
avec  le  centre  de  gravité  du  triangle  PBS,  P  étant  le  point  (Pintcr- 
section  des  parallèles  aux  diagonales  A(^  et  Bl)  du  Irapè/e  \BCD, 
et  R,  S  les  points  où  le  côté  AB  prolongé  C()U|)0  \vs  droites  PD, 
PC. 

2.  Je  fais  remarquer  que  le  centre  de  gravité  du  traprze  AB(U) 
coïncide  aussi  avec  le  centre  de  gravité  du  triangle  l'ABet  que  le 
même  théorème  subsiste  encore  pour  un  (piadrilatère  quelc()n(|ue. 

On  peut  démontrer  très  aisément  ce  théorème  et(piel(]ues  autres 
analogues,  à  l'aide  des  notions  et  formules  de  nuui  Mémoire  : .  //;- 


Digitized  by  VjOOQIC 


plusff lions  lies  méiliodes  de  Grassmann,  Centre  de  gravilé  d  un 
fjuadriUttère  et  d'un  pentagone  (Nouvelles  Annales,  3*  série, 
I.  Wll,  1898,  |).  389). 

Soieiil  A|,  A2,  A3,  A|  les  quatre  sommels  d'un  quadrilatère 
quelconque,  O  le  point  d'intersection  des  deux  diagonales  AjAs 
cl  A2 A4  ;  M|2,  M23,  ...  les  milieux  des  côtés  A,  Aj,  AjAs,  ...  ; 
Mi3,  M21  les  milieux  des  diagonales  A|  A3,  A^A^.  Si  Ton  mène  par 
les  sommets  opposés  A|  cl  A3  deux  parallèles  à  la  diagonale  Aj  A» 
et  par  les  deux  autres  sommets  opposés  A2  et  A»  deux  autres 
parallèles  à  la  diagonale  A,  A3,  on  obtient  un  parallélogramme 
dont  M\^,  ^1^3»  '^^34>  ^^\i  ^^^^  '*^s  sommets  et  où  le  point  MJ^  est 
le  point  d'intersection  des  parallèles  menées  par  A3  et  A»,  ... 
(i'0/>  p.  396  et  39-).  De  même  on  obtient  les  points  Mj^  et  M',,, 
sî  Ton  construit  sur  la  diagonale  A|  A3  le  point  M!,,  et  sur  la  dia- 
gonale A2At  le  point  W,,,  de  telle  façon  que  x\,0  =  M24A8  et 
A|0  =  IM',,A2.  Ces  six  points  M^^,  se  construisent  aussi  immédia- 
tement par  les  relations  OM,>=  M/ytMJ^^,  où  les  quatre  indices  £, 
A",  /,  ni  désignent,  dans  un  ordre  quelconque,  les  quatre  indices 
1,2,3,4. 

Au  mojen  des  formules  (2),  (7)  et  (8)  de  mon  Mémoire  précité 
(p.  393  et  396),  le  centre  de  gravité  G  du  quadrilatère  A|  A2  A3  A^ 
et  les  j>oints  MJ^  s'expriment  ainsi  : 

(I)  3G  =  A,-+-AjH- Aa-f- A4— O, 

('>\  \r     -X--^X.       O  A*.  A,  /,  m  =  i,  7.,  3,  4\ 

(.)  M„„_A,-hAx-0  (^        i^j^^i^,n       )' 

Par  conséquent,  on  a 

(3)  3G  =  A/-^A,„-^-M;,„. 

(4)  3G  =  m;^-hm;,,,-+-o. 

On  a  dès  lors  le  tliéorème  suivant  : 

1.  Les  l'A  triangles  \/AfnM'f„t  et  iM|;^MJ,^^0(i,/i, /,m  =  i,  2,3,4  ; 
i^/^y^ly^ni)  ont  le  mente  centre  de  gravité;  celui-ci  coin- 
oide  avec  le  centre  de  gravité  du  quadrilatère  A|  A2A3A|  (*). 


(')  Comme  le  centre  de  gra\ilé  des  G  iriangles  A^A^M/,,,  est  situé  sur  les 
segments  M/^M/wm  'a  première  partie  du  théorème  précédent  n'est  qu'un  énoncé 
modifié  des  théorèmes  V  et  M  de  mon  Mémoire  précité. 
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3.   I^  formule  (i)  donne  naissance  encore  à  d'autres  conslruc-' 
tiens  du  centre  de  gravité  d'un  quadrilatiTe. 

Si  l'on  mène,  par  les  points  M',^  et  M,,,  des  parallèles  aux 
côtés  A1A2  et  AjAi,  de  façon  que  M'^^K^i  =  A|  A2=  R2^I'i.j  et 
MjjK3=  A3A|=:  K4M3,,  on  a 

J  K,-M\,=  A,~.A,=  ÎVri,-K„ 

(  k,-m;,=  A4-a,=  m;,-k„ 

ou 

'  Ki=  M',, -h  A,—  Ai  =  —  A,H-  A,-i- Aj-4-  A4  — O, 

\  K,=  >ri,  — A,-H  A,=      A,— A,-4- A3H-A4-0, 

A,^- Al—  A3 -4-  A4—  O, 
A,-H  As-h  Aj— A;— 0; 


(3) 


J  K3=M;,-hA4  -A3  = 
'  K4=]Vr34-A4H-A,= 


donc 

(6)  K/-f-aA/=  KA.-HaAA.=  3G  (/,  A  =  i,  3,  3,  4) 
ou 

(7)  K/-K^.=  a(AA— A/). 

H.  Si  Von  mène  par  les  points  IM',^,  M'^j,  M,,,  M', ,  des  parai- 
lèles  aux  côtés  A,  A2,  A2A3,  A3  A4,  A4  A|,  on  obtient  le  quadri- 
latère K1K2K3K4.  Les  points  M',^,  .  . .,  M',,  sont  les  milieux 
des  cotés  K,  Ka,  . . . ,  K4  R|  et  les  points  M\^  et  M;^,  les  milieux 
des  diagonales  K,  K3  et  K2K,.  Les  quatre  segments  A|K|, 
A2K2,  A3K3,  A4K4  concourent  au  centre  de  gravité  G  du 
quadrilatère  A,  AjA,  A»  et  le  point  G  est  situé  sur  chaque  se  g- 
ment  de  façon  que  A,  G  ==  ^GK/. 

4.  Les  points  K/sont  liés  très  simplement  aux.  points  G/,  centres 
de  gravité  des  triangles  A^tA/A,,,.  Gomme  les  points  G/  s'expriment 
par  les  formules 

(8)  3G/=  AAH-A/-hA,„, 
les  relations  (5)  prennent  la  forme 

(9)  K/=3G,-2Q„ 
011 

(10)  aQ/=A/+0; 
donc 

m.  Si   l^on    désigne   par  G/    les   centres  de   gravité   des 
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triangles  AaA/A,„;  par  Qi  les  milieux  des  segments  A/O,  les 
points    K/  sont   situés  sur    les    droites   Gi^h  ^^  façon    que 

3.  Les  centres  de  gravité  G/  suflîsent  pour  construire  le  centre 
de  gravité  G. 

D'après  les  formules  (i)  et  (3)  de  mon  Mémoire  précité  (p.  'Mj'2 
et  393),  le  point  d'intersection  O  des  diagonales  A,  A3  et  A^Ai 
est  représenté  par  les  formules 

oO  =  Oi  Ai-f-  03  A3=  Oj  Aj-h  04  Ai, 

où  ô|  H- 03==;  ôo-l- 0^  =  0  et  0|,  02,  03,  Oj  désignent  les  aires  des 
triangles  A2A3A4,  A3A4A,,  A4A,A.j,  A|  A2A3.  Par  conséquent, 
on  obtient  aisément 

l   ôjGi^-OaGa^  oG, 
(  o,Gî-T-OvGi=  o(*, 
et  de  plus 

I  3(G3~G,j=- A,-A,, 

(i-^.)  j  .KG4-G,)=  A,-Av, 

(  3(G  -G,)  =  A/-0. 
Donc 

1 V  .  Les  se  g  me  n  /a*  G ,  G3 ,  G2  G 1  don  t  le  poin  t  d'intersect  ton  (  i 
est  le  centre  de  graK'ilé  du  quadrilatère  A,  Aj  A,  A»  sont  paral- 
lèles aux  segments  A3  A,,  A4A2  et  égaux  à  ^AsAi,  ^A^A^;  les 
segments  G/G  sont  parallèles  aux  segments  OA|  et  égaux  à 

iOA,. 


SUR  DNE  PROPRIÉTÉ  ARITHMÉTIQUE  DES  LOGARITHMES 
DES   NOMBRES   ALGÉBRIQUES; 

Par  M.  Carl  Stohmku. 

1.  Sur  V approximation  des  nombres  incommensurables  par 
des  nombres  rationnels. 

Soit  a  un  nombre  incommensurable  réel  et  positif.  Comme  on 
le  sait,  on  peut  le  mettre  d'une  s<*ule  manière  sous  la  forme  d  une 
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fraclion  continue  iliiiniléc 

•  » 

OÙ  «0  est  un  nombre  entier  positif  ou  =  o  et  où  a,,  a-j,  ...,  a,,,  ... 

P 
sont  tous  entiers  et  positifs.  Désignons  par  ^  les  réduites  suc- 

cessives  de  celte  fraction  continue,  de  manière  que 

Pi  =  aQ,        Pj  =  aiao-»-i,         ...,         P/i^i  =  ««P/t-i- P/i-i,         ••.» 
Q,=  i,         Qj  =  ai,  ...,        Q/»+i  =  0/»Q«-4-Q/«-i, 

P„  et  Q„  sont  alors  des  nombres  entiers  positifs  premiers  entre 
eux. 

Comme  on  le  sait,  la  première  démonstration  d'existence  des 
nombres  transcendants,  due  à  Liouville  (*),  est  basée  sur  une 
propriété  remarquable  des  nombres  a,^  dans  le  cas  où  a  est  un 
nombre  algébrique. 

En  effet,  si  a  est  une  racine  d'une  équation  algébrique  à  coeffi- 
cients entiers  et  de  degré  r,  on  a  Tinégalilé  suivante 

(I)  a«<MQr;«, 

où  M  est  un  nombre  qui  ne  dépend  pas  den. 

Dans  le  présent  Mémoire  nous  allons  établir  une  inégalité  pa- 
reille pour  les  nombres  positifs  de  la  forme 

.loj,'A 

OÙ  A  et  B  sont  des  nombres  algébriques;  par  conséquent  aussi 
pour  les  logarithmes  vulgaires  des  nombres  algébriques. 
{Cash  =  xo.) 

Commençons  par  quelques  généralités.  Suivons  un  procédé  in- 
diqué par  M.  Borcl  dans  son  exposé  des  recherches  de  Liouville  {-). 
Soit/(^)  une  fonction  analytique  réelle  de  la  variable  réelle  x, 
admettant  le  nombre  a  comme  zéro  simple,  et  régulière  en  ce 


(')  Journal  de  Liouville.  t.  XVI. 

(-)  RoHEL,  Leçons  sur  la  t/tcorie  des  fonctions,  p.  2^1. 
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point.  Soil  </,  b  un  inlervalle  réel  conlcnant  a  et  assez  petit 
pour  que  f{x)  soit  régulière  et  n'ait  pas  d^autres  zéros  dans  cet 
intervalle. 

Soit  -  une  fraction  irréductible,  valeur  approchée  de  a  et  con- 
tenue dans  a,  6. 

Pour  toute  valeur  x  contenue  dans  i'inlervalle  a,  6,  on  a 

l/'(^)l<M, 

où  M  est  une  constante  ne  dépendant  que  de  l'intervalle  «,  6.  En 
appliquant  la  formule  de  Taxior  arrêtée  à  son  premier  terme,  on  a 

^(i)=(f-)/'h«(f--')]-   »<«<•• 

Or,  a  -i-  6  /  -  —  a  j  étant  contenue  dans  l'intervalle  a,  6,  on  aura 


/(l)    <  I-.    M. 

ce  qui  donne 

(a) 

q                        M 

Si,  en  particulier,  ^  est  une  des  réduites  j^  de  a  développé  en 
fraction  continue,  on  a  l'inégalité  suivante  (')  : 


(3) 

ce  qui  donne 


^--a|<- 


Q«    n««Qii 


(4)  a,,<  ''*' 


'■vm\ 

Pour  en  déduire  des  inégalités  comme  (i)  il  faut  trouver  une 

limite  inférieure  simple  de  /(-)    exprimée  comme  fonction  de 

q  par  exemple.  C'est  ce  qui  est  très  facile  dans  le  cas  où  /(x) 
est  un  polvnome  de  x  à  coefficients  entiers  et  de  degré  t\  En  effet, 


(^)  BoREL,  Leçons  sur  la  théorie  des  /onctions,  p.  3o. 
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ce  poljnome  étant  supposé  n'avoir  pas  de  racine  rationnelle,  on  a 


(5) 


k(f)l>^' 


ce  qui  doi^ne  îramédiatement  l'inégalité  de  Liouville  (i). 

2.  Inégalités  fondamentales  pour  les  logarithmes. 

Soient  À  et  B  deux  nombres  positifs  qu'on  peut  supposer  pour 
plus  de  simplicité  >•  i.  Posons 

<"  .  1^- 

et  supposons  que  a  soit  incommensurable.  Pour  cela  il  faut  et  il 
suffît  qu'il  n'existe  pas  de  nombres  entiers  positifs  m  et  /i  tels  que 

Nous  allons  appliquer  à  ce  nombre  a  le  procédé  que  nous  avons 
indiqué.  A  et  B  étant  >•  i,  a  sera  positif.  Conservons  les  mêmes 
notations  qu'auparavant.  Alors  a  est  racine  positive  de  l'équation 

B^  —  A  =  p 

et  la  fonction /aura  la  valeur 

/(ar)  =  B'-A, 

d'où 

/'(a:)  =  B^logB. 

Nous  allons  trouver  une  limite  inférieure  pour  /(  -  )  •  ^  étant 
incommensurable,  cette  quantité  est  positive.  Posons 


(7) 


=  As. 


(  IB/»  — A7|  =  A7£'. 

Nous  allons  distinguer  deux  cas  :  B/'>  A^  et  B^  <  A^. 
Dans  le  premier  cas  on  aura 
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Eli  prenant  les  logarithmes  et  en  appliquant  la  formule  appro- 
chée 

on  en  déduit 


IH-Os        q   H-O'e' 

6  et  6'  étant  compris  entre  zéro  et  i.  Cela  donne 

I       e' 
(8)  s> r 

Dans  le  second  cas  on  aura  sûrement  e  et  e'  moindres  que  i  et 

I 

1  -6  =  (I  — £')■/, 

d'où  Ton  tire,  comme  auparavant, 


d'où 

et  comme  s  <[  i 

ce  qui  donne 

(9)  ^>^      '' 


q    i-\-& 

Des  inégalités  (8)  et  (9)  on  tire 

k(f)l>?T^ 

OÙ  e'  est  donné  par  la  formule  (7).  En  substituant  cette  valeur 
dans  la  formule  (2),  il  viendra 

(M,  k_,l>A_iL, 

I  ^  I       ^  M  I  -r-  e 

Cela  posé,  considérons  les  quotients  incomplets  Oi,  02,  •••, 
a,/,  ...  de  a  développé  en  fraction  continue  illimitée.  En  combi- 
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nant  les  inégalilés  (4)  et  (lo)  on  oblient 


où 

(i3) 


^  M    I  -4-  £, 


AV« 


Or,  comme  On  est  un  nombre  entier,  il  faut  que  ê„  pour  n 
croissant  soit  de  l'ordre  de  Q^*.  Par  conséquent  on  peut  trouver 
un  nombre  positif  K  indépendant  de  n  et  ne  dépendant  que  de  A 
et  B,  tel  que 


>1 


(H-£/i)<K, 


ce  qui  donne 
(«4) 


a«<K 


AQ« 


Q«  I  BP 


AU» 


3.   Propriétés  des  logarithmes  des  nombres  algébriques. 

Jusqu'ici  nous  n'avons  pas  fait  d'autres  hypotbèses  sur  la  nature 
des  nombres  À  et  B,  que  de  les  supposer  plus  grands  que  i  et  tels 

que  a=p^  soit  incommensurable.  x\dmetlons  de  plus  qu'ils 

soient  des  nombres  algébriques.  Soient,  respectivement, 


(i5) 
et 

(i6) 


Mo  Al* -h  M,  Al*-»  -H  . . .  -f-  MpL-,  A  -f-  Mpt  =  o        (Mç  >  o) 


No  Bv  H-  N ,  Bv-i  -H  . . .  -+-  Nv-,  B  -f-  Ny  =  o        ( No  >  o ) 


les  équations  irréductibles  aux  coefficients  entiers,  auxquelles  sa- 
tisfont A  et  B.  Désignons  par 

Ai  =  A,    A,,    A3,     ...,     A^ 
les  racines  de  Téquation  (i5)  et  par 

Bi  =  B,     Bj,    B3,     ...,     Bv 
les  racines  de  (i6).  Posons 
(17)  MîfNi;(Av-BP)  =  j. 
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Comme  a=  r- ^  csl  supposé  incommensurable,   z  sera  difTi;- 
logB  ^^  ' 

renl  de  zéro.  Nous  allons  éliminer  A  el  B  entre  les  équations  (i  5). 

(i6)  et  (17).  Posons 

MXNf  (A?  -  BfJ)  =  NS(Mo  A/)7-  MXCNoBy  )/'  =  z^j. 

Alors  z  sera  racine  de  l'équation  algébrique 

(18)  JJ('5  — ;:/j)  =  o, 

le  produit  étant  étendu  aux  valeurs 

1=  I,  a,  3,  ...,  fi, 
/  =  I,  2,  3,  ..   ,  V. 

En  efTectuant  la  multiplication  au  premier  membre  de  (18), 
cette  équation  peut  s'écrire 

(18')  5(iv_j.  C,^(*v-l  ^  .  .  .  -^  Gp5P-p  -h  .  .  .  -f-  CjjLv  =  o. 

Les  coefficients  Cp  seront  des  nombres  entiers  ou  nuls.  En 
eflTet  Cp  est  une  fonction  symétrique  des  quantités  MqA/,  dont  les 
coefficients  sont  des  fonctions  symétriques  aux  coefficients  en- 
tiers des  NoBy.  Comme  les  M©  A/  et  les  NoBy  sont  respectivement 
racines  des  équations 

XV-  -+-  M,a:(i-«  -f-  MoM,a-(i-«  h-  . . .  -f-  Mf->  M^.  =  o 
et 

a:v  ^  N,  xv-«  -h  No  N,  Tl^«  -h  . . .  -H  N^J  >  Ny  =  o, 

il  s'ensuit,  par  la  théorie  des  fonctions  symétriques  (*),  que  Cp  est 
un  polynôme  aux  coefficients  entiers  des  coefficients  de  ces  deux 
équations  et,  par  conséquent,  égal  à  un  nombre  entier  ou  nul. 

Cela  posé,  nous  allons  trouver  une  limite  supérieure  des 
nombres  |  Cp  |.  On  a  évidemment,  en  désignant  par  R  un  nombre 
plus  grand  que  tous  les  |  A/|  el  |  By  |, 


(•)    loir,  par  exemple,  Serret  :  Cours  d'A/i^ct/re  supérieure,  l.  I.  p.  317. 
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Or,  -  étant  une  valeur  approchée  de  a,  on  peut  supposer  qu'il 
existe  un  nombre  positif  r>i  et  tel  qu'on  a  pour  tous  les  p  et  q 

rq>p. 
Cela  donne 

|^/,y|<2[MoNjK']7. 

On  en  tire  que 

I  GpK  X(lVIoNJ  KOP^  <  X(MoN;  K')t*^^ 
où  X  ne  dépend  que  de  [jl  et  de  v  et  non  de  p  et  de  q.  En  posant 

(MoNSK'*)«*^  =  N, 
on  aura  ainsi  Tinégalité  cherchée 

(19)  |Gp|<XN7, 

X  et  N  étant  des  nombres  fixes,  dépendant  de  la  nature  de  A  et 
de  B  et  non  dep  et  de  q. 

Cela  posé,  il  est  facile  de  trouver  une  limite  inférieure  de  |  3  |. 
Si  Péquation  (18)  a  des  racines  nulles,  soient 

Gjiv  =  *^y        GjjLv-i  =  0,         . . . ,        G{tv-X4-i  =  o 
et 

CjJLV-X  ^  o. 

Comme  les  coefficients  C  sont  des  nombres  entiers  ou  nuls,  on 
aura 

(20)  |GjjLV-X|5». 

Alors,  le  nombres,  défini  par  l'équation  (17)  et,  d'après  noire 
hypothèse,  différent  de  zéro,  est  racine  de  l'équation 

(21)  ^.J-v-X  -H  Ct^R-^-*  -H  ...  -h  G,j.v-X  =  O,         (X  F  o). 
Or,  comme  on  le  sait  (*),  on  a  l'inégalité  suivante 

où  I C  I  est  le  plus  grand  des  nombres  |  C|  |,  |  Cj],  . . . ,  |  C{i.v_X-  «  |. 

(')  Voir,  par  exemple,  Serrkt  :  Cours  d'Algèbre  supérieure^  t.  I,  p.  88. 
XXVIII.  10 
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En  tenant  compte  des  relations  (19)  et  (20),  cela  donne 


l^l> 


iXN7* 


ce  qui  donne,  en  substituant  la  valeur  de  z  et  en  remarquant  que 

ou  bien 

(22)  |A7_BA'|>il 

où  Xf  et  N|  sont  des  nombres  fixes  dépendant  seulement  de  la 
nature  de  A  et  de  B  et  non  de  p  et  de  g. 

Cela  posé  nous  allons  considérer  le  développement  de  a  en 
fraction  continue.  En  combinant  les  inégalités  (i4)  et  (22),  on 
obtiendra  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Soient  AetB  deux  nombres  algébriques  posi- 
tifs et  >i  et  supposons  que 

logA 
logB 

soit  incommensurable.  Développons  a  en  fraction    continue 

illimitée 

I 

a  r=  ao  H I 

ai  H . 

«j  H-  . .     _j_  JL 

a„  -h  . ,  ^ 

p 
et  désignons  par  -^  la  n'^'"^  réduite  de  cette  fraction  continue 

de  manière  que 

Pi=ao,         P,  =  aiao-+-i,         ....        P„-hi=  «/iP/»-+- P»-i, 
Qt=ii  Qi  =  «i,  ...»        Qit+i  =  a«Q«-f-Qn-i, 

Alors  on  aura  l'inégalité  suivante 

(23)  a„<K^ 

v« 

0//  K  et  M  sont  des  nombres  fixes  dépendant  de  la  nature  de 
K  et  de  B  et  indépendants  de  ji. 
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4.  Cas  particuliers,  Applications, 

Faisons  d'abord  cette  remarque  bien  évidente  que,  si  B=  lo. 
a  se  réduira  au  logarithme  vulgaire  du  nombre  algébrique  A. 

Considérons  un  autre  cas  très  simple,  celui  où  A  et  B  sont  des 
nombres  entiers.  Rappelons  la  formule  (i4) 


où  K  est  un  nombre  fixe  plus  grand  que  y  (i  +  £/i).  M  est  une  li- 
mite supérieure  de  |B^logB|  dans  un  intervalle  comprenant  a  et 

P 
tous  les  ~  et  tn  est  définie  par 

v« 

|BP-- AQ-I 

'«= — Wn — 

Nous  allons  chercher  des  limites  supérieures  de  M  et  de  S/,,  ce 
qui  donne  une  valeur  de  K.  Considérons  d^abord  M.  Comme 

p 

toutes  les  ^  seront  comprises  dans  l'intervalle  a — i,  a+i  et, 

par  conséquent,  on  peut  poser 

et,  comme  B«=  A, 

(aO  IVl  =  ABlogB. 

Considérons  la  quantité  S/,.  En  multipliant  l'inégalité  (3)  par 
Q«  logB,  et  en  se  rappelant  la  valeur  de  a,  on  obtient 

I  P«  losB  -  Q„  log A  I  <  i^  <  logB 

ou  bien 

BP 


lo,^|<logB. 


Si  B**-  >  A^"  on  en  déduit 

(7.5)  i-+.£„<B. 
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Si,  au  contraire,  B**-  <  A^*,  on  aura  £„  <  i  et 

-i-<B 


et  l'on  retombe  sur  Tînégalilé  ci-dessus  en  remarquant  que  B  >  i. 
On  voit  ainsi,  par  les  inégalités  (24)  et  (aS),  qu'on  peut  prendre 
pour  K  le  nombre  B^logB,  de  sorte  que  la  relation  (i4)  prend 
la  forme 

AQ-BMoffB 


(14')  ««< 


Q„|B»V- A«-| 


En  remarquant  que  |  B***  —  A^"  1 5  i ,  on  en  déduit  le  théorème 
suivant,  corollaire  de  notre  théorème  général  : 

Soient  A  ef  B  deux  nombres  entiers  >  1  et  tels  que  a  =  p-^ 

est  incommensurable.  En  développant  a  en  fraction  continue 
et  en  conservant  les  mêmes  notations  qu'auparavant,  on  aura 

AQk 

(a6)  a„<— -BMogB. 

Du  théorème  général  on  peut  tirer  des  conséquences  intéres- 
santes pour  la  théorie  des  nombres  transcendants.  En  effet,  si 
l'on  forme  une  fraclion  continue  illimitée,  où  a,i^F(n)jV(n) 

étant  >•  K  ^r-  pour  n  assez  grand,  et  cela  quels  que  soient  les 

nombres  K  et  M,  l'inégalité  (23)  ne  peut  pas  subsister  pour  n 
assez  grand,  et  comme  il  en  sera  de  même  pour  l'inégalité  de  Liou- 
ville  (1),  la  valeur  de  la  fraction  continue  sera  un  nombre 
transcendant  qui  ne  sera  pas  égal  à  un  nombre  de  la  forme 

.— ^  j  A.etB  étant  des  nombres  algébriques  positifs  e/  >  i . 

Il  suffit,  pour  cela,  de  poser,  par  exemple. 


a,i  =  nQ". 


Alors  le  nombre 


Gfo  H I 

a, 


Ui  ^-  .  I 

-.H 

Un 
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sera  un  nombre  transcendant  qui  ne  sera  pas  égal  à  un  nombre  de 

la  forme  .  ^    >  A  et  B  élant  algébriques,  positifs  et  >  i,  et,  par 

conséquent,  qui  ne  sera  pas  égal  à  un  logarithme  vulgaire 
d'un  nombre  algébrique  positif. 

Remarquons  que  Texistence  de  pareils  nombres  transcendants 
découle  a  priori  des  recherches  de  Canlor.  En  effet,  il  a  démontré 
que  Tensemble  des  nombres  transcendants  a  la  puissance  du 
continu,  tandis  que  Tensemble  des  nombres  algébriques  est  dé- 
nombrable  (*);  comme  il  en  est  de  même  de  Fensemble  des  nombres 

^  ^    >  A  et  B  étant  algébriques,  il  s^ensuit  qu'il  y  a  encore  une 

infinité  non  dénombrable  de  nombres  transcendants  de  la  pro- 
priété demandée. 

De  même  que  nous  avons  traité,  dans  ce  Mémoire,  des  nombres 

de  la  forme  j^~Tj»    on  pourrait  appliquer  le  même  procédé  aux 
nombres 


arctan^A       arcsinA        .'o     v^(i  —  a:*)(i  —  A**  a?*) 


[' 


dx 


arctangB        arcsinB  r>^  d^ 


f 


cl  à  une  infinité  d'autres. 

PROBLÈME  DE  PARTITION; 
Par  M.   Maurice  d'Ocagwe, 

De  combien  de  manières  peut-on  former  une  somme  de 
S  francs  avec  S  pièces  de  monnaie  d'argent  françaises? 

A^otations.  —  Nous  représentons  par  E(-j  etRf-jle  quo- 
tient entier  et  le  reste  de  la  division  de  A  par  n.  Nous  écrirons 
aussi  A;,  pour  £  |- j  •  Si  la  quantité  A  est  susceptible  de  plu- 
sieurs valeurs,  m(A)  et  M(  A)  désigneront  la  plus  petite  et  la  plus 

(«)  Voir  BoHKL  :  Leçons,  etc.,  p.  a'i,  et  Journal  de  CreUe,  l.  77. 
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grande  d'entre  elles.  Nous  écrirons  aussi  m* (A)  pour/wf  m(A)], 
Mm(A)  pourM[m(A)],  elc. 

Formation  des  solutions.  —  Si  nous  désignons  par 

fr     c 

u  le  nombre  des  pièces  de  5,oo, 

X  »  »  '     1,^0, 

2^  »  »  o,5o, 

5^  »  »  0,20 

les  équations  du  problème  sont  (  *) 

WH-     P-har-4- 2^-4-5-3  =  S, 

qu'il  s*agit  de  résoudre  en  nombres  entiers  et  positifs  pouvant 
être  nuls. 

Éliminant  successivement  j^  et  x  entre  ces  deux  équations,  on  a 

(i)  jr  =  S  — 3(3a-hv  — z), 

(a)  .     y=iv—^{z  —  u)^ 

Les  quantités  y  et  x  ne  pouvant  être  négatives,  il  faut  que 

(3)  4(._„)<.<S^l9J:tli. 

D'ailleurs  la  quantité  (^  ne  pouvant  non  plus  être  négative,  il 
faut,  dans  cette  double  inégalité,  que  la  limite  supérieure  soit  au 
moins  égale  à  o  et  au  moins  égale  à  la  limite  inférieure,  ce  qui 
donne 

(4)  3-2—  :r2«*  = 

-j  9 

A  son  tour,  pour  la  même  raison  appliquée  cette  fois  à  u^  cette 
double  inégalité  exige 

(5)  o<.l|. 


(^)  Ces  équations  montrent  qu*à  toute  solution  en  correspond  une  autre  obte- 
nue par  permutation  simultanée  de  t^  et  ;;  et  de  VQly,  Deux  telles  solutions 
peuvent  être  dites  inverses  l'une  de  Taulre.  Le  problème  revient  alor»  à  dénom- 
brer les  solutions  invcrsables  d'une  équation  linéaire  donnée. 
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On  formera  donc  toutes  les  solutions  des  équations  proposées 
en  associant  à  chacune  des  valeurs  entières  de  z  satisfaisant 
à  (5)  toutes  les  valeurs  entières  de  u  satisfaisant  à  (4),  puis  à 
chacun  des  systèmes  (z,  u)  ainsi  obtenus  toutes  les  valeurs  en- 
tières de  V  satisfaisant  à  (3).  A  chaque  système  (^,  m,  v)  ainsi 
déterminé  correspondent  les  valeurs  de  x  et  y  données  par 

(1)6/  (2). 

Solutions  limites,  —  L'inégalité  (5)  donne  immédiatement, 
avec  les  notations  ci-dessus  définies, 

(6)  m(z)  =  o, 

(7)  M(^)  =  Se. 

Au  sujet  de  celte  dernière  expression  se  présente  la  remarque 
que  voici  :  on  a  identiquement 

Donc 

Or,  les  plus  grandes  valeurs  respectives  de  R  (  —  j  et  de  R  (  ^  ] 

sont  I  et  a;  la  plus  grande  valeur  de  ^ensemble  des  deux  der- 

I        I        5 
mers  termes  est,  par  suite,  — h  «  =  ô*  H  en  résulte  que 

S..E(^). 
On  peut  donc  aussi  écrire 

Maintenant,  pour  une  valeur  donnée  de  x;,rinégalité  (4)  montre 
que  Ton  a 

m(tt)  =  o,  si        35  — Ss^o, 

/yi(tt)  =  3^  —  S3,         si        35— -S3>o 


et 


M„„.B(iiii), 
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Ici  encore,  on  peut  faire  ia  remarque  suivante  :  un  a  identi- 
quement 

S-t-33=  3Sa-i-R/^|]  +  33; 
d'où 

'     =K(^^).iB(«--i).-;a(|). 


Chacun  des  restes  ayant  pour  plus  grande  valeur  2,  la  plus  grande 
valeur  de  l'ensemble  des  deux  derniers  termes  est  ^  H —  ==  ->  et 

399 

1  on  a 

par  suite, 

(9)  M(u)  =  E(h±iy 

Voyons  maintenant  quelles  sont  les  limites  de  m{u)  et  de  M(tt) 
quand  on  donne  à  z  toutes  les  valeurs  de  m{z)  à  M  (2). 

La  formule  (8)  donne  immédiatement,  pour  les  valeurs  (6)  et 
(7  bis)  de  (z), 

(10)  /w*(a)~o 
et 

ou,  en  représentant  par  e  le  reste  R  (  ~  j,  égal  à  o  ou  i, 

(11)  M/îi(m)  =  Ss— e. 

La  formule  (9)  donne  de  même  avec  (ti)  et  (7), 

(1-2)  mM(a)  =  E(|) 

et 

(i3  M.(„)=E^?JlLl«^. 
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Cherchons  enfin  quelles  sont  les  valeurs  limites  de  i^  pour  des 
valeurs  données  de  z  et  u.  L'inégalité  (3)  donne  immédialemenl 

1  /w(t')  =  o,  si        ^  — a^o, 

(  m(if)  =  ^{z  —  m),        si        z  —  M>o, 
et 

(i5)  M((^)  =  83—3^-4-5. 

En  vue  d'alléger  les  écritures  ultérieures,  nous  poserons 
(16)  m(u)  =  a,        M{u)=b, 

a  et  b  étant  donnés  par  les  formules  (8)  et  (9),  puis 


(17) 


On  peut  remarquer  d'ailleurs  que/>"  est  égal  soit  à  p  +/>',  soit 

Nombre  n  des  solutions  pour  une  valeur  donnée  de  z,  — 
Le  nombre  des  solutions  correspondant  à  des  valeurs  données  de 
1/  et  de  z  est 

M(p)—  /n(i')-hi. 

Donc,  en  étendant  le  signe  \]  aux  diverses  valeurs  de  u  com- 
patibles avec  la  valeur  de  z  choisie,  c'est-à-dire  variant  de  a  à  6, 
on  a 

Le  nombre  des  termes  de  celte  somme  élant  égal  à  b  —  rt  +  i , 
on  a,  d*après  (i5), 

b 

=  (^>  — a-Hi)(S3H-;;H-i)  — 3^a 

a 

—   (6  — a-hl)(S3+.5-+-j)— 3  ^^ -y 
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D'après  la  formule  (i4)î  on  a  de  même 

2/»l(t^)  =  4  [" -+- 2  M- .  .  . -H  (>5  —  C/)] 

=  'i(z  —  a)(z  —  a  -f-i). 
Par  suile, 

qu^on  peut  écrire 

n  =  (6-M)-^— î ha = -25(5 -h  i). 

Or,  la  formule  (8),  rapprocliée  de  (i6),  donne 

a  =  3^  — S,, 
d'oii 

65  —  (•2Sj-+-i)— a  =  a  — I. 

De  même  (<))  rapprochée  de  (i6)  donne 

Dès  lors,  si  Ton  pose 

(.8)  P  =  «(^0' 

on  peut  écrire 

d'oii 

2(  S, -r  I) -H -2 5  —  3 6  =  3 6 -h  ar  p -+- 1;. 

Finalement,  il  vient 

,     ,  (6-Hi)I36-f-^.(p-M)|    ^    a(a  — I) 

(ig)  «=  ^ L L  _^ 1^ '  ^'2Z(z-\-l). 

Dans  le  cas  où  Ton  n'a  recours  qu'à  la  monnaie  courante,  c'est- 
à-dire  où  l'on  exclut  les  pièces  de  o*^"",  20,  il  faut  faire  ^  =  0.  La 
formule  (8)  montre  qu'on  a  alors  a  =  o,  et  les  formules  (9)  el 
(18),  rapprochées  de  (17),  b=p',  p  =  /-'. 

Par  suite,  la  formule  (19)  devient  dans  ce  cas 
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En  particulier  pour  S  =  loo,  auquel  cas  on  a  /?'=  i  i,  /*'=  o, 
celle  formule  donne 


Il  X  35 
n  = =  aïo. 


Nombre  total  N  des  solutions,  —  Il  s'agit  de  faire  la  somme 
de  tous  les  nombres  n  donnés  par  la  formule  (19)  lorsque  z  varie 
de  sa  limite  inférieure  o  à  sa  limite  supérieure  Sq. 

Si  donc  on  pose,  en  étendant  le  signe  V'  à  ces  limiles, 
,j ^  y  (6-n)[36-f-7.(p-4-i)]^ 

011  a 

N  =  B-hA-Z. 

Pour  Z,  on  a  immédiatement,  en  vertu  d'une  formule  bien 
connue, 


\  =  V  — iî^Jni^ 


i'io)  Z  = 


3 


Dans  A,  les  valeurs  de  a  non  nulles  forment,  d'après  (8),  une 
progression  géométrique  de  raison  3  dont  le  plus  grand  terme, 
d'après  (i  i)  rapprochée  de  (17),  est  Zp  -h  r,  et,  par  suite,  le  plus 
petit  terme  /*.  Conséquemment 

p 

^    \^P(P-^^')('^P'^^)  ,.  ^P(p-^0  ,  .      /  vl 

"^ÎL"^ T^ :-f-3('2/— i)^-^^^^^ 4-  (^-t-i)/(r-i)J, 

ou,  après  réductions, 

ii\)  A=  ^^  y\p{p^r)-\-r{r-\)\. 
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Pour  B  la  sommalion  est  plus  délicate.  Remarquons  d^ahord 
que  les  limites  b  ont,  diaprés  (9),  trois  à  trois  la  même  valeur, 
ces  valeurs  croissant  d'unité  en  unité,  et  que  les  restes  p,  d'après 
(i8),  reprennent  périodiquement  les  valeurs  o,  1,2. 

La  plus  petite  valeur  de  6,  d'après  (12)  rapprochée  de  (17),  csl 

m{b)=p\ 

et  sa  plus  grande  valeur,  d'après  (i3)  rapprochée  de  (17), 

^\(b)=p\ 

Les  trois  termes  correspondant  à  une  certaine  valeur  de  fr  el 
aux  valeurs  o,  1 ,  2  de  p  ont  une  somme  donnée  par 

1(6h-i)(96  +  i2)  =  j(6-+.i)(36-^4). 

Par  conséquent,  si  l'on  ajoute  tous  les  groupes  de  tels  trois 
termes  depuis  t  =/?' jusqu'à  b=p"j  on  a 

P- 

T=^^^(b^i){b^i){3b-^ih 

î»     •  ''' 

qui  peut  s  écrire 

p'-p' 
T  =  -  2  (*-+-/''H-i)(3t-t-3/>'-h4). 
0 

Celte  sommation,  eOectuée  comme  celle  qui  a  conduit  à  (21), 
donne,  toutes  réductions  eflectuées. 

Mais  B  ne  comprend  tous  les  termes  qui  ont  été  sommés  dans  T 
que  si  la  première  valeur  de  p  est  o  et  la  dernière  2.  Or,  toutes 
les  combinaisons  des  valeurs  0,1  et  2  de  p  peuvent  se  pré- 
senter pour  ces  deux  limites.  Il  faut,  dès  lors,  suivant  la  valeur  de 
ces  limites,  retrancher  certains  termes  de  ï.  C'est  ce  qui  va  main- 
tenant être  examiné. 

D'après  (18),  la  première  valeur  de  p,  correspond  à  3  =  o,  est 
donnée  par 


=  "(-3)' 
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ou,  en  vertu  de  (17), 

p=/-'. 

Si  /•'  =  o,il  n'y  a  aucun  lerme  à  retrancher  parmi  les  premiers 
de  ceux  qui  ont  été  sommés  dans  T. 

Si  r'=  I,  il  faut  en  retrancher  le  terme 

(;>'-M)(3;>'-^2) 

» 

•À 

et  si  /•'=  2,  les  deux  termes 

Ces  trois  cas  peuvent  se  résumer  dans  cette  formule  unique  : 
que  i-'  soit  égal  à  o,  i  ou  a,  il  faut  de  T  retrancher 

De  même,  la  dernière  valeur  de  p,  correspondant  k  z  =  Se,  est 
donnée,  toujours  d'après  (18),  par 

ou,  en  vertu  de  (17), 

p  =  r^. 

Si  r*  =  2,  il  n'y  a  aucun  terme  à  retrancher  parmi  les  derniers 
de  ceux  qui  ont  été  sommés  dans  T. 
Si  /^  =  I,  il  faut  en  retrancher  le  lerme 

'À 
et  si  f^  =  o,  les  deux  termes 

(p'-^^H^^P'^i)  ^(p'^^H^^P'-^e)  ^^^.^^^^,^.^,^^ 

Ces  trois  cas  peuvent  se  résumer  dans  celte  formule  unique  : 
que  r^  soit  égal  à  o,  i  ou  2,  il  faut  de  T  relrancher 


(M) 


_       (î-.r*)f>r,*-4-i)fV-h7-'^-5) 

1     =  f 
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Comme  on  a,  dans  lous  les  cas, 

on  voit,  en  se  reportant  à  l'expression  de  N  donnée  plus  haut,  que 
Ton  a  finalement 


(a5) 


N  =  A-hT-(Z-hT'-+-T'), 


les  quantités  figurant  dans  le  second  membre  étant  données  res- 
pectivement par  les  formules  (21),  (22),  (20),  (23)  et  (24). 
Prenons,  par  exemple,  S  =  100.  Nous  avons  alors 


S,  =  16, 
P  =5, 
r  =0, 


83=  33,        6=1, 


pui 


d'oii 


A.  =3xi5x5  =  9.2  j, 

T  =  9(5  X  4»  -4-  12  X  37)  =  5886, 

Z   =  39.  xi7x6  =  396{, 

r  =  o, 

7"=  17x^7  =  459, 

N  =6111  —  3723  =  a388. 


Autre  méthode  pour  le  cas  où  z  =  o.  —  Voici  une  autre  mé- 
thode qui,  dans  le  cas  général,  conduite  des  calculs  plus  pénibles 
que  la  précédente,  mais  qui,  par  contre,  lorsqu*on  se  borne  à  la 
monnaie  courante  en  excluant  les  pit^ces  de  o^**,  20,  c'est-à-dire 
lorsqu'on  suppose  ^  =  0,  conduit  plus  rapidement  à  la  formule 

(«9')- 

Faisant  ^  =  0  dans  les  équations  initiales,  on  en  déduit,  par 

addition  et  soustraction 

6m  -h  3(p  -hy)  =  9.(S  —  .r), 

Il  en  résulte  immédiatement  que  v  -\-y  est  multiple  de  2,  et 
V — y  multiple  de  4-  Posant  donc 
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el  éliminant  </,  on  a  Téquation 

3$  H-  3»  =  S  —  X, 

S  —  X  devant,  d'après  cela,  être  positif  et  multiple  de  3,  les 
seules  valeurs  que  l'on  pourra  donner  à  x  seront  o,  3,  6,  g,  ... , 

3  Sa,  S3  représentant  toujours  E  /  ^  j  •  Prenons  l'une  de  ces  valeurs 
3 A*.  L'équation  s'écrira  alors 

0  -H  <J  =  X:. 

Or,  d'après  la  définition  même  de  0  et  7,  on  doit  avoir 

48<2(T, 

ou 

!i8gA  — a, 

c'est-à-dire 

5Se(|^    pu    k^. 

Les  solutions  correspondant  à  une  valeur  de  k  sont  donc  don- 
nées par  5  =  o,  1 ,  2,  . . . ,  Xrs.  Elles  sont  au  nombre  de  A-j  -f- 1 ,  et 
l'on  a  pour  le  nombre  cherché 


n=z^{k,^i). 


k=^fi 


Les  nombres  k^  ayant  de  trois  en  trois  la  même  valeur,  nous 
voyons,  en  utilisant  les  notations  définies  par  (17),  que 


p'-\ 


/l=3V*-hT4-Ss-hI, 


T  étant  égal  à  />',  2/>'  ou  Zp'  suivant  que  /-'  =  o,  i  ou  2,  ce  qu'on 
peut  exprimer  en  posant 

•:  =  (r'-f- !)/>'. 

Remplaçant  d'autre  part  S3  par  sa  valeur  ip* -\-  /•',  on  a  finale- 
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n  =  ie:^^ZLL)  +  (r'+ ,)/>'+ 3/)'-+. /'H- ., 


=  C-(3/>'-»-2r'-4-5)-t-r'-hi, 


{p'^t)l3p'-^9.{r'-^i)] 


ce  qui  est  bien  la  formule  (19'). 


SUR  UN  INVARIANT  FUN  SYSTÈME  DE  DEUX  TRIANGLES 
ET  LA  THÉORIE  DES  INTÉGRALES  DOUBLES; 

Par  M.  Le  Roux. 


I.  Dans  une  Note  récente  relative  à  un  problème  d'inversion 
d'intégrale  double,  j*ai  été  amené  à  considérer  une  intégrale  double 
de  la  forme 


t. g       /*    /*      F(nv)dudv 


évaluée  suivant  une  surface  fermée. 

Cette  intégrale  se  rapproche  par  certaines  propriétés  de  Tinlé- 

grale  simple. 

_i_  rf(z)dz 

qui  donne  la  dérivée  def{x). 

Dans  la  présente  Note  je  m'occupe  seulement  de  la  différen- 
tielle double 

du  dv 


qui  devient 


(-:-?)■«•••■ 


du  dv 


(  u  X  H-  vy  -h  1  )» 


pour  le  changement  de  «/,  v^  en  —  et  — • 

Cette  différentielle  est  liée  à  un  certain  invariant  projectif  d'un 
syslcme  de  deux  triangles  par  une  relation  analogue  à  celle  qui 
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existe  entre  la  différentielle  simple 

dz 

{z-xT- 

et  le  rapport  anharraonique. 

Considérons,  en  effet,  dans  le  plan  un  système  de  deux  triangles 
déterminés,  le  premier  par  ses  sommets,  le  second  par  ses  côtés. 
Soient  ^1, ^/,»5/ (t  =  I,  2,  3)  les  coordonnées  ponctuelles  des 
sommets  du  premier,  w/,  i^/,  wi{i^=i^  2,  3)  les  coordonnées  tan- 
gentielles  des  côtés  du  second. 

Si  Ton  pose 


-Ti      Ji       ^1 

^3  yz    -33 


=  D, 


«3       t^S       «'3 


=  A, 


le  rapport 


P  = 


DA 


(w,J7,-i-i',^,-f-  WYZ{){utXx'^  Vtyx-^  ^t^t"^{u^3c^-^  ç^y^->f  WzZ^) 


constitue  évidemment  un  invariant  projectif  absolu  de  la  figure 
formée  par  les  deux  triangles,  et  peut  être  considéré  dans  un  cer- 
tain sens  comme  une  généralisation  du  rapport  anharmonique  de 
deux  couples  de  points. 

Supposons  que,  d'une  part,  les  sommets  du  premier  et,  d'autre 
part,  les  côtés  du  second  soient  des  éléments  infiniment  voisins. 
Le  numérateur  de  p  devient  alors  le  produit  de  deux  différen- 
tielles doubles  {différentielles  binaires,  suivant  Texpression  de 
M.  Méray). 

En  introduisant  pour  chaque  série  de  variables  deux  systèmes 
d'accroissements  infiniment  petits,  nous  désignerons  par 

X,  y,  z\    x-i-dix,  y-^diy,  z -i- diz;     x -h  d^x,  y -^  d^y,  z-^dtz 
les  éléments  du  premier  triangle,  et  par 

M,  V,  w\    u-hdiUf  ç-hdiVy  w-hdiiv:     u -^  d^u^  v-^d^v^  wH-rfiw 
les  éléments  du  second.  Nous  poserons,  en  outre, 

I  diX     dyy 


d^x     d^y 


=  dix,  y); 


XXYUI. 


I  I 
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le  rapport  p  prend  alors  la  forme 

[xd(y,z)-^yd(ZjX)-hzd(x,y)[[ud(u,  w)  -h  v d(w,  u)  -h  w  d(u,v)] 
(ux  -i-  vy  -\-  wzY 

En  particulier  pour  ^  =  i ,  (v  =  i ,  cette  expression  devient 

d{x,y)d{u,v) 

Eflecluons,  sur  les  variables  x^  y,  une  transformation  homo- 
graphique  quelconque,  et  sur  les  variables  a,  v  la  transformation 
réciproque.  En  désignant  par  X,  Y,  U,  V  les  nouvelles  coordon- 
nées, nous  aurons,  diaprés  ce  qui  précède, 

d{x,y),  d( u,  y)  _  rf(X,  Y),  d(  U,  V) 
^^                            (ux-{-f^y-hiy  "  (UX-hVY-hi)»' 
ou  bien 
(^)  d(u,v)         __  t/(X,  Y)  d(V,\} 


{ux-^vy-^-iy  ■"  d(xyy)  (UX -f- V  Y -+- i)3 
Cette  relation  est  analogue  à  la  suivante  : 

dz       _  d\       dZ 

(^  — a.-)«  ""  dx  (Z  — X)« 

que  Ton  déduit  de  la  considération  du  rapport  anharmonique. 

L'équation  (i),  qu'il  est  facile  de  vérifier  directement,  permet 
de  calculer  l'un  des  déterminants  fonctionnels 

d(u,v)        djx.y) 

rf(U,V)'     ./(X,Y) 

quand  on  connaît  l'autre. 
Nous  avons,  par  exemple, 

d(u,i>)   _    (ux-^  vy  -\-i)^   d(X,\) 
d(V,\)  "  (ÙX-i-VY'^^^Tyî   d{x,y)' 

Si  nous  remplaçons,  dans  le  second  membre,  x,  y  par  les  coor- 
données ^oîJ^o  de  la  nouvelle  origine,  nous  trouvons 


d(UjV) 


rf(X,Y)[ 
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d(jp,j^) 


2.  L'intégrale. double  (*) 

rr     dix, 

étendue  à  Taire  d'un  triangle  non  coupé  par  la  droite 

--— — --.   On  peut  l'obtenir 

sous  une  forme  simple  qui  se  prête  admirablement  à  l'application 
des  formules  de  M.  Poincaré  pour  les  résidus  d'intégrales  doubles. 

Soient 

(Di)    a,x-h6|^H-Ci  =  o, 

(Dj)    a,a?H-^j^-+-Ci  =  o, 
( D3      aix  -\-  b^y  -h  Cj  =  o 

les  côtés  du  triangle.  L'ordre  de  ces  côtés  donne  le  sens  du  par- 
cours et  définit  le  signe  de  l'intégrale. 
Nous  posons 


A  = 


a\  bi  C| 
a,  br  cj 
«s     ^s     Cj 


et  nous  désignons  par  A/,  B/,  Q  les  coefficients  des  éléments  ai, 
bi^  Ci  dans  ce  déterminant.  Soit,  en  outre,  A/ le  déterminant  obtenu 
en  remplaçant  dans  A  les  éléments  de  la  {'^°'*  ligne  par  u^  r,  i  : 

^i  =  A/ a -*- B/ 1^  H- C/. 

Eflectuons  la  transformation  homographique 

a\x  -^  b^y-h  Cl 


ux  -{-  çy-^i 

aiX  -h  bty-h  Ci 

ux  -\-çy-hi 


=  X, 

=  Y. 


(')  La  notation  d{x^y)  pour  la  diflTérentiellc  présente  des  avantages  sur  les- 
quels il  est  inutile  d'insister.  Voir  les  Mémoires  de  M.  Méray  {Annales  de  l'École 
Normale,  1899). 
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t.. 


Le  délerminani  fonctionnel  -jjy\{  est  égal 


(ut  -^  vy  -hiy 


On  a,  par  conséquent, 

(ux-h  Vjr  -{-  i)^  A, 

ou  bien,  en  intégrant^ 

(3)  ,.,rr^(^i2i)       j_2rr^(x,Y). 


Au  triangle  proposé  correspond  dans  le  nouveau  système  le 
triangle  déterminé  par  les  axes  de  coordonnées  et  par  la  droite  D, 
dont  Téquation  est,  sous  la  nouvelle  forme, 

A  — Al  X  — A,  Y  =  o. 

De  plus  les  aires  intérieures  des  deux  triangles  se  correspondent. 
On  a  donc 


et,  par  suite, 


J  J  {ux-^vy-^i)^        Al  A,  i 


Cesl  le  résultat  que  nous  voulions  obtenir. 
L^équation  (3)  montre  que  l'intégrale  double 


fh 


d{x,y) 


X  -^  vy  -^  \Y 


peut  être  considérée  comme  une  transformée  homographique  de 
Taire. 
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NOUVELLE  DÉMONSTRATION 
D'UN  THÉORÈME  SUR  LES  FONCTIONS  DISCONTINUES; 

Par  M.  René  Baire. 

J'ai  démontré  dans  ma  Thèse  (  Sur  les  fonctions  de  variables 
réelles,  Chapitre  II;  Annali  di  Matematica,  1899)  que,  pour 
qu'une  fonction  d'une  variable  soit  développable  en  série  de  fonc- 
tions continues,  il  faut  et  il  suffit  qu'elle  soit  ponctuellement 
discontinue  sur  tout  ensemble  parfait.  M.  Lebesgue  a  fait  voir 
{Comptes  rendus,  27  mars  1899)  qu'on  pouvait  ramener  le  cas 
de  n  variables  à  celui  d'une  seule,  et  étendre  ainsi  à  ces  fonctions 
l'énoncé  précédent.  Je  me  propose  d'exposer  ici  une  nouvelle 
démonstration  du  fait  que  la  condition  est  suffisante;  cette  dé- 
monstration est  plus  courte  et  plus  synthétique  que  celle  de  ma 
Thèse  (Chap.  II,  Sect.  III),  où  j'employais  un  procédé  de  récur- 
rence; elle  a  de  plus  l'avantage  de  s'appliquer  directement  au  cas 
de  n  variables. 

1.  Il  s'agit  de  démontrer  le  théorème  suivant  : 

Si  une  fonction  f{x ^^  X2,  . .  .,^rt)  est  ponctuellement  discon- 
tinue sur  tout  ensemble  parfait,  il  existe  une  suite  de  fonc- 
tions continues  fj  fit  ••^yfp't  ••.,  qui  a  pour  limite  f. 

Je  supposerai  la  fonction /* définie  dans  le  domaine  E  (cube  à 

n  dimensions)  : 

O^ic/li,        1=1,2,     . . .,     n. 

Étant  donné  un  entier  quelconque  /?,  j'appellerai  points  prin- 
cipaux d^ ordre  p  les  points  dont  les  n  coordonnées  sont  de  la 

forme  —•  On  peut  considérer  E  comme  formé  par  la  réunion  de 

cubes  ^p  de  côté  —^  et  dont  les  sommets  sont  des  points  princi- 
paux d'ordre/?. 

J'appellerai  domaine  principal  d'ordre  p  tout  domaine  D^,  de 
la  forme 

a/  —  I  ^       .^  «/  -H  I 

et  je  dirai  que  ce  domaine  a  pour  centre  le  point  principal  de 
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coordonnées  ~  •  (Le  domaine  D«  devra  être  réduil,  dans  le  cas  où 

un  des  nombres  a/  est  o  ou  iPj  à  sa  porlion  contenue  dans  £.) 

Tout  point  M  de  E  appartient  à  un  certain  nombre  de  do- 
maines D^;  j'appelle  points  principaux  d'ordre  p  associés  à  M 
les  centres  de  ces  domaines;  ces  points  sont  aussi  les  sommets  des 

cubes  \p  qui  contiennent  M.  (Dans  le  cas  général,  où  aucune  des 
coordonnées  de  M  n'est  de  la  forme —j  M  appartient  à  un  seul 
cube  Ay,;  il  y  a  donc  appoints  principaux  d'ordre />  associés  à  M.j 

Cela  posé,  je  vais  démontrer  que  le  problème  de  la  construction 
des  fonctions  continues/,,  /a,  ...,/;?,  ...,  tendant  vers/,  peut 
être  complètement  ramené  au  suivant  : 

I.  Faire  correspondre  à  chaque  domaine  principal  D  un 
nombre  '^(D)  rf<?  manière  à  réaliser  la  condition  A  qui  suit  : 

A.  Étant  donné  un  point  quelconque  M,  si  petit  que  soit  €, 
il  existe  une  sphère  S  de  centre  M  telle  que,  à  chaque  domaine 
principal  D  contenu  tout  entier  dans  S  et  contenant  M,  corres- 
pond un  nombre  o(D)  différant  de  /(M)  de  moins  de  e. 

Supposons  en  effet  le  problème  I  résolu.  Nous  construirons /;, 
de  la  manière  suivante  :  En  chaque  point  principal  d'ordre  /),  H, 
cette  fonction  aura  pour  valeur  le  nombre  ©(D)  correspondant  au 
domaine  principal  D  d'ordre  p  dont  \l  est  le  centre.  Nous 
achèverons  la  définition  de  fp  en  l'assujettissant  à  être  continue, 
et  à  avoir,  en  chaque  point  M,  une  valeur  comprise  entre  la 
plus  grande  et  la  plus  petite  de  ses  valeurs  aux  points  princi- 
paux d'ordre  p  associés  à  M.  Ces  deux  conditions  seront  réali- 
sées si,  par  exemple,  on  prend  pour/y,  la  fonction  qui,  dans  chaque 
cube  Ay,,  est  linéaire  par  rapport  à  chacune  des  variables. 

Je  dis  que,  dans  ces  conditions, /^(M)  tend  vers/(M)  quand /> 
croît  indéfiniment.  En  effet,  donnons-nous  un  nombre  j>ositife, 
et  déterminons  une  sphère  S  d'après  la  condition  A.  Dès  que  p 
dépasse  une  certaine  valeur,  les  domaines  principaux  d'ordre// 
qui  contiennent  M  sont  contenus  tout  entiers  dans  !C;  par  consé- 
quent les  valeurs  àefp  aux  points  principaux  d'ordre />  associés 
à  M  diffèrent  de/(M)  de  moins  de  s;  il  en  est  de  même  de/^îfM), 
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qui  est  compris  entre  la  plus  grande  et  la  plus  petite  de  ces  va- 
leurs; donc/p(M)  a  pour  limite  /(M). 

2.  Tout  revient  donc  à  résoudre  le  problème  I. 
Donnons-nous  une  suite  décroisi^ante  de  nombres  positifs  ten- 
dant vers  o,  par  exemple 

/    X  III  I 

(1)  -,     -,     -,     ...,     -,     .... 

Soit  D  un  domaine  principal;  nous  allons  définir  <p(D). 

Soit  cTi  le  plus  grand  nombre  de  (i)  tel  qu*il  existe  dans  D  des 
points  où  Voscillation  par  rapport  à  E,  tît(/,  E),  est  ^<Ti;  soit 
Pi  l'ensemble  des  points  de  D  où  l'on  a  ny(y*,  E)  ^  «"i . 

Si  PP  existe  et  si  la  fonction  n'est  pas  continue  sur  PP,  soit  o-* 
le  plus  grand  nombre  de  (i)  tel  qu'il  existe  des  points  où  Voscilla- 
tion par  rapport  à  PP,  ny(y,  PP),  est  ^0*2;  soit  Po  l'ensemble  de 
ces  points. 

On  définit  ainsi  des  ensembles  fermés,  tous  contenus  dans  D  : 

(2)  Pi,  Pj,      ...,     P/i,      ...,     P(,),      ,..,      Pîwj      •»•»     *a>      •••» 

et  des  nombres  dont  chacun  fait  partie  de  la  suite  (i)  ou  est  nul  : 

(3)  ffi,     0*1,     ...,     (T,,,      ...,     (T|^,     ..,,     (jjto,      ...,     <rai     •.«» 
d'après  la  loi  suivante  : 

Si  a  est  de  première  espèce,  Ta  et  ?«  s'obtiennent  de  Pa„i  comme 
0*2  €t  P2  de  P, .  Si  a  est  de  deuxième  espèce,  P»  est  l'ensemble 
commun  à  tous  les  Pa',  pour  lesquels  a'<!a;  déplus,  Ta  est  la 
limite  inférieure  des  nombres  o"a'  pour  lesquels  a'<;  a.  (Il  est  évi- 
dent que  la  condition  ^  >  a  entraîne  Pp^Pa,  et  o-p^^a») 

J'ai  démontré  (Thèse,  §  47)  qu'étant  donnée  une  suite  d'en- 
sembles tels  que  (2),  il  y  a  un  nombre  a  tel  que  Pa  =  Pa+i.  (Lti 
démonstration,  faite  pour  le  cas  des  ensembles  linéaires,  s'étend 
sans  difficulté  au  cas  d'ensembles  à  n  dimensions.)  Je  dis  qu'on 
doit  avoir  Pa  =  o;  si,  en  effet,  P» existait  effectivement,  on  aurait 
Pa=P?=Pa+i;  il  existerait  un  nombre />05/V//'o'a+i  tel  que,  sur 
Tcnsemble  parfait  P^ ,  Toscillalion  en  chaque  point  par  rapport  à  P^ 
serait  ^Ta+i;  la  fonction  serait  totalement  discontinue  sur  cet  en- 
semble, contrairement  à  rhvpothrse.  Il  résulte  de  là  que,  pour  un 
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certain  nombre  ^,  ou  bien  Pp  esl  dénombrable  (  P^  =  Pp^,  == . . .  =o), 
ou  bien  P?  existe,  mais  la  fonction  est  continue  sur  cet  ensemble 
(Pp+.  =  ---  =  o). 

Dans  le  premier  cas,  il  existe  un  nombre  y  tel  que  PI  se  com- 
pose d*un  nombre  fini  de  points;  on  prendra  pour  ^(D)  une 
valeur  quelconque  comprise  entre  les  valeurs  extrêmes  de  la 
fonction  sur  PL 

Dans  le  second  cas,  on  prendra  pour  ^(D)  une  valeur  comprise 
entre  les  valeurs  extrêmes  de  la  fonction  sur  Pp. 

Ainsi  se  trouvent  définis  les  nombres  ^(D)  et,  par  suite,  les 
fonctions  continues  /o/a?  ••  ,//»i  ••••  H  reste  à  montrer  que  la 
condition  A  est  réalisée. 

3.  Soit  M  un  point  quelconque  de  E. 

SoîtTi  le  plus  grand  nombre  de  (i),  tel  que  Toscillation  en  M 
par  rapport  à  E,T!i(/,  E,  M),  est^T,;  soit  Q,  l'ensemble  des  points 
de  E  où  Ton  a  w(/,  E)>':,. 

Si  Q?  existe  et  contient  M,  et  si  la  fonction  n'est  pas  continue 
en  M  par  rapport  à  Qp,  soit  t^  le  plus  grand  nombre  de  (i),  tel 
que  l'oscillation  en  M  par  rapport  à  QP,  w{f,  QP,  M),  est  ^Ts; 
soit  Qa  l'ensemble  des  points  de  Qp  où  l'on  a  w{/,  Qp)^?^. 

On  déduira  Ta  et  Q»  de  Qa-i,  quand  a  est  de  première  espèce, 
comme  on  a  déduit  Tj  et  Q-j  de  Q|.  Quand  a  est  de  deuxième  es- 
pèce, Qa  sera  l'ensemble  commun  aux  ensembles  Qa,  tels  que 
a'<;  a,  et  t^  sera  la  limite  inférieure  des  nombres  Ta' pour  lesquels 
a'<a. 

On  définit  ainsi  des  ensembles  fermés  contenant  tous  le  pointa  : 

(4)      Ql,     Qi,     ...,     Q/.,      ..M     Qca.      .-.,     Qjco,     ...,     Qa,     ... 
et  des  nombres  correspondant  à  ces  ensembles: 

(^)  "ij     "^i»      •••»     "^/i»      •••»     "^ii)»      •••1     "^lijdi      ...»     *a»      •••• 

De  même  que  précédemment,  on  reconnaît  que  les  ensembles  Q 
sont  nuls  à  partir  d'un  certain  indice.  Il  existe  donc  un  nombre  r^ 
tel  que,  ou  bien  Q^  n'existe  pas,  ou  bien  Q^  existe  et  ne  con- 
tient pas  M,  ou  bien  Q^  contient  M,  la  fonction  étant  continue 
en  M  par  rapport  à  Q^. 

Chacun  des  nombres  de  (5)  appartient  à  (i)  (sauf  peut-être  le 
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dernier  t,));  ces  nombres  peuvent  donc  se  ranger  par  groupes,  les 
nombres  d'un  même  groupe  étant  égaux  à  un  même  nombre  X 
de  (i).  L'indice  du  premier  nombre  de  chaque  groupe  est  néces- 
sairement de  première  espèce;  car,  si  a  est  de  deuxième  espèce, 
et  si  Ta  est  positif,  comme  Ta  est  la  limite  inférieure  des  nombres  a' 
tels  que  a'<;  a  et  qu'il  n'existe  qu'un  nombre  fini  de  valeurs  pour 
les  Ta',  il  y  a  des  nombres  a'  pour  lesquels  Ta'  =  Ta. 
On  peut  donc  écrire  : 

Zi  =  Tj  =.,.  =  Ta,  =^1, 

■^«i-t-i      =^  "^«,4-»  =  .  . .  =  Ta,  =  Al, 
(6} 

'afc_i+i  =  . . .      =  . .  .  =  Ta;,  =  A/,, 


Deux  cas  peuvent  se  présenter  :  ou  bien  le  nombre  des  groupes 
(6)  est  fini,  soit  A*;  alors  on  a  a;t=7i;  ou  bien  ces  groupes  sont 
en  nombre  infini;  alors  X|,  A2,  ...,  Xa,  •  ••  (qui  vont  toujours  en 
décroissant),  ont  pour  limite  o. 

Soient  Vj,  )/j,  ....  À/,,  ...  les  nombres  de  (1)  qui  précèdent  im- 
médiatement dans  celte  suite  les  nombres  \i ,  X2,  • . . ,  )^Af  •  •  ••  Soit 
Ri  l'ensemble  des  points  de  E  où  l'on  a  rs(/,  E)^\\  ;  soit  Rj  Ten- 
semble  des  points  de  Qa,  où  l'on  a  ny(/,  Q^J^A^)  et  générale- 
ment Ra  l'ensemble  des  points  de  Q?^.^  où  l'on  a  w(/,  QjJ  J^).^^. 
(Il  peut  arriver  que  certains  de  ces  ensembles  n'existent  pas; 
en  particulier,  si  ^t  est  le  premier  nombre  de  (i),  il  n'y  a  pas  de 
nombre  V^,  et  R|  n'exisie  pas.) 

D'après  la  définition  des  ensembles  Q,  le  point  M  ne  fait  partie 
d'aucun  des  ensembles  fermés  R, ,  R2,  . . . ,  Ra»  •  •  •  ;  donc,  quel  que 
soit  hy  il  existe  une  sphère  S  de  centre  M  qui  ne  contient  aucun 
point  des  ensembles  R(,  R2,  ...,  Ra.  SoitD  un  domaine  principal 
contenant  M  et  contenu  dans  S;  je  dis  que  si,  dans  ce  domaine,  on 
définit,  d'après  le  procédé  du§2,  les  ensembles  P|,  Po,  ...,  Pa>  •••> 
tous  ceux  de  ces  ensembles  dont  l'indice  est  inférieur  ou  égal  à  aA 
coïncident,  dans  D,  avec  les  ensembles  Qi,  Q2,  ...,  Qa>  •••?  ayant 
respectivement  les  mêmes  indices. 

En  efTel,  d'abord  il  n'y  a  dans  D  aucun  point  où  w{/^E)^\\, 
tandis  qu'il  y  en  a  au  moins  un,  le  point  M,  où  l'on  a 


t3(/,E,M)>X,  =  t,. 
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Donc  on  a  <j,=:T|  et,  par  suite,  dans  D,  P|  coïncide  avec  Q«. 
Démontrons,  par  voie  de  récurrence,  qu'on  a  ?«=  Qa  (dans  D), 
si  a^a^;  il  suffit  d'établir  la  proposition  quand  a  est  de  première 
espèce,  si  l'on  se  reporte  à  la  définition  de  P»  el  Qa  quand  a  est 
de  deuxième  espèce. 

Supposons  donc  a  de  première  espèce  el  distinguons  deux  cas  : 

i"  a  n'est  pas  l'indice  du  premier  terme  d'un  des  groupes  (6); 
nous  admettons  qu'on  a  o-a.i  =  Ta-i  et  Pa_,  =  Qût_i;  d'après  Thy- 
pothèse  faite,  on  a  t»  =  Tot_i,  c'est-à-dire  qu'au  point  M,  l'oscilla- 
tion par  rapport  à  Pj-i  =  Q?_i  est  ^t»;  donc  <Ta,  qui  ne  peut  sur- 
passer <Ta_i  =  T3t_i  =  Tût,  est  identique  à  t»;  donc  Pa  est,  dans  D, 
identique  à  Q». 

a"  a  est  l'indice  du  premier  terme  d'un  des  groupes  (6),  soit 
«8  4-1  (3  <  A);  nous  admettons  qu'on  a  Pa^  =  Qa^;  sur  l'en- 
semble Qa^,  l'oscillation  au  point  M  est  supérieure  ouégaleà)^i; 
comme  D  ne  contient  aucun  point  de  Rs+i,  ensemble  des  points 
où  w(/,  Q?^)>X5^,,    on   a  <ja^,  =  Xg^,  =  t^^^, ,    et,    par    suite, 

Cela  posé,  je  vais  établir  que  la  condition  A  est  réalisée  pour 
tout  point  M.  Distinguons  deux  cas  : 

I**  Pour  le  point  M  considéré,  le  nombre  des  groupes  (6)  est 
fini,  soit  A' ;  on  Si  0Lji=  r^  ;  l'ensemble  Qtj  existe,  mais  on  a  Qt,+i  =  o. 
D'après  ce  qu'on  a  vu  plus  haut,  ce  cas  peut  se  subdiviser  en  deux 
autres  : 

a.  Q^  n*existe  pas,  ou  bien  existe,  mais  ne  contient  pas  M; 
M  fait  partie  d'un  certain  ensemble  Qî|  sans  faire  partie  de  Qî^,"*"'  : 
c'est  un  point  isolé  de  Q*^.  Déterminons  une  sphère  S  de  centre  M 
ne  contenant  aucun  point  de  Q)^  autre  que  M,  et  ne  contenant  aucun 
point  de  R|,  K2,  ...,  Ka*  Si  D  est  un  domaine  contenant  M  et 
contenu  dans  1\  on  a,  pour  ce  domaine,  Pyj^Q^,;  d'où  Pî|^  =  Qî^=:M 
elVl^^=o;  donc,  d'après  la  définition  dccp(D),  on  a  o(D)=/(M). 

ù,  M  fait  partie  de  Q^,  et  la  fonction  est  continue  en  M 
sur  Q^.  Déterminons  une  sphère  S  ne  contenant  aucun  point  de 
I\,,  II2,  ...,  Raî  et  telle  que  roscillalion  de/ sur  la  portion  de  Q^ 
contenue  dans  cette  sphère  soit  <C  s.  Si  D  est  contenu  dans  ^  el 
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conlienl  M,  on  a  P^  =  QÎj^;  Tensemble  PJ  ou  P?  qui  intervient 
dans  la  définition  de  <p(D)  est  certainement  contenu  dans  Q^; 
donc  <p(D)  diffère  de/(M)  de  moins  de  e. 

7?  Les  groupes  (6)  sont  en  nombre  infini;  e  étant  donné,  on 
peut  trouver  h  tel  que  \h  soit  <  e.  Sur  Pensemble  Q§^,  Toscilla- 
lîon  en  M  est  <  e;  on  peut  donc  trouver  une  sphère  S  ne  conte- 
nant aucun  point  de  R|,  Ra»  •••»  Ra  et  telle  que  Toscillation  de/ 
sur  la  portion  de  Q.^  qui  y  est  contenue  soit  <  e.  De  même  que 
dans  le  cas  6,  Tensemble  Pï  ou  P?,  qui  sert  à  déGnir  »(D),  est 
contenu  dans  Q^^,  et  <p(D)  diffère  de /(M)  de  moins  de  c. 

Ainsi,  dans  chacun  des  trois  cas  a,  b,  2^,  la  condition  A  est 
réalisée;  le  théorème  est  donc  établi. 

4.  On  conçoit  que  le  procédé  de  définition  des  nombres  ç(D), 
donné  au  §â  pour  le  cas  le  plus  général,  pourrait  recevoir  des  sim- 
plifications dans  certains  cas  particuliers;  je  vais  indiquer  un  cas 
remarquable  où  la  solution  peut  être  obtenue  d^une  manière  extrê- 
mement simple.  J'ai  démontré,  dans  ma  Thèse,  que  les  fonctions 
semi-continues  satisfont  à  la  condition  d'être  ponctuellement 
discontinues  sur  tout  ensemble  parfait,  et  j'en  ai  déduit  la  possi- 
bilité, pour  ces  fonctions,  d'être  développées  en  séries  de  fonctions 
continues;  je  vais  établir  cette  proposition  d'une  manière  beau- 
coup plus  directe. 

Supposons  que/  soit  semi-continue  supérieurement.  Je  fais 
correspondre  à  chaque  domaine  D  un  nombre  ç(D)  égal  au  maxi- 
mum de  la  fonction  dans  ce  domaine  :  je  dis  que  la  condition  A 
est  ainsi  réalisée.  En  effet,  soit  M  un  point;  on  peut  déterminer 
une  sphère  S  de  centre  M,  dans  laquelle  on  a,  en  tout  point  M', 
/(M')  </(M) -I- e.  Si  D  est  contenu  dans  S  et  contient  M,  le 
maximum  de  /  dans  D,  c'est-à-dire  f(D),  est  compris  entre 
/(M)  et/(M)  -H  e.  Le  théorème  est  ainsi  démontré. 

11  est  remarquable  que  cette  proposition  résulte  ainsi,  d'une 
manière  presque  immédiate,  de  la  notion  de  semi-continuité  :  la 
démonstration  ne  nécessite  pas  l'emploi  des  résultats  de  la  théorie 
des  ensembles. 
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SUR  LA  TORSION  D'UNE  COURBE  DÉFINIE  PAR  SON  PLAN  OSGULATEUR; 
Par  M.  A.  Demoulin. 

l. 

Soient  j^4, ...,  J^/,  n  fonctions  d'une  variable  x.  Désignons  par 
W(j^,,  .  .  .,JK//)  leur  wronskien,  c'est-à-dire  le  déterminant 


(i) 


y\     ri 


yn 
y'n 


Le  signe  W  jouit  d'une  remarquable  propriété  qui  se  traduit 
par  la  formule 

(A)  W(Xj^„...,X^„)  =  ^"^V(j„...,^„), 

où  l'on  désigne  par  \  une  fonction  arbitraire  de  x.  En  particulier, 

si  Ton  fait  ).  =  —  >  il  viendra 

yi 

Cette  notation  des  wronskiens  et  la  formule  (A)  permettent  de 
présenter  de  la  manière  suivante  une  partie  des  résultats  contenus 
dans  le  n**  376  des  Leçons  de  M.  Darboux  (II'-*  Partie,  p.  loi  et 
suiv.)  : 

Soient  >5|,  . . . ,  3„  les  mineurs  du  déterminant  (i)  par  rapport 
aux  éléments  de  la  dernière  ligne. 

On  a 


(B) 
puis 


W(^„...,;;„)=[W(j„...,J«)]'-S 


avec 

(D)  X  = 1 
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11. 

Les  formules  qui  précèdent  trouvent  une  application  immédiate 
dans  la  recherche  de  la  torsion  d'une  courbe  définie  par  son  plan 
osculateur. 

Soient  x^y^  z  les  coordonnées  cartésiennes  d'une  courbe,  ce 
sont  des  fonctions  d'un  paramètre  t.  La  torsion  en  un  point  quel- 
conque M  de  celte  courbe  a  pour  expression 

I \\(x\y,z') 


les  accents  désignant  des  dérivées  par  rapport  à  /. 

Soient  x^j  x^^  ^3,  x^  les  coordonnées  homogènes  du  point  M. 

Si  on  les  introduit  dans  l'expression  de  -  >  il  viendra,  en  faisant 
usage  de  la  formule  (A'), 


\V(a7i,a:|,a7v)  h- \V(a7,,  x,,  x^)  4- W(ar3,  a?„  ar^) 
Soit  maintenant 

l'équation  du  plan  osculateur  en  M  ;  ^i ,  j'a,  j'3,  y^  sont  des  fonc- 
tions connues  de  t.  Les  coordonnées  du  point  M  vérifient  l'équa- 
tion ((i>)  et  les  deux  suivantes 

(w')  y\^i  -^y'i^x  4-/3^:3  -^y\xi,  =  o, 

(w')  y\xx  -HJKÎar,  -t-j^x,  -^ylx,,  =  o. 

Ces  trois  équations  montrent  que  x^,  ^2,  ^^3,  x»  sont  propor- 
tionnelles aux  mineurs  du  wronskien  de  j^i,  y^^  yz^  y*  par  rap- 
port aux  éléments  de  la  dernière  ligne.  Si  on  les  prend  égales  à 
ces  mineurs,  c'est-à-dire  (d'après  les  notations  adoptées  au  para- 
graphe l)  k  Zi,  Zaï  Z:iy  z^,  on  pourra  écrire 


W{3„;î„5,>  -r-yS'(z,,2,,z,)  -T-W(-3,- 
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Les  formules  (B),  (C),  (D)  deviennent  ici 

\V(5t,  5,,  ^„  54)  =  [\y(yiiyurz,r^)Yy 

x= \ . 

[W(j.„jK.,J^„r*)r 
D^ailleurs 

En  tenant  compte  de  ces  différentes  relations,  on  obtient  l'ex- 
pression définitive  de  -  : 


W(J^„>^„J^3) 


Cette  formule  conduit  à  une  relation  très  simple  entre  les  tor- 
sions de  deux  courbes  qui  se  correspondent  dans  une  corrélation 
quelconque.  (Voir  Comptes  rendus,  séance  du  29  janvier  1898.) 
Nous  réservons  pour  une  autre  occasion  la  démonstration  des 
propriétés  énoncées  dans  celte  Note;  nous  nous  contenterons  ici 
d'établir  une  relation  entre  les  torsions  de  deux  courbes  polaires 
réciproques  par  rapport  à  une  sphère.  Soient  F  et  F'  les  deux 
courbes  en  question  et  O  le  centre  de  la  sphère  directrice.  Appe- 
lons T  et  t'  les  rayons  de  torsion  de  F  et  F'  en  deux  points  corres- 
pondants M  et  M'.  Si  Ton  écrit  Téquation  du  plan  osculateur  de 
F  en  M  sous  la  forme 

les  coordonnées  cartésiennes  du  point  M' seront  (^/',r',w'),  pourvu 
qu'on  prenne  pour  unité  de  longueur  le  rayon  de  la  sphère  di- 
rectrice. 

Si  l'on  fait  dans  la  formule  ci-dessus  y^  =  w,  j'2  =  ^y  y'z  =  *''? 

y^  = —  I ,  on  obtiendra  Fexpression  de  -  : 


\V(M,r,  (i) 


(  U^  -H  i'*  -f-  iV»  )  W  (  u\  v\  w') 
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On  a  ensuite 


d'où,  par  multiplication, 


1    _  \V(a,  i^,  iv) 


Soit  P'  la  projection  orthogonale  du  point  O  sur  le  plan  oscu- 
lateur  de  V  en  M'.  On  a 


OP''  — 

W(M,P,iv) 

• 

W(i 

!*',i^'/-+-w(p',  iv')V\v(«>' 

,«')" 

OM'     =:MÏ-t-i»«-t-«;î. 

Par  suite 

..'_0M'' 
OP' 

Or,  si 
et  M', 

l'on  désigne 

par  'f  l'angle  des  plans 
OP' 

osculateurs 

en 

M 

et  il  vient 

finalement 

Tt'cOS'cp  =  I, 

ou,  en  appelant  a  le  rajon  de  la  sphère  directrice, 

Cette  relation,  jointe  au   théorème  d'Enneper  concernant  la 
torsion  des  asympto tiques,  conduit  immédiatement  à  la  relation 

R|R,B;R;cos*ïp  =  a* 

qui  lie  les  rayons  de  courbure  principaux  de  deux  surfaces  polaires 
réciproques  par  rapport  à  une  sphère.  Nous  avons  fait  connaître 
ces  deux  formules  dans  une  Note  insérée  aux  Comptes  rendus 
(séance  du  16  mai  1892).  M.  Rouquet  les  a  retrouvées  récemment 
(Bulletin  de  l^ Académie  des  Sciences,  Inscriptions  et  Belles- 
Lettres  de  Toulouse,  tome  I,  année  1898). 
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COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES. 


Élections 


SÉANCE     DU     4     AVRIL    1900. 

PRÉSIDENCE  DE  M.  CARVALLO. 


M.  Renard,  présenlé  par  MM.  Blutel  etLaisani;  M.  Ëslîenne, 
présenté  par  MM.  Appell  et  Borel,  sont  élus,  à  l^unanimilé, 
membres  de  la  Société. 

Communications  : 

M.  Bricard  :  Sur  les  surfaces  ayant  un  système  de  lignes  de 
courbure  égales. 

M.  Desaint  :  Sur  la  généralisation  d^un  résultat  dii  à 
M.  Borel.  

SÉANCE  DU  18  AVRIL   1900. 

PRÉSIDENCE   DE  U.   TOUCHE. 

Communication  : 

M.  Touche  :  Sur  les  forces  extérieures. 


SÉANCE   DU   3   MAI   1900. 

PRÉSIDENCE  DE   M.   MAURICE   D*OCAGNË. 

Communications  : 

M.  André  :  Sur  un  théorème  de  la  Géométrie  des  coniques. 

M.  HofTbauer  :  Sur  une  transformation  des  déterminants. 

M.  Andojer  présente  quelques  observations  à  ce  sujet. 

M.  Laisant  :  Sur  quelques  propriétés  des  figures  semblables 
dans  le  plan  et  dans  r espace. 

MM.  Fontené  et  Bricard  présentent  quelques  observations  à  ce 
sujet. 
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SÉANCE  DU   16  MAI  1900. 

PRÉSIDENCE  DE   U.   TOUCHE. 

Communications  : 


M.  Demoulin  :  Sur  quelques  formules  nouvelles  de  la  théorie 
des  congruences  rectilignes, 

M.  Hadamard  :  Sur  V équation  de  Laplace, 


SÉANCE   DU  6   JUIN    1900. 

PRÉSIDENCE    DE   M.    BIOCHE. 


Election  : 


M.  Firmin  Comte,  présenté  par  MM.  Brocard  et  Laisant,  est 
élu,  à  runanimité,  membre  de  la  Société. 

Communications  : 

M.  Touche  :  Observations  sur  les  principes  de  la  Dyna- 
mique. % 

M.  Duporcq  :  Sur  les  cercles  circonscrits  aux  triangles  cir- 
conscrits à  une  conique. 

M.  Blutel  :  Sur  les  surfaces  admettant  un  système  de  courbes 
tétraédrales  comme  lignes  asympto tiques. 


SÉANCE   DU   20  JUIN   1900. 

PRÉSIDENCE     DE    M.     BIOCHE. 

La  Société,  réunie  en  Assemblée  générale,  convoquée  par  déli- 
bération spéciale  du  Conseil,  étudie  le  traité  à  intervenir  avec  le 
Conseil  de  l'Université  de  Paris.  Le  quorum  n'étant  pas  atteint, 
l'Assemblée  décide  qu'il  y  a  lieu  de  poursuivre  la  question  et  de 
convoquer  une  nouvelle  Assemblée  générale,  dans  le  délai  d'un 
mois. 

XXVIll.  12 
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M.  Picard  adresse  la  Note  suivanle  : 

Sur  quelques  problèmes  relatifs  à  l'équation  Au  =  k^u; 

Dans  une  Note  récenle  (*)  Sur  réquilibre  calorifique d' une 
surface  fermée  rayonnant  au  dehors  y  a\  Iraité  la  queslion  gé- 
aérale  de  Féquilibre  calorifique  d'une  surface  fermée  avec  rayon- 
nement au  dehors.  Me  plaçant  ici  à  un  point  de  vue  purement 
analeptique,  je  traiterai  deux  problèmes  très  particuliers  se  rap- 
portant au  même  ordre  d'idées  et  relatifs  à  Téquation  A«  =  A'-u; 
le  second  concernera  certaines  solutions  doublement  pério- 
diques de  cette  équation. 

1.  Le  premier  problème  est  relatif  au  cas  d'une  plaque  indé- 
finie avec  une  seule  source  de  chaleur  à  Torigine.  L'équation  aux 
dérivées  parliellcs 

Aw=a        (nous  faisons  A*  =  I), 

se  réduit  ici,   par  raison  de  symétrie,  à  l'équation  différentielle 

ordinaire 

<l^u       I  du 
^  dr^        r  dr 

u  ne  dépendant  que  de  la  distance  r  â  roriginc.  D'après  le  pro- 
blème physique,  il  s'agit  d'avoir  l'intégrale  u  de  cette  équation 
s'annulant  à  l'infini,  et  devenant  infinie  à  l'origine,  de  telle  sorte 
que  l'intégrale 


/ 


du   j 


])rîse  le  long  d'une  circonférence  de  rayon  infiniment  petit  autour 
de  l'origine  (intégrale  correspondant  au  flux)  ait  une  valeur 
donnée. 

L'intégrale  de  l'équation  (i),  s  annulant  pour  r  =  oo,  est  déter- 
minée à  un  facteur  près.  La  méthode  classique  de  Laplace  pour 
l'intégration  des  équations  linéaires  dont  les  coefficients  sont  du 
premier  degré,  par  rapport  à  la  variable,  la  donne  bien  aisément. 


(')  Comptes  rendus  (5  juin  looo). 
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Posons 

•  a 

les  constantes  a  et  ^,  et  la  fonction  i>(z)  étant  à  déterminer.  En 
substituant  dans  l'équation  différentielle,  on  voit  que  Ton  aura 

une  solution,  si 

d(vz^)  dv 

et  si  de  plus 

en  entendant  par  {f)\  la  différence  des  valeurs  de/pour  ;;  =  P  et 
3  =  a.  On  pourra  donc  prendre 

I  _^ 

et  ensuite  on  prendra,  comme  champ  d'intégration,  un  lacet  en- 
tourant le  point  —  i,  et  venant  de  Tinfini  négatif  et  y  retournant 
dans  la  direction  de  l'axe  réel  (a  =  ^  =  —  c»).  On  est  ainsi  con- 
duit à  la  solution 

Cette  solution  de  l'équation  (i),  définie  pour  r  positif,  s'annule 
évidemment  pour  r  =  -|-  oo.  Il  est  indispensable  pour  nous  de  re- 
chercher ce  qu'elle  devient  pour  r=o.  La  forme  de  l'intégrale 
générale  de  l'équation  (i)  est 

AGo(r)Iog/-+G,(r), 

les  G  étant  des  fonctions  entières  de  r;  Go(/)  est  une  fonction 
paire  de  r  et  G© (o)  =  i.  11  faut  avoir  la  valeur  de  la  constante  A 
correspondant  à  u.  Or  si 

a  =  AGo(r)Ios/--f-Gi(/'), 

on  voit  de  suite  que 


■^  "'"■■(' '")..- 
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du 


Cherchons  donc  la  Ihnile  de  r  -^-  pour  r  =  o.  Or 


du  __  r' 


ze^fdz 


el,  en  posant  zr  =  /,  il  vient 


du      r~ 


yf^^x 


te^dt 


le  radical  ^t^  —  r*  étant  pris  avec  le  signe  ptus.  Pour  avoir  en 
toute  rigueur  la  limite  du  second  membre  pour  r  =  o,  il  serait  un 
peu  rapide  de  faire  de  suite  r=  o,  quoiqu'on  trouve  ainsi  immé- 
diatement —  I. 

Pour  le  voir  avec  plus  de  précision,  prenons  un  nombre  po- 
sitif fixe  p  supérieur  à  r,  aussi  voisin,  d'ailleurs,  que  l'on  voudra 
de  zéro  si  r  est  lui-même  suffisamment  petit,  et  partageons  Tin- 
légrale  en  deux  parties 

-P    teidt 


/•"P     te^dt  r'^te^dt 


Pour  la  première  partie,  on  peut  faire  de  suite  r=  o,  et  Ton 
trouve  ainsi 


=  C'i/p*—  J 


pour  la  seconde,  elle  peut  s'écrire 

_ide 

J 

t\  étant  compris  entre  —  p  et  —  /•.  Il  résulte  bien  de  là  que,  à 
partir  d'une  valeur  suffisamment  petite  de  r,  l'intégrale  proposée 
difTère  de  —  i  d'aussi  peu  que  l'on  veut;  nous  avons  donc 

A=-i. 

Pour  l'intégrale  trouvée,  le  flux  est  donc  égal  à  —  21t. 
Je  ferai  encore  une  remarque  sur  la  façon  dont  u  tend  vers  zéro 
pour/'  =  oc,  en  montrant  que  \e produit 

u  \^r  e'' 
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tend  vers  une  limite  finie  et  différente  de  zéro  pour  r  =  oo.  En 
posant 

on  a 


/*"      c^>  dz' 
u==e'r  1       — , 


et,  en  désignant  par  p  une  quantité  positive,  nous  écrirons 

La  première  partie,  on  le  voit  de  suite,  tend  vers  zéro  pour 
r=  +  oo;  il  s'agit  d'avoir  la  limite  de  la  deuxième  partie.  En 
changeant  z  en  —  z  nous  l'écrirons 

J^      y/z(z^2)  yflj^  \        ^/ 

_  1 
On  peut  développer  (  i  -+-  -  j      suivant  la  formule  de  Taylor; 

le  premier  terme  seul  est  intéressant  pour  nous;  il  se  réduit  à 

-7=    /     c--'-^    ^dz. 
ce  qui,  en  posant  5/'=j^,  devient 

-7=   /       e-rj^   »rf^. 

Donc,  pour  /•  =r  4-  00,  la  limite  cherchée  sera 
i      r^  e-ydy  ,  /r 

Nous  avons  donc  la  formule  cherchée 

lûn  {u y/r  e»)  =  |/ j • 
2.  Proposons-nous  maintenant  relativement  à  Péquation 
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un  second  problème,  qui,  au  point  de  vue  physique,  se  rallache- 
rail  à  l^équilibre  calorifique  de  la  surface  d'un  tore,  et  qui,  au 
point  de  vue  analytique,  a  une  lointaine  analogie  avec  la  théorie 
des  fonctions  doublement  périodiques. 

11  s'agit  de  trouver  V intégrale  de  cette  équation,  ayant 
une  période  a  par  rapport  à  x  et  une  période  b  par  rap- 
port à  y,  et  continue  sauf  au  point  (a,  P)  et  à  ses  homologues 
toL-\-nia,  ,3  4-/î6),  où  elle  devient  infinie  comme  le  devenait 
tout  à  r heure  V intégrale  u  à  V origine. 

Il  est  clair  d'abord  que  la  solution  est  unique,  car  s'il  y  avait 
deux  solutions,  leur  différence  serait  une  solution  de  l'équation 

Am=  m, 

qui  serait  doublement  périodique  et  continue  dans  tout  le  plan, 
ce  qui  est  impossible,  car  une  solution  continue  de  l'équation  pré- 
cédente ne  peut  avoir  ni  maximum  positif  ni  minimum  négatif. 

Pour  avoir  maintenant  la  solution  cherchée,  il  n'y  a  qu'à  se 
reporter  au  problème  traité  ci-dessus  et  à  faire  la  somme  des  solu- 
tions correspondant  à  tous  les  homologues  du  point  (a,  p).  For- 
mons la  fonction 


W=-4-so    n=+«o 


0(3,  iF,j)=     N        \^    es  v'\j-a-/nrt)«-4-.^v- {i-/if»)« . 

/n  =  —  00  ii=— «B 

Elle  est  parfaitement  définie  pour  z  négatif,  puisque 


pour  I  m  1  et  I  /?  I  suffisamment  grands. 
Formons  alors  l'expression 


Ce  sera  l'intégrale  de  l'équation  proposée,  doublement  pério- 
dique, et  continue  sauf  aux  points  (a  + /?2«,  ,3-h/?6),  où  elle 
devient  infinie  comme  le  devenait  à  l'origine  l'intégrale  du  para- 
S^raphe  précédent. 
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On  passe  évidemment  de  suite  de  l'équation  ^u  =  u  à  Téqua- 

tion 

tiu=k^^u        (X:'>o). 

Nous  avons  ainsi  un  type  de  solutions  doublement  pério- 
diques de  cette  équation,  qui  cesse  entièrement  d^ exister  dans 
le  cas  particulier  correspondant  à  k-  =  o. 

M.  Paiulevé  adresse  la  Note  suivante  : 

De  la  détermination  unique  des  intégrales  d'un  système  d'équations 
différentielles  ordinaires  par  les  conditions  initiales  de  Canchy. 

Dans  son  savant  Traité  sur  les  équations  différentielles,  dont 
les  tomes  II  et  III  ont  paru  récemment  (*),  M.  Forsyth  a  discuté 
longuement  la  question  de  savoir  si  les  conditions  initiales  de 
Cauchy  définissent  une  solution  unique  d'un  système  différentiel. 
Il  a  formulé  (^),  au  sujet  des  deux  solutions  distinctes  que  nous 
avons  données,  M.  Picard  et  moi,  de  la  question^  des  critiques 
qui  ne  me  semblent  pas  fondées. 

Je  voudrais  montrer  ici  que  le  procédé  qui  m'a  permis  d'établir 
que  la  solution  de  Cauchj  est  unique  ne  prèle  à  aucune  ob- 
jection. 

Il  convient,  avant  lout,  de  bien  préciser  la  question.  Soit 

un  syslèmcde/i  équations  différentielles  dont  les  seconds  membres 
sont  des  fonctions  analytiques  des  variables  complexes  x,  y^,  . . ., 
y,,,  holomorphes  pour  x  =  a^y^=:  b^^  . . .,  ^,,  =  6,,,  par  exemple 
liolomorphes  dans  le  domaine 

D'après  le  théorème  de  Cauchy,  il  existe  une  solution  y^  {x)^  ..., 
yn{^)  de  (S),  holoniorphe  pour  :r  =  a,  et  qui  répond  aux  condi- 
tions initiales 


(*)  Forsyth,  Tkeory  of  differential  équations,  t.  II  et  III;  Cambridge,  1900. 
(')  Loc.  cit.,  t.  It,  p.  .^,-47  cl  p.  So-S3. 
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Toute  solution,  Iiolomorphe  pour  j;  =  a^  qui  répond  aux  mêmes 
conditions  initiales,  coïncide  évidemment  avec  la  solution  de 
Cauchy. 

Mais  ne  saurait-il  exister  (Vautres  solutions  analytiques 
y^  (x),  ...,  y,i(^)  de  (S),  liolomorphes  dans  un  certain  domaine 
A  attenant  au  point  a,  mais  non  au  point  a,  et  telles  que,  x 
tendant  vers  a  à  V intérieur  de  A,  les  fonctions  y^,  ...,  yn 
tendent  respectivement  vers  64 ,  . . . ,  6„? 

Aucune  hypothèse  n'est  faite  d'ailleurs  sur  le  domaine  A;  A 
peut  être,  par  exemple,  compris  entre  deux  spirales  qui  admettent 
le  point  a  comme  point  asymptote  et  dont  l'arc  croît  indéfiniment 
quand  le  point  de  la  courbe  tend  vers  a. 

On  peut  encore  poser  la  question  ainsi  : 

Existe-t'il  un  chemin  l  aboutissant  au  point  a,  tel  qu^une 
solution  y^  (x),  . .  -,  j^/i(^)  de  (S)  soit  holomorphe  sur  /,  sauf 
au  point  a,  et  que  y^  (x),  . . .,  y,i{x)  tendent  respectis^ement 
vers  61 ,  . . .,  bu  quand  x  tend  vers  a  sur  l? 

Il  est  toujours  loisible  (en  modifiant,  si  besoin  est,  le  chemin  /) 
d'admettre  que  /  possède  en  chaque  point  une  tangente  continue. 
Soit  s  l'arc  de  /  compté  à  partir  d'un  point  oti,  positivement  dans 
le  sens  de  Xt  vers  a.  Quand  le  point  x  parcourt  /  dans  le  sens  po- 
sitif, s  croit  constamment  et  tend  vers  une  limite  a-  quand  x 
tend  vers  a,  o-  pouvant  être  égal  à  -|-oo.  Par  exemple,  /  peut  ad- 
mettre le  point  a  comme  point  asymptote,  et  l'arc  compris  entre 
Xi  et  a  peut  être  infini. 

Insistons  enfin  sur  le  sens  précis  des  mots  :  x  tend  vers  a  sur  L 
Il  n'y  a  aucun  malentendu  possible  à  ce  sujet,  si  /  est  un  chemin 
de  longueur  ^n/e  aboutissant  au  point  a.  Mais  supposons  o-  m- 
fini  :  on  dit  que  x  tend  vers  a  sur  l,  si  la  distance  rectiligne  xa 
tenv  CONSTAMMENT  dcrs  zéro  quand  s  croit  indéfiniment  ;  autre- 
ment dit,  e  étant  une  quantité  positive  prise  d'avance  aussi  petite 
qu'on  veut,  on  peut  trouver  une  valeur  a'  assez  grande  pour  que 
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tous  les  points  x  de  /qui  correspondent  k  s^  s'  soient  intérieurs 
à  un  cercle  de  centre  a  et  de  rayon  e. 

Ces  préliminaires  admis,  on  établit  le  théorème  suivant  : 

Thi^.orème.  —  Il  n  existe  pas  de  solution  y^  (x),  . .  •^yn(^) 
de  (S),  holomorphe  sur  un  chemin  l  [aboutissant  au  point  a) 
sauf  au  point  a,  et  telle  que  y^  (x),  . .  .,^/i(^)  Rendent  vers 
bi,  . .  .^  bn  quand  x  tend  vers  a  Sur  / (  *  ). 

La  démonstration  que  j'ai  proposée  (^)  s'appuie  sur  un  lemme, 
aujourd'hui  classique,  conséquence  presque  immédiate  du  théo- 
rème fondamental  de  Cauchy. 

Lemme.  —  Soit  Xq,  y%  . . . ,  j^"  des  valeurs  voisines  respec- 
tivement  de  a^  6^,  . ,  .^  bny  et  soit 

(0  yi=9i{XyXo,y^,  ...,J^?,),        (*  =  1,2,  ...,  n)\ 

la  solution  de  Cauchy  définie  par  les  conditions  initiales 


(  *  )  C'est  pour  avoir  interprété  dans  un  tout  autre  sens  les  mots  :  «  x  tend  vers  a 
sur  l  »  que  M.  Fuchs  {Berl,  SUzungsberichte,  i886,  p.  279)  et  M.  Forsyth  après 
lui  {toc.  cit.,  tome  II,  p.  8o-83)  ont  cru  devoir  nier  l'exactitude  du  théorème 
précédent.  Considérons  l'exemple  le  plus  simple  de  M.  Fuchs,  à  savoir  Téquation 

dont  l'intégrale  générale  est^=  -: — rT~^  ^^  const.  arbitraire). 

La  solution  de  Cauchy,  définie  par  la  condition  ^(i)  =  o,  n'est  autre  ici  que 
^  ==  o.  D'autre  part,  faisons  croître  j?  de  ^  à  i  par  valeurs  réelles,  en  lui  faisant 
de   plus    parcourir    (dans  le  sens   positif)   le   cercle   de    centre  x  =  o    et    de 

rayon  i chaque  fois  que  x  atteint  une  valeur  i >    (n  entier  >  2);   étu- 
dions les  variations  de  la  fonction  y  =  -, -. quand  x  décrit   le   chemin  L 

•^        /*  -H  log  J7  ^ 

ainsi  défini.  Il  est  clair  que  pour  les  valeurs  de  x  voisines  de  i,  \y{x)  |  est  très 

petit  I  par  exemple,  Umy  (i )  =0  pour  /»  =  x  ;   mais  ^  ne  tend  pas  vers  1 

sur  te  chemin  L;  le  chemin  L,  tantôt  se  rapproche  du  point  j?  =  r,  tantôt  s'en 
écarte  à  une  distance  plus  grande  que  l'unité,  un  nombre  indéfini  de  fois. 
(')  Voir  mes  Leçons  de  Stockholm,  p.  ly-ao  et  p.  39Î-396. 
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les  fondions  '^/(j",  «a^o,j'!J,  »  ••j^«)  ^^''^  ^^^  fonctions  analy- 
tiques des  (/i  4-  a)  variables  x^  x©,  y\^  • .  • ,  ^'*^,  fonctions  holo- 
morphes  pour 

x=a,         arQ=a,        yi  =  bt,  . .  .,yf,=  h„. 

Autrement  dit,  les  o/  sont  holomorphes  dans  le  domaine 

I  J-  — rt|<  p,     I  j-o  — a|<  p,     Ij^ç— 6,  Kp,  ...,|  Jo— ^/iKp, 

OÙ  p  désigne  une  certaine  quantité  positive. 

Quand  on  donne  à  x^^  x^  y^^  . .  ^^  y»  des  valeurs  voisines  res- 
pectivement de  a,  a,  6|,  ...,  6«,  les  équations  (i)  en  ^j,  ..•.>-• 
admettant  une  solution  (et  une  seule)  pour  laquelle  j",  . .  .,j) 
sont  voisins  de  6i,  .  . . ,  &,,,  à  savoir  la  solution 


.0 


(2)  ^?  =  o,(;ro,  ar,7, ,7,»)»         (e  =  i,  2,  . . . ,  w). 

Ce  lemme  admis,  j'effectue  le  changement  de  variables 

(3)  j^;=cp/(ar,  ûf,  a,,  ...,  M„),         (t  =  i,  a,  . . .,  /i), 
d'où  Ton  tire 

(4)  w/=  ?/(«,  ^,^1,  ...,J/i)        (' =  I,  a,...,n). 

Pour  J^,  J^<,  ..•,  J'/i  voisins  de  a,  60  ...,  6„,  les  quantités 
{/i,  ...,(//,  sont  voisines  de  &i ,  • . . ,  6/^  ^^  ^^  solution  de  Cauchy 
de  (S)  définie  par  les  conditions  initiales  Xq^  ^J,  . . .,  r",  corres- 
pond pour  les  W|,  le  système  de  fonctions  Ui{x)^^y^^.  Le  sys- 
tème (S)  se  transforme  donc,  d'après  (3),  (4),  dans  le  svstème  (*) 

(b')  "^7^^        ^^^  *'  ^''  ••'*  '^^^ 

S'il  cxisle  une  solution  y^  (;r),  .  . .  *  yn{x)  de  (S)  liolomorphe 
sur  un  chemin  /  (aboutissant  au  point  a)  mais  non  au  point  a,  et 
telle  que  y^^   ...,  yn  tendent  vers  6,,   ...,   bn  quand  x  tend 


(*)  En  effet,  la  solution  de  Cauchy,  défînte  pour  (S')  par  les  conditions  ini- 
tiales i/,(j:o)  =  wJj  •••>  "«(-^o)  =  "?*»  <io»t  se  réduire  à  m,  r- t/J, . . .,  i/^z- «J^, 
(quels  que  soient  x^y  /;?,  ...,  mJi,  voisins  de  «,  &,,  ...,  b„).  Cela  n'est  possible 
que  si  les  coefficients  din'ércnlicls  de  (S')  sont  identiquement  nuls. 
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vers  a  sur  /,  il  existera  une  solution  U\{x)^  . . .,  Un{x)  de  (S') 
qui  satisfera  aux  mêmes  conditions.  Or  cette  solution,  composée 
de  fonctions  qui,  d'après  (S'),  sont  constantes  sur  /,  se  confondra 
nécessairement  avec  la  solution  de  Cauchy  M|  =  6|,  . . . ,  Uu^=  bnj 
ce  qui  est  contre  Thypothèse. 

En  un  mot,  la  transformation  (3)  ramène  le  cas  d'un  système  (S) 
quelconque  au  cas  d*un  système  (S'),  pour  lequel  le  théorème  en 
question  est  intuitif.  c.  q.  f.   d. 

Remarque.  —  Nous  avons  supposé  que  la  solution  y^  (:r),  . . . , 
yn{x)^  non  holomorphe  pour  ar=a,  était  analytique  sur  un 
chemin  /aboutissant  au  point  a.  Bornons-nous,  pour  un  instant, 
ù  considérer  les  valeurs  réelles  de  la  variable  ;  faisons  tendre  x 
(par  valeurs  réelles  croissantes,  par  exemple)  vers  la  valeur  réelle 
a,  et  soit  yh{x)^  .. .,  yn{^)  un  système  de  fonctions,  analy- 
tiquesou  wo/i,  qui  vérifient  le  système  (S)  et  telles  quej'i(x),  . .., 
yn{^)  tendront  vers  6|,  . ,  ,^  bn  quand  x  tend  vers  a.  De  la  dé- 
monstration qui  précède  il  résulte  que  la  solution  y\{x)^  ..., 
yn{^)  se  confond  avec  la  solution  de  Cauchy  (*). 

Plus  généralement,  soit  /  un  chemin  continu  aboutissant  au 
point  a,  chemin  dont  Yarc  s  existe  mais  peut  croître  indéfini- 
ment quand  x  tend  vers  a.  Supposons  qu'il  existe  un  système  de 
fonctions  ^i(^)  =  Y^ (5),  . .  .,j',i(.r)  =  Y«(s),  analytiques  ou 
non,  mais  bien  définies  sur  le  chemin  l  (^),  telles  que,  d'une 


(')  Il  est  loisible,  en  augmentant  le  nombre  des  fonctions,  de  supposer  (S) 
réel.  La  remarque  précédente  résulte  alors  aussi  bien  de  la  méthode  de  Gauchy- 
Lipschitz,  ou  de  la  méthode  d'approximations  successives  de  M.  Picard. 

(^)  On  peut  même  supposer  que  /  est  un  chemin  continu  sans  tangente.  Soit 

yi{x)  une  fonction  bien  déterminée  en  tout  point  x  de  /,  telle  que  le  rapport 

y  ix  -\-  àx  )  — y(x) 

"^-^ ^^-^ —  (  où  a:  et  a;  4-  Aj?  sont  deux  points  de  /)  tende  vers  une  li- 

fn\lty\{x)  quand  ù^x  tend  vers  zéro;  si  le  système  yi(:r),  ...,  y^i^x)   vérifie 
en  tout  point  de  /  les  égalités 

y'i=^fi{x,y,,  ...,y„)        (i  =  i,2,  ...,rt), 

et  si,  de  plus,  >', (^),   ...,  y^{x)  tendent  vers  ^,,  ...,  ô„  quand  x  tend  vers  a 
sur  /,  le  système  y,(j:),  ...,  y„{x)  se  confond  avec  la  solution  de  Cauchy. 
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part,  y^,  • .  • ,  Yh  tendent  vers  61,  . . . ,  6„  quand  x  tend  vers  a 
sur  ly  et  que,  d'autre  part,  les  égalités 

soient  vérifiées  en  tout  point  de  /.  La  démonstration  précédente 
établit  que  le  système  de  fonctions  ^i(ar),  . .  m^/iC*^)  se  confond 
avec  la  solution  de  Cauchy. 

M.  RiPERT  adresse  la  Communication  suivante  : 

Sur  lei  triangles  trihomologiqnei  inscrits  on  circonscrits 
à  une  coniqne. 

1.  On  peut  inscrire  et  circonscrire  à  toute  conique  une 
double  infinité  (P,  Q)  de  triangles  trihomologiques  à  tout  tri- 
angle inscrit  oc  circonscrit  donné  A  et  trihomologiques  entre 
eux.  Les  neuf  centres  d'homologie  sont  en  ligne  droite  et  les 
neuf  axes  passent  par  un  point  fixe,  si  les  triangles  A,  P,  Q 
sont  tous  les  trois  soit  inscrits  soit  circonscrits.  Si  A  est  inscrit 
et  P,  Q  circonscrits,  ou  vice  versa,  les  centres  du  couple  (P,  Q) 
restent  en  ligne  droite  et  ses  axes  concourants  ;  les  six  centres 
des  couples  (A,  P)  et  (A,  Q)  sont  sur  une  conique  et  les  six  axes 
correspondants  touchent  une  autre  conique. 

2.  Les  coordonnées  étant  barycentriques,  et  étant  posé 

t\A-, /  =  i,2,  3:2,  3,  i;3,  1,2, 

soit  le  triangle  A/  inscrit  dans  la  conique  Pf^l  ~  =^)î  soît(*) 


(*)  Je  repn^cnte  un  point  par  son  équation  tangenlielle  : 

K(»il«2î*3)  et  K=rr^a.||.=  0 

sont  <Wiuivalcnls.  On  est  prié  de  faire  la  fîgure. 
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le  centre  d'homologie  de  Ai  et  du  triangle  circonscrit  a/  dont  les 
sommets  sont  les  pôles  des  côtés  A^A/,  et  soit 

l'axe  d'homologle  déterminé  par  les  points 

d'intersection  des  tangentes  aux  points  A/  avec  les  côtés  Aj^Ai. 
Prenons  sur  T  un  point  arbitraire  (P|  =  V  P/tt/=  oj;  soient  Qi 
les  intersections  de  F  avec  les  droites  P|  A/. 

1°  Les  droites  Af'Qfi  concourent,  sur  T,  au  point  Pj,  et  les 
droites  A,Q/  au  point  P3  ; 

2®  Les  triangles  A/,  P/,  Q,-  50/1^  rfeao:  à  deux  trihoniolo- 
giques. 

En  effel,  soit  /  VX,W|=  o  j  Minverse  par  rapport  à  K  du  point 
Pi  de  r,  c'est-à-dire  le  point 


1?^ 
à  cause  de 


on  a 


en  d'autres  termes,  P'^  est  à  Tinfini. 

L'équation  de  F  est  toujours  satisfaite,  avec  celte  condition,  par 
les  six  points 

Al  Aj  A:,  A/  A/  Ayt 

Les  droites  (A/P/,  A^P/,  A/Pa)  concourent  aux  points  pi  et  les 
triples  de  droites  (A^C^/),  (A/Qa),  (A/Q/)  concourent  respecti- 
vement aux  points  qi  \ 


Digitized  by  VjOOQIC 


—  198  — 

Enfmles  triples  (P/Q/),  (P/Qa),  (I\Q/)  concourent  respeclî- 
vement  aux  points  A/. 

Les  équations  des  axes  d'homologie  ic/,  ^^îj  S/  correspondants 
sont 

A/               A/                Ajt 
11/=  —  37/ H Xfi  H J?/  =  o, 

a/  «A-  a/ 

Xi  Xj  Xj  ^       xic       Xf 

Y/=  — Xi-\ Xk-\ a:/=o,  0/= =  o. 

a/  «A  a/  a^        a/ 

Le5  /i<?w/  centres  sont  sur  A;  /es  neuf  axes  passent  par  K; 
d'ailleurs,  chaque  axe  est  la  polaire  du  centre  correspondant. 
Si  le  point  P,  est  pris  en 

A;  =  T^aj^Uk-^  7.0L/U/ — i.iUi=  o 

sur  une  droite  o/,  deux  points  P  et  Q  s'y  confondent;  les  triangles 
A/  et  A^-  deviennent  tétrahoniologiques,  les  quatre  centres  étant 
K  et  les  points  A'^  {^cLUii — oLf^iik —  aLiiii=  o);  les  axes  sont  A  et 
les  droites 

'""     a/        «A-        «/  ~"^* 

3.  Considérons  maintenant  le  triangle  ai  (n**  2),  circonscrit  à  F, 
A,-  étant  le  triangle  des  points  de  contact.  Ces  deux  triangles 
sont,  comme  on  sait,  tétrahoniologiques  (cenlr es  K  et  a/). 

Les  triangles  ai  et  P/,  a/  et  Q,-  sont  trihomologiques^  car  les 
droites  («/P/,  «aP/,  «/Pa)  concourent  en 

m/=a,[XA.X/(XA.X^4-X/)4.X?(XA-X/-X;)]e//4-aA(XjX/--XJX/--X?X;)wA 

-+-a/(X?XA— X?X/— X/X]!)«/  =  o, 

et  les  triples  («/Q/),  («/Qa)î  (^iQi)  concourent  respectivement 
aux  points  /// 

n/=a/[XAX/(XAX/-+-X;)+X?(XA•X/-X^]a/4-aAa;XA--X;X/-X?XÎ.)WA• 

■4-a/(XÎ.X/->4)^/-X?X;)a/  =  o. 

Les  points  mi  et  ///  sont  sur  une  conique,  comme  on  le 
reconnaît    en   calculant    une    Pascale   {voir  au    n"  ?)).   Les   axes 
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d'Iiomologie  correspondants  ont  pour  équations,  en  posant 
I ^       j I 

Xa-        X/        Xi 

1^1  !-•/  I-A-  Ïm  '-•«  J-'s 

|JL,-  =  —  ar,  -1 a-^H ar/  =  o,  v/  =  — i  j-/H a:^  h ^  a;/  =  o. 

*/  «A-  a/  «x  «A-  «/ 

6^5  5/:r  0x^5  louchent  une  conique;  on  le  reconnaît  en  cal- 
culant un  point  de  Brianchon. 

En  tenant  compte  du  principe  de  dualité,  le  théorème  (n"  1) 
est  entièrement  démontré. 

4.  Les  triples  (A/;?/),  (A/yj^t),  (A//?/)  concourent  aux  points  P/; 
les  droites  (A,- y,-,  A/sÇi,  A/^a)  concourent  aux  points  Q,;  les  droites 
(A/A|,  AaA/,  A/Aa)  concourent  aux  points  A|-.  Donc,  les  triangles 
dégénérés  /?/,  z//,  A/  sont  les  complémentaires  du  type  Bro- 
cardien  des  triangles  P/,  Q/,  A,  au  sens  indiqué  par  M.  Jahjvke 
(  Veber  dreifach  perspektivische  Dreiecke;  Berlin,  1900). 

Les  triples  [aimi),  (aim^),  {aimi)  concourent  respectivement 
aux  points  P/;  les  droites  {aini^ann^aink)  concourent  en  Q/. 
Les  triangles  (véritables)  mi  et  ni  sont  donc  les  complémentaires 
du  type  Brocardien  des  triangles  P/et  Q/,  par  rapport  au  triangle  a,. 

5.  Les  propriétés  du  n®  3  se  démontrent  plus  aisément  en  pre- 
nant le  triangle  a/  pour  triangle  de  référence.  Soient,  par  rapport 

à  ce  triangle,  y^—  =  o  et  V y/^*=  o  les  équations  correspon- 
dantes de  K  et  de  A.  La  conique  F  a  pour  équation 

Elle  passe  toujours,  avec  la  condition  jx,  +  ix^ -h  [JL3  =  o,  le 
point- V[x<\r/=o  n'étant  autre,  par  rapport  au  triangle  a/,  que 
le  point  P'^  (n**  2),  par  les  six  points 

71  ïî  Tî  ï»  ï»  Ï3 

La  vérification  des  propriétés  du  n**  3  est  alors  presque  immé- 
diate. 

Il  est  aisé  de  développer  les  bases  qui  précèdent.  On  peut  dé- 
montrer, par  exemple,  que  les  triangles  m/  et  /?/,  trihomologiques 
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a  aij  le  sont  aussi  à  A/,  que  les  six  centres  M/  et  N/  des  couples 
(A,  m)  et  (A,  n)  forment  deux  triangles  trihomologiques  à  a  et  A, 
les  nouveaux  centres  {m\yn))  formant  deux  triangles  également 
trihomologiques  à  a  et  à  A,  etc.,  et  reconnaître  qu'à  chaque  triangle 
correspond  un  triangle  complémentaire  du  type  Brocardien. 

M.  BoREL  adresse  la  Note  suivante  : 

Sur  le  prolongement  analytique  de  la  série  de  Taylor. 

J'ai  indiqué,  dans  mon  Mémoire  sur  les  séries  divergentes 
{^Annales  de  V École  Normale^  "899,  p.  65)  comment  la  connais- 
sance d'un  développement  en  série  de  -3—;  convergent  dans  une 

région  A,  plus  grande  que  le  cercle  de  rayon  w/i,  permet  d'obtenir 
un  développement  analogue  pour  une  fonction  quelconque.  Je 
voudrais  signaler  ici  une  formule  particulièrement  simple,   que 

l'on  obtient  en  prenant  pour  ——:  Tun  des  développements  que 

fournit  la  série  de  Taylor.  On  a 

= -, :  =  --i-— (n-5)-h...-h  -— -  (i-f-^)«-h.... 

1  —  5       a  —  (  ïH-  ^  )       y^       '2*  'i^-^-ï 

Le  (/i  -\-  !)»«"«  terme  de  cette  série  s'écrit,  en  désignant  par  C^ 
les  coefficients  binomiaux, 

-J_(i  +  Ci5-f-CÎ5'  +  ...  +  C;;:;/'-f-...C2^'*). 

Dès  lors,  soit 

f{z)  =  «0-+-  a^z  -\-  a,>5'H-  ...  -h  a«5«-H  . . . 

une  série  de  Taylor,  dont  le  rayon  de  convergence  n'est  ni  nul  ni 
infini.  En  posant 

^«(^)  =  -^^  (ao+  Ci  a,5  -+-  . . .  4-  C;;a,,5/'-f- ...;+-  G;j  a„^«) 
le  développement 

est  convergent  dans  une  région  aisée  à  déterminer,  el  qui  dépasse 
le  cercle  de  convergence  en  tout  point  non  singulier. 
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La  Société  mathématique  de  France  a  pour  objet  ravaneement  et  la  propa- 
i;atlon  des  études  de  Mathédiatiqaes  pures  et  appliquéeis.  Elle  y  concourt  par 
ses  travaux  et  ses  publications.  Elle  a  son  siège  à  Paris. 

La  Société  se  compose  de  sociétaires  perpéluels^^  de  membres  résidents  et 
-  de  ntembres  non  résidents,  en  nombre  iUimité^ 

Sont  considérés  comme  résidents  les  membres  qui  ont  à  Paris  leur  domi- 
cile ou  leurs  occupations  professionnelles. 

Les  Étrangers  peuvent  faire  partie  de  la  Société. 

Les  conditions  à  remplir,  pour  être  membre  de  laSociété,  sont  les  suivantes  ; 
1**  avoir  été  présenté  par  deux  de  ses  memtbres  et  agréé  par  le  Conseil  d'admi- 
nistration ou  parle  Bureau  agissant  en  vertu  d'un  mandat  du  Conseil;  2""  avoir 
obtenu,  à  Tune  des  séances  qui  ont  suivi  la  présentation,  les  suffrages  de  la 
majorité  des  membres  présents;  S**  avoir  versé  un  di*oit  d'admission  de  dix 
francs;  4*"  payer  une  cotisation  annuelle  dont  le  montant  est  de  vin^t  fraêics 
pou  r  les  membres  résidents,  et  de  quinze  francs  pour  les  membres  non  résidents. 

La  cotisation  annuelle  peut  toujours  être  rachetée  par  une  somme  de  iroU 
cents  frtutcs,  versée  dans  les  conditions  ikées  par  le  règlement  administra tii' 
de  la  Société. 

Ce  versement  confère  le  titre  de  sociétaire  perpétuel. 

La  cotisation  annuelle  est  payée  au  commencement  de  chaque  exercice  dont 
Torigine  est  fixée  au  i*^  novembre  de  chaque  année.  « 

Les  nouveaux  membres  doivent  payer  la  totalité  de  la  cotisation  de  l'exer- 
cice en  courst  quelle  que  soit  l'époque  de  leur  admission. 

La  Société  tient  des  séances  ordinaires  deux  fois  par  mois;  elle  prend 
trois  mois  de  vacances,  en  août,  septembre  et  octobre. 

Pour  assister  aux  séances,  les  personnes  étrangères  à  la  Société  doivent 
être  présentées  par  l'un  de  ses  membres. 

La  Société  publie  par  livraisons  un  Recueil  annuel  qui  a  pour  titre  :  Bulletin 
de  la  Société'  mathématique  de  Fraace,  et  qui"  contient,  avec  un  extrait  des 
procès<*verbaux  des  séances,  des  Notes  et  Mémoires  sur  les  Mathématiques 
pures  ou  appliquées,  ayant  pour  auteurs  des  membres  de  la  Société,  et  pré- 
sentant quelque  originalité  au  point  de  vue  de  la  mcihodc  ou  des  résultais. 

Les  livraisons  du  Bulletin  sont  adressées  a  tous  les  membres  de  la  Société, 
au  fur  et  à  mesure  de  leur  publication.  Toutefois,  dans  le  cas  où  un  sociétaire 
se  met  en  retard  dans  le  payement  de  sa  cotisation,  l'envoi  du  Bulleu.n  est 
suspendu  pour  lui,  jusqu'à  ce  qu'il  ait  acquitté  l'arriéré. 

La  Société  entreuent  une  Bibliothèque,  qui  est  alimentée  par  les  dons  par- 
ticuliers, les  achats  autorisés  par  son  Conseil  d'administration,  et  l'échange  de 
ses  publications  avec  les  journaux  et  recueils  consacrés  aux  Mathématiqueis 
pures  et  appliquées,  paraissant  en  Franco  et  à  l'Étranger. 


Digitized  by  VjOOQIC 


TABLE  DES    MATIERES 

(FASCICULE  3). 
Mémoires  et  ComniDnicatîoDfl. 

Page*. 

[H9d].  —  Sur  «n  exemple  d'appio\iinaiions  successives  diver- 
gentes j  par  M .  Emile  Picard , i  !^7 

I  R2b].  —  Sur  ïe  centre  de.p^raviié  d'un  quadrilalère;  par  M.  Cas- 
pary  . , i43 

[I23|.  —  Sur  une  proprièlé  arithniéti(|ue  des  loj^aiitliiries  des  nom- 
bres algébriques  ;  par  M.  Cari  Stôrmer. . . .  : ,     i  îO 

[1  fO].  —  Problème  de  parution  ;  par  M.  d'Ocagne 1^7 

[G2gJ.—  Sur  un  invariant  d'un  «^slème  de  devix  triangles  et  la  théo- 
rie des  intégrales  doubles;  par  M.  Le  Rour iGW 

(DlaJ.  —  Nouvelle  démonstration  d'un  Ihéorèine  sur  les  fonctions 
discontinues;  par  M.  Baire \-;'\ 

f0  3e1.  —  Sur  la  torsion  d'une  courbe  définie  par  son  plan  oscula- 
teur ;  par  M.  Demoulin ..,..,.. iSo 

Comptes  rendus  des  Séances. 

[H  lOdJ.  —  Sur  quelques  problèmes  relatifs  à  l'équation  Aw  —  /**«; 

par  M.  Emile  Picard .- 1 86 

I  H  la].  —   De  la  détermination  unique  des  intégrales  d*un  système 

d'équations  différentielles  ordinaires  par  les  conditions  initiales  de 

(^aucliy  ;  par  M.  Painlevé^ 191 

|L*i6a|.   —  Sur  les  triangles    tribomologique?  inscrits  oU  crrcon- 

scrils  à  une  conique;  par  M.  Ripert i9(> 

|D2ba].  —  Î5ui"  le  prolongement  analytique  de  la  série  de  Taylor. 

par  M .  liorel ; .     -ioo 


MODIFICATIONS  A  LA  LISTE  DfcS  MEMBRES  M  LA  SOCIÉTÉ. 


Li 


Date  de 
)  iidmi&!>ioD. 

1805.     fiOREL  (Kmilo  j.  njaltrc  de  confcronces  à  l'École  uorinule,  3o,  bonloarti 

Sjiinl  Germain. 
Ib77.     BRir.ARD^   iiiî^éniciii    des    Manufaffrtuies   de    l'Klal,   répétiteur   à    riic<de 

Polylecliniqiu-,  6.  rue  Moiij^c. 
1871).     HOLST  (  Kllinp  ),  professeur  à  TÉcolc  PclMec  liiiiquc,  ;«  Hovik.  pn  <  Oliii^- 

liuuiu  (  Norvè;:!"*)  ' 

IS*./!),     LWU.Vl"    (llihiiond),  dotlcni-   eu    |jhilostt|diif,    îsornriierslrus-.c,   j.,    Herltn 

N.  W. 


'iSlb^  Paris.   —  Iniprinierio  GAI  TUII  R  VIIJ.AIIS.     qunl  de?  <;r«iifis- Aaen-mn*!,  S3. 


Le  CrrarU  :  G\niMiMM  liUlïl* 

Digitized  by  ' 


y  Google 


Publication  trimestrielle. 


\ 


BULLETIN 


DE     tA 


SOCIÉTÉ  MATHÉMATIQUE 


DE  FRANCE 


PCSLIÉ 


PAR  LES  SECRETAIRES. 


S'adresser  poar  la  rédaclion,  à  M.  Bokel,  boulevard  Saiut-Germain,  3o,  Paris,  j". 
pour  la  distribution,  ii  M.  Blutel,  rue  Claudo-Bernard^  65,  Par.'s,  5*. 


TOME  XXVIII.  -  FASCICULE   IV. 


PARIS 


AU    SIÈGE   DE   LA   SOCIÉTÉ, 


A     IX    SORQONNE. 


1900 


MM.  les  Membres  de  la  Société  sont  priés  d'adresser  leur  cotisatioo  à  M.  Claudc-La/o/Uainc 
^       banquier,  me  de  Trévise,  a'  33,  à  Paris ,  Trésorier  de  la  Société. 

Oa  s'ahoxme  et  on  trouve  les  Volumes  déjà  publiés  au  siège  de  la  Soc^d^Uà  la  Librairi 
Ganthier-Villars,  55,  quai  des  Grands-Auguslins,  Paris.  ^'^'^'"^"^  ^^  ^^U^^^ 


lies  sénnees  de  li»  Soejété  iiiathèiiiatique  ont  lieu  les 
premier   ei   troisième  mereredis  de   ehoque  mois   m 

9  lieures  et  demie. 

Bepuis  le  f**  Mors  t90a  les  sëoïKres  de  lo  Soeiété  ont 
lieu  dons  une  solle  d^  lo  Foeulté  des  Seienees  (eniréo 
pioee  de  lo  Sorbonne,  esrolier  totii  ou  bout  de  lo  gole- 
rie,  deiixlènie  étoge  o  droite)* 

lies  Mentlires  de  lo  Soelété  ont  dû  re^voir  une  corte, 
portont  le  timbre  du  H^eeréloriot,  leur  donnont  oceès  o 

10  BIbllotbèque  de  l'Université,  et  fournissont  o  ee  sujet 
les  renseignements  nécessoires;  eeux  ^ui  ne  l'onraiei^t 
pos  reçue  soitt^rl^s  d'en  informer  le  Seerétoriot* 

liO  eerrespondonee  peut  être  odressée»  soit  h  lo 
l'oealté  des  Selenees,  ploce  de  lo  Horbonne,  soit  ou  domi* 
elle  de  Tun  des  seerëtoires,  de  préférenee  o  m*  Blutel^ 
souf  ee  qui  eoneeme  lo  rédoetlon  du  Bulletin  qui  doit 
être  odressë  de  prëférene^  o  HI-  Borel# 


AVIS. 


Dans  sa  séance  du  2  février  i883,  le  Conseil  de  la  Société  ma- 
ihématique  de  France  a  décidé  qu'à  ravenir  tout  Membre  de  la 
Société  qui  voudra  compléter  sa  collection  du  Bulletin  aura  le 
droit  personnel  de  le  faire,  une  seule  fois  pour  chacun  des  volumes 
publiés  avant  son  admission,  aux  prix  suivants  : 

Le  volume, 
fr 

Di\  volumes  au  moins 4 ,60 

De  cinq  à  neuf  volumes 5, 00 

Moins  de  cinq  volumes (i,oo 


Dans  sa  séance  du  28  février  1900,  le  Conseil  de  la  Société 
mathématique  de  France  a  décidé  qu'à  l'avenir  tout  Membre  de 
la  Société,  auteur  d'un  travail  quelconque  inséré  dans  le  Bulle- 
tin et  désirant  en  obtenir  des  tirages  à  part,  devro  en  foire  lo 
denioude  en  retournont  l'épreuwe  eorriffée. 

Si  le  nombre  demandé  ne  dépasse  pas  cinquante,  les  frais  du 
tirage  à  part  seront  faits  par  la  Société. 


Conformément  à  des  décisions  prises  parle  Conseil  et  par  la 
Commission  d'impression  ; 

i«»  Le  Bulletin  y  depuis  le  Tome  XXVII,  paraît  tous  les 
trois  mois. 

2**  Les  auteurs  de  tous  les  travaux  destinés  au  Bulletin  sont 
instamment  priés  d'inscrire  en  tête  de  leurs  manuscrits  la 
classification  que  leur  assigne,  d'après  le  sujet  traité,  V Index  du 
Répertoire  bibliographique  des  Sciences  mathématiques. 

i""  Ils  sont  également  invités  à  ne  pas  dépasser,  autant  aue  pos- 
sible, la  proportion  de  une  figure  pour  quatre  pages  de  texte 
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MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


MÉMOIRE    SUR    LES    ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES 
DONT  L'INTÉGRALE  GÉNÉRALE  EST  UNIFORME; 

Par  M.  P.  Pai:vlevé. 

1.  La  détermination  des  transcendantes  uniformes  définies  par 
les  équations  différentielles  algébriques  est  un  problème  qui  se 
trouve  posé  en  fait  depuis  les  travaux  d^Vbel  et  de  Jacobi  sur 
l'équation 

C'est  Tétude  de  cette  équation  qui  a  engendré  la  tbéorie  des 
fonctions  elliptiques,  et  (par  extension)  celle  des  fonctions  uni- 
formes. Cette  dernière  théorie  une  fois  fondée,  il  s'agissait  moins 
de  construire  artificiellement  des  transcendantes  nouvelles  que  de 
découvrir.,  dans  l'immense  famille  des  transcendantes  uniformes, 
celles  qui  peuvent  servir  à  intégrer  les  équations  différentielles.  La 
fonction  exponentielle,  les  fonctions  elliptiques  étaient  les  pre- 
miers tjpes  de  telles  fonctions  :  on  ne  tarda  pas  à  en  découvrir 
d'autres,  à  savoir  :  les  fonctions  abéliennes^  puis  les  intégrales 
uniformes  des  équations  différentielles  linéaires;  enfin,  les  fonc- 
tions fuchsiennes  ou  autoniorplies,  hyperfuchsiennes,  etc. 

Mais  l'étude  de  ces  nouvelles  transcendantes,  si  importante 
qu'elle  fût,  ne  permettait  en  aucune  manière  d'épuiser  le  pro- 
blème qui  se  posait  dès  lors  naturellement  : 

Déterminer  toutes  les  équations  différentielles  algébriques 
du  premier  ordre,  puis  du  second  ordre,  puis  du  troisième 
ordre,  etc.,  dont  l^ intégrale  générale  est  uniforme. 

Ce  problème,  abordé  dès  i856,  dans  des  cas  particuliers,  par 
Briot  et  Bouquet,  Méray,  Weierstrass,  a  suscité,  dans  le  cours  de 
ces  vingt  dernières  années,  les  efforts  de  nombreux  géomètres, 
parmi  lesquels  il  suffit  de  citer  MM.  Fuchs,  Poincaré,  Picard, 
Mittag-Lefller,  Fransen,  Wallenberg,  Forsyth.  Pour  les  équations 
du  premier  ordre,  la  ((uestion  peut  être  regardée  comme  élu- 
xxvni.  i3 
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cidée  (*);  maïs  dès  qu'on  passe  du  premier  ordre  au  second,  des 
difficultés  d'une  nature  toute  nouvelle  interviennent,  sur  lesquelles 
je  crois  utile  d'insister. 

2.  Considérons  une  équation  du  second  ordre 

où  P  et  Q  sont  des  polynômes  en  x,  y,  y;  et  soient  Xq,  jko,  ^i  des 
valeurs  qui  n'annulent  pas  à  la  fois  P  et  Q.  On  sait  étudier,  dans 
le  voisinage  de  Xq,  l'intégrale  y  (x)  définie  parles  conditions  ini- 

tialesy  (^o)=J'oiy(^o)=yo-  Quand  ^o,  ^o, /o  annulent  à  la 
fois  P  et  Q,  le  point  x©,  est,  en  général,  une  singularité  transcen- 
dante des  intégrales  y{x)  définies  par  ces  conditions  initiales, 
et  c'est  seulement  dans  des  cas  particuliers  que  les  méthodes  de 
M.  Poincaré  (en  dépit  de  perfectionnements  récents)  permettent 
d'étudier  ces  intégrales;  on  conçoit  cependant  qu'il  soit  possible 
d'étendre  ces  méthodes  à  des  cas  de  plus  en  plus  généraux.  Mais 
quand  on  poursuit  l'élude  d'une  intégrale  y{x)  le  long  d'un 
chemin  quelconque  du  plan  des  x,  il  arrive  qu'on  rencontre  des 
points  singuliers  x  =  a  d'une  nature  toute  différente  :  à  savoir 
des  points  x  =  a  tels  que  jr  ou  y  ne  tende  vers  aucune  limite 
(finie  ou  non)  quand  x  tend  vers  a. 
Considérons,  par  exemple,  l'équation 

dont  l'intégrale  générale  est 

y  =  (Aa?-h  By,        (A,  B  constantes  arbitraires). 

I> 

Quand  x  tend  vers  le  point  d'affixe  —  j  sur  une  direction  quel- 
conque (^),y(^)  est  indéterminé.  Une  infinité  de  valeurs  de  y 
se  permutent,  d'ailleurs,  autour  de  ce  point  qui  esta  la  fois  point 
essentiel  et  point  critique  de^(^). 


(*)  Les  transcendantes  uniformes  introduites  par  les  équations  du  premier 
ordre  sont,  d'ailleurs,  réductibles  aux  transcendantes  classiques,  comme  M.  Poin- 
caré l'a  montré  le  premier. 

(^)  Il  est  facile  de  former  des  exemples  oiiy{x)  est  indéterminé  quand  attend 
vers  a  sur  un  chemin  /,  quel  que  soit  le  chemin  adopté  (voir  le  n**  18). 
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On  conçoit  immédialcmcot  la  profondeur  de  la  difficulté  que  crée 
l'existence  possible  de  telles  singularités,  variables  avec  les  con- 
stantes d'intégration  et  que  rien  ne  met  en  évidence  sur  Téqualion 
différentielle.  Comment  étudier  rinlégralej^(a:)  dans  le  voisinage 
d'un  de  ces  points  où  la  valeur  de  J'(^)  est  indéterminée?  Gom- 
ment exprimer  notamment  qu'un  tel  point  n'est  pas  critique,  c'est- 
à-dire  ne  donne  pas  Heu  à  des  branchements  de  l'intégrale?  Com- 
ment  surtout  décider  si  de  telles  singularités  existent  ou  non? 
A  toutes  ces  questions,  les  méthodes  dérivées  de  la  doctrine  de 
Cauchj  semblaient  incapables  de  répondre.  Un  tel  obstacle  pou- 
vait donc,  à  bon  droit,  être  regardé  comme  insurmontable.  C'est 
l'opinion  qu'exprimait  M.  Picard  dans  le  dernier  travail  qu'il  ait 
consacré  à  ce  genre  de  problèmes.  Après  avoir  insisté  sur  l'exis- 
tence des  singularités  essentielles  mobiles,  l'illustre  géomètre 
aboutissait  à  cette  conclusion  que,  seule,  l'intégration  d'une  équa^ 
tion  différentielle  (j'entends  sa  réduction  aux  quadratures  et  aux 
équations  linéaires)  permettait  d'affirmer  l'uniformité  de  son  inté- 
grale. «  Ces  réflexions,  ajoutait-il,  ne  sont  pas,  en  définitive,  très 
encourageantes.  Il  est  peu  probable  que  les  équations  d'ordre 
supérieur,  à  points  critiques  fixes,  puissent  conduire  à  l'élude  de 
transcendantes  nouvelles.  »  {Acta  mathematica,  t.  XVII;  1893.) 

3.  C'est  cette  difficulté  dont  je  suis  parvenu  à  triompher  dans 
le  cours  de  ces  deux  dernières  années.  J'ai  pu,  en  particulier, 
résoudre  explicitement  le  problème  suivant  : 

Parmi  les  équations 

(E)  y=R(^,^,y), 

où  R  est  rationnel  en  y,  et  algébrique  en  y,  x^  déterminer 
toutes  celles  dont  r  intégrale  générale  est  uniforme  (*). 

Ces  équations  se  laissent  répartir  en  quinze  classes,  parmi  les- 
quelles trois  classes  définissent  des  transcendantes  méromorphes 
essentiellement  nouvelles.  Je  citerai  seulement  les  deux  pre- 

(*)  Aucune  autre  hypothèse  que  runiformilé  n'est  faite  sur  l'intégrale  y  (x); 
clïc  peut,  a  priori,  présenter  des  singularités  csscnlicllcâ  mobiles  de  nature  quel- 
conque. 
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mières.  Ces  deux  classes  sont  réductibles  [par  une  transforma- 
tion algébrique  ^=/(  Y,  X),  a;  =  o(X)]  à  un  des  types 

(II)  J''=a7»-+-(par-f-Y)^-^8, 

^1  ^)  Y»  ^  désignant  des  constantes  numériques.  Si  ^  =  o,  l'équa- 
tion (I)  définit  les  fonctions  elliptiques,  et,  si  a  =  o,  des  poly- 
nômes; d'autre  part,  si  a^^z^o,  la  transformation  ^  =  XY, 
x^=  [xX -t-v  permet  de  donner  à  a  la  valeur  6,  à  p  la  valeur  i, 
à  Y  la  valeur  zéro.  De  même,  dans  Téquation  (II),  il  est  loisible 
de  supposer  a  =  2,  P=  i,  y  =  o.  Bornons-nous  donc  à  consi- 
dérer les  équations 

(i)  y  =  6j^»-+-ar, 

(2)  y  =  a^'» -h  ar^ -4- 8. 

Les  intégrales  de  ces  deux  équations  sont  des  fonctions  nié- 
romorphes  essentiellement  nouvelles. 

Puisqu*elles  sont  méromorphes,  il  est  évident  qu'elles  sont 
représentables  par  le  quotient  de  deux  fonctions  entières;  mais, 
ce  qu'il  importe  de  remarquer,  c'est  qu'on  peut  choisir  ces  fonc- 
tions entières  de  manière  qu'elles  vérifient  une  équation  difTéren- 
tielle  très  simple  du  troisième  ordre. 

Pour  l'équation  (i),  il  suffît  de  poser 

z  =  — a^*  —  xy^        u  =  eJ -''*  ; 

la  fonction  u{x)  est  une  fonction  entière  qui  vérifie  Inéqua- 
tion 

(3)  \-iz*-^xz — 5  =  0,  où         —  =^ 

et  l'on  a 


r  = 


Pour  Téquation  (2),  si  l'on  pose 
les  Jonctions  u,  v  sont  des  fonctions  entières  qui  vérifient  le 
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système  du  troisième  ordre 

et  Von  a 


De  plus,  soient 

les  fonctions  M|=e'^«i<'*,  U2  =  e^^t^^  sont  deux  fonctions  ew- 
tières  qui  vérifient  respectivement  une  équation  du  troisième 
ordre  facile  à  former,  et  Ton  a 

Il  =  W|  Mj,       i'  =  itj  M|  —  Mj  Ml»       y  =  -^ ^• 

Les  fonctions  entières  i/,  (^  définies  par  les  équations  (3)  ou  (4) 
sont  des  transcendantes  entières  essentiellement  nouvelles, 

4.  Les  équations  (i)  et  (a)  doivent  être  regardées  comme  inté- 
grées  au  sens  moderne  du  mot,  exactement  comme  Téquation 

y»  =  (,-j.«)(i-X:«^«) 

est  intégrée  par  le  quotient  de  deux  fonctions  0.  Si  Ton  définit 
rintégrale  y{x)  de  (i)  ou  de  (2)  par  les  conditions  initiales 
^oij'ojj^i»  lafonclion  j^(jr)  est  représentée  parle  quotient  de  deux 
séries  entières  en  {x  —  x^^)^  séries  qui  convergent  dans  tout  le 
plan  des  x  et  dont  les  coefficients  se  calculent  par  des  dérivations 
successives.  Ces  coefficients  sont  des  polj^nomes  en  Xq^  yojj^'o* 

C'est  là  un  résultat  dont  le  caractère  me  semble  entièrement 
nouveau.  Depuis  la  fondation  du  Calcul  intégral,  toutes  les 
équations  qu'on  a  réussi  à  intégrer  (au  sens  le  plus  large  de  ce 
terme)  sont  réductibles  à  des  combinaisons  d* équations  linéaires 
et  de  quadratures.  D'une  façon  générale,  c'est  parce  qu'on  con- 
naît la  manière  dont  les  constantes  figurent  dans  l'intégrale  qu'on 
sait  étudier  cette  intégrale.  Même  les  équations  qui  définissent 
les  fonctions  fuchsiennes  n'échappent  pas  à  cette  remarque.  Les 
équations  (1)  et  (2)  constituent  donc  le  premier  exemple 
connu  d^ équations  qui  se  trouvent  intégrées  à  Vaide  des  prin- 
cipes de  la  théorie  des  fonctions,  sans  être  réductibles  à  au- 
cune combinaison  d^ équations  linéaires,  de  quadratures  et 
même  d^équations  du  premier  ordre. 

J'ajoute  que  le  caractère  précis  des  types-canoniques  (1)  et  (2) 
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ne  doit  pas  faire  méconnaîlre  le  degré  de  généralité  des  équa- 
tions différentielles  qu'intègrent  les  nouvelles  transcendantes. 
C'est  ainsi  que,  parmi  les  équations  de  la  forme 

(5)  y  =  «(ar)y-+-  b{a;)j^^-^c(x)y  -+-  d(x)j 

celles  qui  sont  réductibles  algébriquement  à  la  forme  (i)  ont 
leurs  coefficients  a,  6,  c,  d  assujettis  à  une  condition  unique; 
elles  dépendent  de  trois  fonctions  arbitraires  de  a:,  et  consti- 
tuent une  classe  qui  a  la  même  généralité  que  celle  des  équations 
linéaires  (non  homogènes)  du  second  ordre. 

5.  Pour  parvenir  aux  résultats  que  je  viens  de  résumer,  il  m'a 
fallu  constituer  une  double  méthode  qui  répondît  à  ce  double 
objet  :  I**  former  des  conditions  nécessaires  (nouvelles)  pour 
qu'une  équation  ait  ses  points  critiques  fixes  ;  a"  décider  si  ces  con- 
ditions sont  ou  non  suffisantes. 

Cette  double  méthode  permet  aussi  bien  de  résoudre  le  pro- 
blème suivant  (un  peu  plus  général  que  celui  que  j'ai  énoncé  au 
début  du  n"  3)  : 

Parmi  les  équations  (E)  où.  R  est  rationnel  en  y',  algé- 
brique en  y,  analytique  en  x,  déterminer  explicitement  toutes 
celles  qui  ont  leurs  points  critiques  fixes  (  *  ). 

Ce  n'est  pas  le  souci  d'une  généralisation  facile  qui  m'a  con- 
duit à  cette  extension  du  premier  problème;  c'est  la  marche 
même  de  la  solution  qui  me  Ta  imposée.  Pour  exprimer  que  l'in- 
tégrale générale  d'une  équation  diliérentielle  est  uniforme,  Il  faut 
exprimer  d'abord  qu'elle  n'admet  pas  de  points  critiques  mobiles; 
et  pour  simplifier  les  conditions  ainsi  obtenues  il  est  indispen- 
sable d'emploj^er  certaines  transformations,  algébriques  par  rap- 
port à  la  fonction,  mais  où  la  variable  indépendante  peut  figurer 
sous  forme  transcendante.  Ces  transformations  introduisent  des 
points  critiques  fixes  et  ne  conservent  pas  à  l'équation  son  carac- 
tère algébrique  par  rapport  à  x, 

La  même  méthode  s'applique   d'ailleurs   sans    modification    à 

(')  Le  nom  de  points  c/'///^we5  est  réservé  exclusivement  aux  points  singuliers 
(isolés  ou  non)  autour  desjjuels  deux  branches  au  moins  de^(:r)  se  permutent. 
Les  points  critiques  sont  dits  mobiles  ou  fixes  suivant  qu'ils  varient  ou  non  avec 
les  constantes  d'intégration. 
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lous  les  sjslèmes  différenliels  algébriques  du  second  ordre.  C*est 
ainsi  qu'elle  permet  de  déterminer  toutes  les  équations  à  points 
critiques  fixes  de  la  forme 

(6)  P(y,y,7,^)=o, 

où  P  est  un  polynôme  en  j/',  jk'>  du  second  degré  en  y"^  algé- 
brique en  j^,  X. 

Quand  l'ordre  dilTérentiel  du  système  s'élève,  il  y  a  lieu  de  dis- 
tinguer entre  les  deux  parties  de  la  double  méthode  :  la  première 
partie  (recherche  des  conditions  nécessaires  pour  que  les  points 
critiques  soient  fixes)  s'étend  d'elle-même  aux  équations  diffé- 
rentielles d'ordre  quelconque  et  fournit,  presque  sans  calculs,  des 
conditions  très  précises  ;  la  seconde  partie  (discussion  des  condi- 
tions suffisantes)  entraîne  au  contraire  des  complications  qui 
croissent  avec  l'ordre  différentiel  du  système. 

Ces  résultats,  et  beaucoup  d'autres  qui  s'y  rattachent,  ont  été 
exposés  succinctement  dans  une  suite  de  Notes  des  Comptes 
rendus  de  r Académie  des  Sciences  de  Paris  (1898,  1899,  'Qoo)- 
Ils  feront  l'objet  de  plusieurs  Mémoires  étendus,  dont  le  premier 
va  paraître  dans  les  Acta  mathemalica*  Mais  comme  la  méthode 
employée  s'applique  à  une  foule  de  problèmes  (problèmes  de 
Mécanique,  problème  de  M"**  Kowalevski  et  analogues,  inversion 
des  différentielles  totales,  etc.),  j'ai  cru  utile  de  détacher  de  ces 
Mémoires  un  exposé  complet  de  la  méthode  dans  le  cas  le  plus 
simple. 

Ce  travail  renferme  en  particulier  : 

i**  La  détermination  explicite  de  toutes  les  équations  à  points 
critiques  fixes  qui  rentrent  dans  la  classe 

{C)  y  =  a{x)y -^  b{x)y^'\'  c{x)y  -^^  d{x)\ 

2®  La  démonstration  des  propriétés  fondamentales  de  l'équa- 
tion 

(F)  y=G^«-+-j;; 

3°  Une  première  étude  des  conditions  que  doit  vérifier  une 
équation  du  troisième  ordre  (ou  d'ordre  supérieur)  pour  que  ses 
points  critiques  soient  fixes.  Celle  élude  met  en  évidence  le  rôle 
considérable  que   sont  appelés   à  jouer,   dans    Télude    svstcma- 
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tique  des  équations  diUerentielies  à  intégrale  uniforme,  les  travaux 
de  M.  Poincaré  sur  les  fonctions  automorphes  (fuchsiennes  et 
kleinéennes). 

D'une  manière  générale,  considérons  un  système  différenhel 
(algébrique)  quelconque,  dont  l'intégrale  ne  dépend  que  d'un 
nomhre/lni  de  constantes,  et  proposons-nous  d'étudier  son  inté- 
grale au  point  de  vue  de  la  théorie  des  fonctions  :  par  exemple, 
de  rechercher  si  cette  intégrale  est  uniforme,  ou  ne  possède  qu'un 
nombre  fini  de  branches,  ou  est  dénuée  de  singularités  transcen- 
dantes, etc.  C'est  à  la  double  méthode  que  j'expose  ici  qu'il  con- 
viendra d'avoir  recours.  Lors  même  qu'on  se  restreint  au  domaine 
réel,  la  méthode  ne  perd  rien  de  son  importance.  Si,  par  exemple, 
on  sait  montrer  que  les  intégrales  réelles  d'un  système  différen- 
tiel réel  sont  dépourvues  de  singularités  transcendantes  (en  même 
temps  que  de  points  singuliers  algébriques  autres  que  des  pôles), 
Tinlégration  quantitatiie  du  système  est  effectuée;  j'entends  par 
là  qu'on  peut  former  des  séries  convergentes  qui  représentent  les 
intégrales  réelles  dans  tout  le  champ  réel. 

RBCIIERCHE  DES  COiNDITIONS  NÉCESSAIRES   POUR  QU'UNE  ÉQUATION 
DIFFÉRKNTIBLLE   AIT   SES   POINTS  CRITIQUES  FIXES. 

6.  Principe  de  la  méthode,  —  Considérons  une  équation  dif- 
férentielle ou  un  système  d'équations  différentielles  algébriques  (*): 
soit,  pour  fixer  les  idées,  le  système 

dy 


|5^  =  H(-,^,-), 


(S) 

où  H  et  K  sont  des  fractions  rationnelles  en  x^y^  z.  Pour  ex- 
primer qjLie  le  système  (S)  a  ses  points  critiques  fixes,  nous  nous 
appuierons  sur  le  lemme  suivant  : 

Lemme.  —  Supposons  que  H  ef  K  dépendent  analytique- 
ment  d^ un  paramètre  a  et  soient  holomorphes  pour  a  =  o  (^)  ^ 


(')  La  iiicihodc  s'applique  aussi  bien  à  tout  système  d'cqualioDS  aux  dérivées 
partielles  dont  Tintégrale  générale  ne  dépend  que  d'un  nombre  fini  de  constantes. 
(-)  Les  valeurs  x^y^  z  étant  prises  au  hasard  et  non  d'une  façon  particulière. 
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si  l'intégrale  générale  du  système  (S)  est  uni/orme  quel  que 
soit  a  (sauf  peut-être  pour  olz=:o)^  elle  est  uni/orme  encore 
pour  0L  =  o,  et  les  développements  de  y{x)^  z{x)  suivant  les 
puissances  de  a  ont  comme  coefficients  des  fonctions  uniformes 
de  X, 

Ce  lemme  bien  intuitif  est  une  conséquence  immédiate  d'un 
théorème  aujourd'hui  classique  de  M.  Poîncaré.  Représentons,  en 
effet,  par  (So)  le  système  (S)  où  Ton  a  fait  a=:  o,  par^(4:),  z{x) 
la  solution  de  (S)  que  définissent  les  conditionsinitiales  x  o^y^^^oj 
par  Y{x)yTj{x)  la  solution  analogue  de  (Sq).  Soit  enfin  L  un  che- 
min fermé  (parlant  de  Xq  et  y  revenant),  le  long  duquel  Y(^)  et 
'Ij{x)  sont  holomorphes  [ainsi  que  H(j:,  y,  z)y  K(a:,  y^  z)  pour 
|y  —  Y I,  1 5  —  Z  I  et  I  a  I  petits].  Développons^(x)  et  z  {x)  sui- 
vant les  puissances  de  ot 

y  =  Y(ar)-ha7i(.r)-+-a*^,(.r)H-..., 
-3  =  Z(a7)-+-a-zt(a™)-+-  aVvi(j')-h...; 

ces  développements  convergent  sur  L  pour  |a|  inférieur  a  une 
certaine  quantité  positive  /*.  Supposons  qu'un  des  coefficients 
Y(:r),y,  (x),  ...,Z(x),  z^{x),  ...  [yi{x)  par  exemple]  ne  soit 
pas  uniforme  :  il  est  loisible  de  choisir  le  contour  L  de  façon  à 
revenir  au  point  Xq  avec  une  valeur  Aq yi{x)  différente  de  la  va- 
leur initiale;  dans  ces  conditions,  la  fonction j^(j:)  ne  saurait  re- 
prendre non  plus  sa  valeur  initiale  et  ne  serait  pas  uniforme. 

c.  Q*  F.  n. 

On  montre  de  la  même  manière  que,  si  le  système  (S)  a  ses 
points  critiques  fixes  pour  |  a  |  <  o  (sauf  peut-être  pour  a  =  o), 
les  fonctions  Y{x)^y^{x)y  ..,  Z(a:),  Zx{x),  ...  ont,  elles  aussi, 
leurs  points  critiques  fixes  (indépendants  de  x^^y^^  Zq). 

7.  Ce  lemme  établi,  la  méthode  consiste  à  introduire,  dans  le 
système  différentiel  donné,  un  paramètre  a  tel  que  le  nouveau 
système  ait  sûrement  ses  points  critiques  fixes  en  même  temps 
que  le  premier,  et  qu'il  soit  intégrable  pour  a=o.  Les  fonc- 
tions Y(^),  yi  {x)j  .  . .,  Z(x),  Zi  (x),  . . .  sont  alors  déterminées 
par  des  quadratures  (*),  et,  en  exprimant  qu'elles  ont  leurs  poinls 

(*)  Uappelonç   les   principes  bien  connus  qui  permettent  d'effectuer  le  dcvc- 
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criliques  fixes,  on  obtient  explicitement  des  conditions  Héces- 
saires.  Le  système  différentiel  une  fois  simplifié  par  ces  pre- 
mières conditions,  on  lui  applique  à  nouveau  le  même  procédé, 
et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  que  le  procédé  ne  donne  plus  de  con- 
ditions nouvelles. 

Précisons  sur  le  système  (S).  Soit  5  =  ^(xo,  J^o)  un  pôle  des 
fonctions  H(xo,  jKo»  ^)y  K^C-^o»  J'o?  5).  En  remplaçant  z — g{^^y) 
par  Z,  il  est  loisible  de  supposer  g{xyy)^o^  et  d'écrire  (S) 
sous  la  forme 

(7)     -'«^=no(^,7)-+-^n,(.r,^)-f-...,        iî«J  =  K,(x,^)  +  5K,(x,r)-f-..., 

loppement  de^(jr),  z{x)  suivant  les  puissances  de  a.  Soit 

(2)  >'=  F(ar,/t,A-,*),        z  =  G(x,A,A',a) 

l'inlégrale  générale  de  (S),  où  /i,  k  désignent  les  constantes  arbitraires  (par 
exemple  les  valeurs  de  y,  z  pour  x  —  x^. 

Les  fonctions  F(a),  G(a)  les  plus  générales  qui  représentent  l'intégrale  de  (S) 
s'obtiennent  en  remplaçant»  dans  (  £  ),  /i  et  A*  par  des  fonctions  arbitraires  de  a,  soient 

A=  /i^H-a-;-  -+-  — j  a; -+-...,        A:  =  A'.-i-a  -2  h-  —  A,, -h.... 

Développons  F  et  G  suivant  les  puissances  de  s,  en  posant  (pour  simplifier) 

F(x,/i„Avo)  =  9(x, /t.,A-,),  1-^  (j:,A.,Ar„a)J  ^  =  9i(x,  A„  A-.),  ..., 

G(a?,  A„A'„,o)rr.4^(j:, /i„,  A-,),         T^  (  J?, /».,  A-,, a )J       =  <^,(x, /i.,  A.),  ..    ; 
'     l 

F(a:,  /i,  A-,  a)  =  ?  -h  a  (^^|-  A'o  -h  jj-  A'o  H-  ?,^ 

:^  ?  +»*,-4-a'«l>,-t-..., 

i.i  Lt^A,    a         (>A-a    2         \c>A«     **       <)A-,     "/j 


il  vient 


O/i, 


+  ^v^■/^  +  2^^A•;+4',]- 


On  voit  que  les  couples  successifs  de  coefficients  (*p  U*,),  (4>2,  M'j), ...  renfer- 
ment chacun  (et  sous  forme  linéaire)  deux  nouvelles  constantes  (/(o,Aii),  {hl,kl)y .... 
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les  seconds  membres  étaal  lioloMoq>lies  €t  dift^rvnU  d^  uti^  ^uitr 
^  =  o,  et  Ton  aa  «oins  des  enliers  jr,  n  êiaat  positif  { *  ). 

Je  dis  d'abord  qnc,  Ji  ut  <  «  -r  i ,  ie  système  ^S)  a  ttifs  points 
critiques  mobiles  (^)^  Posons,  en  effet , 

le  syslèroe  (S)  devient  (') 

Ed  verlo  de  la  transformation  (8),  (S')  a  ses  poiril%  (:riiii\u^%  i\^M 
en  même  temps  qne  (S)  (sauf  pent-élre  pour  a  . .  r>^;  potrr  ^  --  /^ 
ie  sj>tème  (  5  >  se  réduit  au  suivant  : 

f 

système  dont  finlé^rrale  j  :=  [■  /i  -h  i  ^/^jr-f-  r.on^t.  J'*  '  j#  nr»  (rfnnr 
crîtiqne  mobile  <  /i  étant  positif*.  En  v#^rl.aflii  Ummv».,  ('  ^  ;  r>^  ^tur'xr 
avoir  ses  points  critiques  fi\es. 


el  ▼•*rîiienL,  par  suite,  un  -iv-^irme  ie  icuï  »>;pi;«(  lortK    in«î^if^ 


o«  les  fonctions  p.   /«  '•.   >• '#»ni    n«»in<*rwUiUi-,    i*»    *  iwji/^       u»,/»..    «,  *    /  -     /,,      < 

♦      =     — -    'I   —  -       /.  r  £       .  ,  /         ^        ./.»,.•     ... 

rt. '.*ioti-;;ra«»î    tn    vxf.-oii»     r        •  .      »r.*      ,•/      ,  -.•.    c    #.  .  ^ /.       -,     * 

14  %-.>r:^tion    le*;    tin^r^inl-'-      '   .■/       "iwv     •.•..-...         ■   ..  .  ^      .    .       >  » 

«afùL  le  /innTilaiVT     '     ar   ^  <—  .*•*  f*»»    ^         j  •  ...  » 

6trs     p     h4na**menl      »•      ••*  .hi.»     ••.•"  .»•       .   «  .... 

B<iffiv'-:tfi  -.>*t.*m#»-   .;  .     .     l  ..• 

ie     f  n^^****;»»»     :>*•      •     -   •»..  ■••      .  

rii,   ■*  .ir   I       .        '  I 

autlr-    r*  iir  ^  •  '        .  •        1      
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criliqiies  fixes,  on  oblient  explicitement  des  conditions  néces- 
saires.  Le  système  diflerentiel  une  fois  simplifié  par  ces  pre- 
mières conditions,  on  lui  applique  à  nouveau  le  même  procédé, 
et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  que  le  procédé  ne  donne  plus  de  con- 
ditions nouvelles. 

Précisons  sur  le  svstème  (S).  Soit  ^  =  ^(^0?  J^o)  "ï*  pôle  des 
fonctions  H(j:o7  J^o?  ^)f  ^(^OfXoi^)'  En  remplaçant  z — gi^^y) 
par  Z,  il  est  loisible  de  supposer  ^(a:,j^)^o,  et  d'écrire  (S) 
sous  la  (orme 

(7)     -"'^=Ho(:r,^)4-^H,(.r,j.)+...,        ^«  J  =Ko(x,^)4-zKi(x,>')-+-..., 

loppcment  Ae  y{,x)y  z{x)  suivant  les  paissances  de  a.  Soit 

(S)  j^=  F(a?,A,A',a),        z  =  G(x, /i,  A,  «) 

l'intégrale  générale  de  (S),  où  A,  A:  désignent  les  constantes  arbitraires  (par 
exemple  les  valeurs  de  y^  z  pour  x  =  arj. 

Les  fonctions  F  (a),  G  (a)  les  plus  générales  qui  représentent  Tintégrale  de  (S) 
s'obtiennent  en  remplaçant,  dans  (£),  A  et  A' par  des  fonctions  arbitraires  de  a,  soient 

h  =  K-^OL-}  -+-  *!  AJ  -+.. . .,        A-  =  A',-+-  a  i^  H-  ^  kl  -h. . .. 
*         lia!"  ■  I         3  !     " 

Développons  F  et  G  suivant  les  puissances  de  a,  en  posant  (pour  simplifier) 

F(x,/i„A„o)  =  9(^,/i„A„),         1^  (arj/i.jA-,,»)!  ^  =  ?,  (x,  A,,  A:.),  .. ., 

[t)C  ~\ 

^  (a:, /i<„A„a)J  ^  =+,(^,/*#,  A-#),  ..    ; 

F(x,  /i,  /r,  a)  =  9  -h  a  (^||-  h'^  -+-  ^^^  A'i  +  ?,) 


il  vient 


-+-a  ■ 
E=£9  -hqf*,H-a=4>j-h..., 


G(x,  A,A,a)  ^  +-Ha(^^-^  Ai  -+-  ^t  A'o  4- +,) 


aJ;A;.2^.i-.4 


e>An 


=  <{/  4-  a  ^*,  -t-  a-  U'j  + 

On  voit  que  les  couples  successifs  de  coefficients  («l>j,  M*,),  (4»,,  Tj), . ..  renfer- 
ment chacun  (et  sous  forme  linéaire)  deux  nouvelles  constantes  (Ai,A'(i),  (AJ^AJI), ..., 
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les  seconds  membres  étant  holomorphcs  etdiflerents  de  zéro  pour 
^  =  o^  et  Vnn  au  moins  des  entiers  m^  n  élanl  positif  (  *  ). 

Je  dis  d'abord  que,  5*  m  <  /i  -h  i ,  le  système  (S)  a  des  points 
critiques  mobiles {^),  Posons,  en  effet, 

(8)  a?  =  aro-+-a«-^»X,        j^  =^o-H  a'»-»-»-"»Y,        ^  ==  sZ; 

le  système  (S)  devient  (') 

(S')  ^«-2=Ho(a:o,J^o)  H- «(...),         iJ'»J~=Ko(^o,^o;-*-a(...). 

En  vertu  de  la  transformation  (8),  (S')  a  ses  points  critiques  fixes 
en  même  temps  que  (S)  (sauf  peut-être  pour  a  =  o)  ;  pour  a  =  o, 
le  système  (S')  se  réduit  au  suivant  : 

-5'"  ^  =  T,o»        -5"  5ï  ~  *°         f^''^  "=  Ho(xo,  jro)y     xo  =  Ko(a:o,  yo)]y 

système  dontrinlégrale  z  =  [{n  -f-  i)koX-h  const. ]""*"*  a  un  point 
critique  mobile  (n  étant  positif).  En  vertu  du  lemme,  (S)  ne  saurait 
avoir  ses  points  critiques  fixes. 

•• '  -  ■  ■  ■       -  "  ....... 

et  vérifient,  par  suite,  un  système  de  deux  équations  linéaires 

(1  =  1,2,3,...), 

où  les  fonctions  p,  q^  i\  s  sont  indépendantes  de  l'indice  i\  tandis  que  les  seconds 
membres  u^,  v^  s'expriment  à  l*aidc  des  fonctions <i>,  M*,  d'indice  inférieur  à  f.  L'in- 
tégrale du  système  linéaire  sans  seconds  membres  est 

«I».  =  -rr-  «  +  -rf-  ^i         ^'i  =  -TT-  «  -h  TT-  *->  {a,b  const.  arbitraires), 

et  l'intégrale  du  système  (t,)  s'obtient  par  quadratures,  d'après  la  méthode  de 
la  variation  des  constantes  Pour  former  explicitement  chaque  système  (9,),  il 
surfit  de  remplacer  y  par  o  -h  a*, h ^  z  par  4*  -h  «H*, -h. . .  dans  (S),  et  d'é- 
galer les  coefficients  des  mêmes  puissanci'S  de  a  dans  les  deux  membres. 

(')  D'une  manière  systématique  et  pour  ne  pas  compliquer  les  notations,  une 
fois  le  changement  de  variable  elTectué,  nous  supposons  qu'on  écrit,  dans  le 
nouveau  système,  x,  y^  z  d  la  place  e  X,  Y,  Z. 

(')  Cette  proposition  est  bien  facile  à  établir  directement  {voir,  par  exemple, 
mes  Leçoits  de  Stockholm,  p.  f^ii-l^x-;), 

(*>  Je  représente  par  le  symbole  a(...)  une  fonction  de  a,  x,  y,  5,  x,,  y^ 
quiy  pour  a  =  o  (et  pour  Xyy,  5,  jt,,  y^  pris  au  hasard)  est  holomorplie  ri 
nulle.  Pour  a  =  o  et  pour  des  walcurs 'exccptionneiies  de  x^^  y^,  ,  celle  fonclion 

peut  être  ici  de  la  forme  -  • 
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Soit  donc  m^n  ■+- 1 .  On  peut  supposer  nz=  m  —  i ,  à  condition 
d'admettre  que,  dans  les  équations  (7),  Ko{x^y)  peut  être  iden- 
tiquement nul.  La  transformation 

(9)  a:  =  aro-+- *'"X,         z  =  aZ 

substitue  à  (S)  le  système 

(S')-5'»g  =  Ho(aTo,7)4-a(...),         '5'"-'^  =  Ko(^o,^)H-a(...); 
pour  a  =  o,  ce  système  se  réduit  au  système  intégrable 

système  qui  peut  s'écrire  : 

z=^ey   ^»'  ar=  /  4' 

Ce  système  doit  ai^oir  son  intégrale  uniforme.  Plus  générale- 
ment, si  Ton  développe  l'intégrale  j^'(a:),  z  {x)  de  (S")  suivant  les 
puissances  de  a,  les  coefficients  sont  des  fonctions  de  x  données 
par  des  quadratures;  il  faut  que  ces  fonctions  aient  leurs  points 
critiques  fixes. 

Ces  conditions  doivent  être  appliquées  à  tous  les  pôles 
z=^  g{y^x)\^o\iy=z  h{x)'\  des  coefficients  différentiels  de  (S), 
ainsi  qu'aux  valeurs  5  =  00  (ouy  =  00)  à  l'aide  de  la  transformation 

5=i(oi,j=;-). 

8.  Ces  premières  conditions  obtenues,  on  considère  les  valeurs 
y:=  g[x)y  z  =  h(x)  qui  donnent  aux  coefficients  différentiels  la 

forme  -»  valeurs  qu'on  peut  toujours  supposer  finies  et  identi- 
quement nulles.  On  pose  alors 

en  choisissant  les  entiers  positifs  ijj\  l  de  façon  que  les  nouveaux 
coefficients  différentiels  soient  holomorplies  pour  a  =  o.  Pour 
a  =  o,  le  système  (S"')  ainsi  obtenu  est  intégrable;  car  il  ne  change 
pas  quand  on  lui  applique  la  transformation  précédente  où^g  et  a 
sont  arbitraires   :  si  donc  un  des  entiers  y,  /  est  nul,  soit  y,  la 
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fonclion  x(y)  est  donnée  par  les  quadratures  x=  j dye^^^T^^T 

où  p  est  connu  algébriquement;  si  ni  y  ni  /  ne  sont  nuls,  on  pose 

u=^jjf  etx(M)estdonnéparlesquadraturesa:(</)=  l due^P^'*^^". 

Il  faut  exprimer  que,  dans  le  développement  de  l'intégrale  de  (S'") 
suivant  les  puissances  de  a,  les  coefficients  (qui  sont  donnés  par 
des  quadratures)  ont  leurs  points  critiques  fixes. 

Quand  les  coefficients  différentiels  H  et  K  de  (S)  sont  non 
plus  rationnels  mais  algébriques  en  j?,  y  y  Zy  les  mêmes  procédés 
doivent  être  étendus  aux  singularités  algébriques  de  H,  K. 

APPLICATION  DE  LA  MÉTUOOE  AUX  ÉQUATIONS 

9.  Appliquons  la  méthode  précédente  aux  équations 
(0  y=R(..^,y).gi|Z^ 

P  . 

OÙ  R  ^  ^  désigne  une  fraction  rationnelle  irréductible  en  y^  y; 

a:  figure  analjtiquement. 

Pour  que  l'équation  (i)  ait  ses  points  critiques  fixes,  il  faut 
d'abord  (comme  il  est  bien  connu)  que  R  soit  un  poljnome  en  y^ 
du  second  degré  au  plus  (*  )  ;  soit  donc 

(E)  r'=L(^,j.)y«-HM(:r,j^)y+N(a7,j^), 

OÙ  L,  M,  M  sont  des  fractions  rationnelles  de  y  analytiques  en  x, 
(^  point  admisy  posons  ^  =:  a?o  +  oiX;  l'équation  devient 

(B')  y  =:L(aro,j^)y«4- «(...). 

Pour  que  Téquation  (E)  ait  ses  points  critiques  fixes,  il  faut  donc 
que  Inéquation 

ait  son  intégrale  générale  uniforme. 


(»)  Voir,  par  exemple,  mes  lirons  de  Stockholm  (p.  ScjG-.^oo). 
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Ces  premiers  résultats  reitirent  au  foad  dans  ceux  du  n"  7.  Tout 
d'abord,  pour  voir  que  R  est  un  polynôme. en  j'',  îl  suffit  d'écrire 
l'équation  (i)  sous  la  forme  : 


et  d'appliquer  la  condition  n^m  —  i  aux  pôles  s  =  gi^^y)  deR; 
m  étant  nul  ici,  cette  condition  ne  peut  être  vérifiée  si  ces  pôles 
existent;  R  est  donc  un  polj^nome  en^'. 

Pour  voir  ensuite  que  ce  poljnome  est  du  second  degré  au  plus, 
il  suffit  d'écrire  l'équation  (i)  sous  la  forme 

q  désignant  le  degré  de  R  en  y.  Appliquons  encore  la  condition 
n^m  —  i;  ici,  m  =  i,  n  =  q —  2;  donc  ^  est  égal  ou  inférieur  à  2. 
De  plus,  la  transformation  (9)  du  n"  7  est  ici 

X  =  Xo-h  olXj        -3  =  aZ, 

et  le  système  auquel  elle  conduit  se  réduit,  pour  a  =  o,  au  système 

dy       i  dz      .  .  . 

qui  équivaut  à  l'équation  (e). 

Un  problème  préliminaire  s'impose  donc  :  Déterminer  toutes 
les  équations  {e)  dont  l'intégrale  est  uniforme, 

10.  Détermination  de  toutes  les  équations  y"  ^=  y' '^  '(j)?  dont 
V intégrale  générale  esï  uniforme. 

Il  est  facile  de  résoudre  ce  problème  en  le  ramenant  à  la  déter- 
mination de  groupes  fuchsiens  particulièrement  simples;  il  suffit 
de  remarquer  que  l'intégrale  générale  d'une  équation  (e)  est  de  la 
forme^=  F(Ca:4-  C|),  G  et  C|  désignant  deux  constantes  arbi- 
traires. Mais  nous  n'aurons  recours  ici  qu'aux  principes  de  la' 
méthode  développée  au  n**  7. 

Je  montrerai  d'abord  que  la  fonction  l{y)  n'a  que  des  pâles 
simples. 

Soit,  en  effet,  y  =  h  un  pôle  d'ordre  i  de  l{y)*  H  est  loisible, 
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en  aiigmcnlant  j^  de  A,  de  supposer  h  =  o.  Écrivons  Téqualion  (e) 
ainsi  : 

la  transformation 

v  =  aY,        «  =  a'Z 

substitue  à  ce  sj^stème  le  suivant 

Ordonnons  Tintégrale  j^(^),  z{x)  de  ce  dernier  système  suivant 
les  puissances  de  a;  il  vient 

L^équalion  (<?)  ne  peut  donc  avoir  ses  points  critiques  fixes  si  i  est 
plus  grand  que  i.  c.  q.  f.d. 

Si  «  =  I ,  le  système  (e')  se  réduit,  pour  a  =  o,  au  système 

dx  "^    ^         dx  "^     y 

qui  s'intègre  aussitôt  et  dont  Tintégrale  générale  peut  s^écrire 

1 
^  =  (C2?-î-C')ï-*-    {%\k9^.i)        et       ^  =  «cx^-c'    (siA-  =  i). 

Pour  que  la  fonction  ^(ar)  ainsi  définie  soit  uniforme,  il  faut 
donc  que  k soit  égala  i  ou  \'\ —  {n  désignant  un  entier  positif 

ou  négatif). 

Ceci  posé,  remarquons  que  Téquation  (e)  équivaut  à  l'égalité 

d'après  ce  qui  précède,  la  fonction  l{y)  ne  peut  avoir  que  des 
pôles  simples  à  résidus  commensurables;  soit  v  le  plus  petit  déno- 
minateur commun  de  ces  résidus  :  la  fonction  e~-^'^^^''^esl  la  racipe 
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yiémc  d'une  fonclion  méromorphe  ^{y)>  D'aulre  part,  la  Iransfor- 
malionj^=  -^y  appliquée  à  Téquation  (e),  montre  aussitôt  que  la 

fonction  —  Y^^fyjjdonc  aussi  ^(y)'    ^^^  méromoq)he  pour 

Y  =  o.  Il  suit  de  là  que  ^(y)est  une  fonction  rationnelle  dey,  et 
l'on  est  ramené  ainsi  au  problème  suivant  : 

Déterminer  toutes  les  équations 
(10)  y''=piy) 

{où  p  est  rationnel  en  y)  dont  l'intégrale  est  uni/orme. 

Or  ce  problème  a  été  résolu  explicitement  par  Briot  et  Bouquet. 
Si  l'on  connaît  une  telle  équation  (lo),  son  intégrale  reste  uniforme 
quand  on  multiplie  p{y)  par  une  constante  quelconque  (car  cela 
revient  à  multiplier  œ  par  une  constante)  :  en  prenant  la  dérivée 
logarithmique  des  deux  membres  de(io),  on  obtient  une  équa- 
tion (e)  à  intégrale  uniforme,  à  savoir  Téquation 

Il  suffit  donc  d'épuiser  tous  les  tjrpes  énumérés  par  Briot  et 
Bouquet  pour  obtenir  toutes  les  équations  (c)  cherchées.  On 
trouve  ainsi  que  l(y)  coïncide  nécessairement  avec  une  des 
expressions  suivantes  (*)  : 

ali-h-)       c(i  — -) 

,         r»  — ^^ ~- H ^^ J  W/ieniier>i), 

*         ay-hù  ay  -^  b  cy -h  d      '  " 


a  c 

tH ^» 

ay-i-o       cy-hd 


ik\ay-^b  cy-^dj       ey -\- f' 

2  Va/ -+-6  cy-^-d      ey-^f      gy-^hj 
^  (      ^  ^  g      \ 

_a 3  /       c  e      \ 

^-^h  1\cy-\-d       ey-\-f)^ 


a  ay-     "        -     -         --        .„..)' 

5       a  2        c  I        e 

Q  ay  -^  b       3  cy  -^  d       i  ey  -h  f 


(')  Le  môme  procédé  permet  de  résoudre  aussi  aiscmenl  la  question  en  suppo- 
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les  a,  6,  • . . ,  h  sont  des  quantités  quelconques  qui  peuvent  être 
nulles. 

Il  suit  de  là  que  si  une  équation 

(E)  y=  L(x,7)y«4-  U{x,  y)y'-^  N(:r,  y) 

a  ses  points  critiques  fixes,  h  coïncide  nécessairement  avec  une 
des  expressions  du  Tableau  (T),  oii  les  a,  6,  . . .,  h  sont  des 
fonctions  de  x, 

11.  Étude  de  V équation  (E)  dans  le  voisinage  d'un  pôle 
y  =  h{x)  de  L,  M,  N. 

Je  vais  établir  maintenant  que  les  pôles  y  =  h{x)  des  fonctions 
M  et  ^  de  y  coïncident  nécessairement  avec  ceux  de  L  et  sont 
tous  simples. 

Supposons,  en  effet,  que  j^  =  h{x)  soit  pôle  d'ordre  i  pour  L 
{i=  1  ou  o),  d'ordre  j  pour  M,  d'ordre  k  pour  N,  un  au  moins 
des  entiersy,  k  étant  plus  grand  que  /.  En  augmentant^  de  A,  il 
est  loisible  de  supposer  h  ^  o,  et  (dans  le  voisinage  du  pôle  con- 
sidéré) d'écrire  l'équation  sous  la  forme 

(Ei)y  =  ^*[(i-;^)+7(..0]+j7[M(^,o)4-:K{.O]  +  -^[N 

n  désigne  un  entier  positif  ou  négatif,  qui  peut  être  infini,  mais 

non  nul;  n  est  égal  à  i,  si  £  est  nul. 

Posons 

^  =  aY,         X  ~  x^-h  xJ\f         si         Ar^ay — i, 
et 

^  =  aY,         37  =  a^o -H  a  *    X,         si         ^=2y — i; 

les  deux  transformations  se  confondent  si  k  =  2j  —  i . 
L'équalion  (E|  )  devient  : 


<"'^-^y(-i)-.^-'<->- 


si  X-  >  ay  —  I , 


sant  l{y)  non  plus  rationnel,  mais  algébrique  en  y.  Ce  problème  a  été  résolu 
explicitemenl  par  M.  Picard,  avec  la  reslrictioo  que  c/*(r>'/  ne  présente  pas  dç 
singularités  transcendantes  {Jourfial  de  Liouville,  1889,  4'  série,  t.  V,  p.  Soo-Sig; 
American  Journal,  189^1,  t.  XVI,  p.  m- 122;  jyai te  d'Analyse,  t.  III,  p.  66-80). 
XXVïII.  i4 
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el 

03)     y=y(^-i)^-M.^ -^35^  -+-«(•..),    siA:=2y~i, 
[Mo=  M(a?o,  o),     No=  N(a:o,  o)]. 

Pour  a  =  o,  l'équation  (i3)  comprend  les  deux  précédentes  à 
condition  d'admettre  que,  si  Mo  est  nul,  j  n'est  pas  nécessairement 
un  entier,  mais  que  ij  est  un  entier  ^3.  Il  me  suffit  donc  de 
montrer  que  V équation 

[où  une  au  moins  des  quantités  Mq,  No  n'est  pas  nulle]  n'a  $on 
intégrale  uniforme  que  si  l'on  aj  =  i ,  avec  n^i. 
Remarquons  d'abord  que  la  transformation 

yz=a\^        a:  =  a?o-4- o/X, 

conserve  l'équation (i 4)  (vo/r  len**8);  dans  celte  transformation, 
on  a 

Si  l'oij  pose  u=  -^y^'J^  toutes  les  fonctions  u{y)  définies 

par  (i4)  seront  de  la  forme  Ui{Cy)y  c'est-à-dire  que  u{y)  est 
donné  par  une  équation  de  la  forme 

C'est  ce  que  vérifie  aussitôt  un  calcul  élémentaire  :  l'équa- 
tion (i4)  équivaut  au  système 

(.5)  -. ''-^ .=-^^. 


a    y  —  -  -f-  Mo  t«  -+-  No  m' 


y 


(,6)  $="-^'"' 


Cela  étant,  soit  d'abord  /  >  1 .  L'équation  (i  5)  I  où  y  est  diffé- 
rent de  -  I  admet  au  moins  une  solution  u  =  C,  où  la  constante  C 
n'est  pas  nulle;    la   fonction  y{x)^  définie  par  rfjc  =  Cj>""U/y, 
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n*est  pas  uniforme;  Tinlégrale  générale  de  (i4)?  «  fortiori,  n'est 
pas  uniforme. 

Soit  maintenant  7  =  1,  avec  /i  =  i.  Écrivons  l'équation  (i4) 

ainsi  : 

dy  ^  \  du  ^      u(Mo-4>  Nqk) 

dx  '~  u  dx  ^  y 

et  faisons  le  changement  de  variables 

a=  aU,        X  =  aX; 

le  système  considéré  devient 

dy  ^  \  du  ^      oLu(Mo-h  ^qolu) 

dx  ^  u  dx  '^  y 

et  si  Ton  développe  l'intégrale  y  (jr),  u{x)  de  ce  nouveau  système 
suivant  les  puissances  de  a,  on  trouve 


X  —  Xq  ,       . 

r  =  roH — ha(...) 


avec 


ou 


14=  Mo— aMowJ  logf^o-i-^ ^JH-...,         si         Mo5?^o, 

a=  Mo— «*NoaJ  logf^oH ^)>        si        Mo=o. 

L'intégrale  de  (i4)  n'est  donc  pas  uniforme. 

J'ai  bien  établi  ainsi  que  l'intégrale  de  (i4)  n'est  uniforme  que 
si  l'on  ay  =  I ,  n^éi.  Autrement  dit,  tout  pôle  y  =  A  de  M  ou 
de  N  est  nécessairement  du  premier  ordre  et  coïncide  avec  un 
pôle  de  L.  c.  q.  f.  d. 

12.  Ce  résultat  est  d'une  extrême  importance  :  car  il  limite  le 
DEGEÉ  DE  M  ET  DE  N  EH^.  En  cfTet,  si  D  est  le  dénominateur  de  L, 
on  a 

M  =  g.         N=^. 

ji.  et  V  étant  des  polynômes  en  y.  D'autre  part,  posons  y  =  ^; 
l'équation  (E)  devient 

v=r![,_!:fri)]^v-M(..')-Y.N(..i). 
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Deux  cas  sont  à  distinguer  :  Si  L  est  identiquement  nul,  ou  si  L 
coïncide  avec  une  des  expressions  (T)  pour  lesquelles  une  des 
quantités  a,  c,  e,  g  est  nulle,  le  coefficient  de  Y'^  admet  le  pôle 
simple  Y  =  o;  les  degrés  de  \f-{oc^y)  et  v(x,  y)  peuvent  alors  sur- 
passer le  premier  d'une  unité,  le  second  de  trois  unités,  le  degré  q 
de  D.  Si,  au  contraire,  L  coïncide  avec  une  expression  (T)  où  les 
quantités  «,  c,  6,  g  sont  difTérenles  de  zéro,  Y  =  o  n'est  pas  un  pôle 
du  coefficient  de  Y'^,  et  les  degrés  de  jjl  et  de  v  sont  au  plus  égaux 
le  premier  à  gr,  le  second  à  y  -f-  2 .  De  la  discussion  des  n°*  10  et  1 1 , 
il  suit  donc  que  les  degrés  de  D^  de  [t.  et  de  v  en  y  sont  au  plus 
égaux  respectivement  à  4,  4  ^^  6. 

Mais  les  conditions  fournies  par  l'étude  de  l'équation  (E)  dans 
le  voisinage  d'un  pôle  ^  =  h{x)  du  coefficient  diflerentiel,  sont 
loin  d'être  épuisées. 

Considérons,  en  efiet,  l'équation  (i3)  oùj  =k=  i  (avec  /î^  i), 
à  -savoir  Téquation 

cette  équation  est  intégrable  pour  a  =  o,  et  si  l'on  développe 
y{x)  suivant  les  puissances  de  a,  les  coefficients  du  développe- 
ment sont  donnés  par  des  quadratures.  Ces  coefficients  doivent 
être  des  fonctions  de  x  k  points  critiques  fixes. 

Les  conditions  ainsi  obtenues  doivent  être  appliquées  à  tous 

les  pôles  y  =  h{x)  de  L  le  point^  =  oo  compris,  grâce  à  la  trans- 
formation^ ^^  Y    ' 

13.  Explicitons  ces  conditions  dans  le  cas  où  L  coïncide  avec  la 
plus  simple  des  expressions  (T),  à  savoir  L  e^  o.  Alors  l'équa- 
tion (E)  est  nécessairement  de  la  forme 

(17)    y  ==  y[a{x)y  -h  b{x)]  -h  \(x)y^  -^  B{x)y^-\-  C(x)y  -\-  D(x). 

Y 

Observons  aussitôt  que  la  transformation  y  =  -7=  donne  à  A 

V— A 

la  valeur  — i   (si  A^o),  et  que  la  transformation  y= Y 

donne  à  a(x)  la  valeur  —  2  (si  a  ^  o)  (  '  ). 


a 


{ '  )  Ces  valeurs  numériques  sont  choisies  pour  apporter  quchiucs  simplifications 
diins  dos  calculs  ultérieurs. 
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Au  lieu  d'emplojer  la  transformation  ^^=  ^t  posons  directe- 
ment 

Y  V 

y  ==  —  ,  ar  =  aro-l-aA; 

Téquation  (17)  prend  la  forme 

y"  =  a(xo)yy  -h  \{xo)j'^  -h  ^{. . .), 
équation  qui,  pour  a  =  o,  devient 

y=  aoyy'-h  Aoj*        «0^  «(a7o),  Aq  =  A(a7o)l; 
cette  dernière  équation  équivaut  au  système 

y  «X  ^y      y^         du      ,  .     .V 

('^>  ^=77'  ^=C2-ao«~Aoa')r. 

Tout  d'abord,  si  Ao  est  nul,  réqualiony"=:  a^yy^ ^  qui  entraîne 
l'égalité  2^^'=aoy^ -1- const.,  a  son  intégrale  uniforme. 

Soit  maintenant  Ao^z^o.  Il  est  loisible  de  supposer  Ao  =  —  i. 
Le  système  (18)  peut  s'écrire 

£  =  Ç'    ê  =  ^  "  -  ''  "  "  -  *)-^>    t**'  =  "1- 

Posons  u  =^  h  -\-  ^v \  il  vient 

(.9)  if^-J:^,  d^^,yh-k-^r.\y. 

^'  dx        h  -\-  OLV  dx  ^-^       . 

Si  h  r^  /r,  le  système  (pour  a  =  o)  s'intègre  ainsi 

y  =  ,  V  =:  dix  -{-  c)-''t'*-*'  =  Cx{x  -h  cj*-^' 

X  -\~  c 

(c  et  Cl  constantes  arbitraires); 

pour  que  cette  intégrale  soit  uniforme,  il  faut  que  (2  —  h'^)  soit 
un  entier  n  positif  ou  négatif,  mais  différent  de  zéro  car 
(2  —  h^)  ^=  — T —  ne  peut  être  nul  si  A  ^  A*  .  On  doit  avoir,  de 
même,  k^  =  2  — /i',  et  par  suite 

4  —  A*  h^'=  (0.  —  n){  j.  —  n)  [  «.  n'  .-.  o]. 
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Cette  égalité  entraîne 

ia — /i=i,  .    (a  —  /i=:  — 1,  ,    (2— /i=  — 2, 

80it  {  ,  soit  \ 

2-/1=4,  f2  — ii=  — 4»  |2  — n=  — a. 

De  là  résultent,  pour  A  et  a©^  ^  4-  r>  les  valeurs 
/i  =  ±  I ,        flo  =  ±  3  ; 

h  =  i  /a,        ao  =  o. 

La  transformation^  =  —  Y  ramène  le  cas  de  ao  =  -H  3  au  cas 
(le  ao  =  —  3;  si  ao=ihi,  la  transformation  y=z±iY  donne  à 
a©  la  valeur  —  1  et  à  Aq  la  valeur  -h  i  ;  si  donc  A  est  différent  de 
zéro,  il  est  loisible  de  se  borner  aux  cas  où  A  et  a  ont  les  valeurs 
suivantes 

A= — 1,        a=  —  3;        A=-t-i;        a  =  — i;        A=  — i,        a  =  o. 

Nous  avons  toutefois  laissé  de  côté  l'hypothèse  où  h  et  k  se- 
raient égaux.  Le  système  (19)  s'écrit  alors 

dy  r*  dv 

dx       /i-4-ap  dx  "^  ' 

Développons  y{x)  et  v{x)  suivant  les  puissances  de  a;  on 
trouve 

(c,  Cj  constantes  arbitraires). 

L'intégrale  de  (19)  n'est  donc  pas  uniforme  :  l'hypothèse  est  à 
rejeter. 

En  définitive,  moyennant  une  transformation  j^  =  )v( j:) Y  (oùX 
est  connu  algébriquement  à  l'aide  des  coefficients  ti,  A),  on  peut 
faire  coïncider  les  coefficients  a,  A  avec  un  des  systèmes  suivants 


a  =  0, 

A  =  0, 

a  =—2, 

A  =  o, 

a  =  -3, 

A=-i, 

rt  =  —  1 , 

A=  +  i, 

a  =  0, 

A=-i. 
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Parmi  les  équalions  que  nous  sommes  amenés  ainsi  à  considérer, 
la  classe  la  plus  simple  est  donc  de  la  forme 

(C)  y  =  b(x)y-^  B(a7)7«-h  C(x)y  -h  D(x). 

Je  me  bornerai,  dans  ce  Mémoire,  à  épuiser  Tétude  de  cette 
classe  d'équations.  La  métKode  qui  s'applique  à  toutes  les  autres 
classes  ne  diffère  d'ailleurs  de  celle  que  je  vais  suivre  que  par 
des  complications  de  calculs. 

14.  Détermination  de  toutes  les  équations  {cy  à  points  cri- 
tiques fixes.  —  Je  remarque  d'abord  qu'une  équation  (6)  garde 
sa  forme  dans  le  changement  de  variables  : 

(2o)  ^  =  X(a7)Y-h|x(ar),         X  =  <p(ar); 

Téquation  devient 

où  X  doit  être  remplacé  en  fonction  de  X. 

Si  B  p^  o,  on  peut  disposer  de  X,  |x,  (f  de  façon  que  le  coeffi- 
cient de  Y*,  dans  la  nouvelle  équation,  soit  numérique,  égal  à  6 
par  exemple  (*),  et  que,  de  plus,  les  coefficients  de  Y'  et  de  Y 
soient  nuls.  Ces  conditions  se  traduisent  par  les  égalités 


o'       aX'       ,  BX       ^  I    r^^'       bV 

c'est-à-dire 


A  =  B   •e»»' 
(21)        j        X=  -pj  B*A^dx, 

,Btx=-G+ -  [^.6  -  j3- ^  -  (-P  -  6«j -^  - -j^J. 
Si  B^o,  l'équation  (C)  est  linéaire  et  se  laisse  ramener  par 

(*)  Le  choix  de  ce  coeffîcient  numérique  a  pour  ciït:t  de  sinipliner  quel(|iics 
calculs  ultérieurs. 
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une  transformalion  (fio)  à  la  forme 

En  définitive,  la  transformalion  (20)  permet  de  substituer  à 
Téquation  (C)  une  des  deux  équations 

y=6^«-4-S(:r),        y  =  o, 

15.  Je  vais  montrer  maintenant  que  l'équation 

(£')  y=67«-f.S(:r), 

ne  peut  avoir  ses  points  critiques  fixes  que  si  S  (a?)  est  linéaire 
en  X. 

A  cet  effet,  j^întroduis  la  transformation 

Y 

(22)  y=— ,  a:  =  a-i-aX, 

qui  substitue  à  («1^')  l'équation 

et  je  développe  l'intégrale  de  (e')  suivant  les  puissances  de  a. 

Appliquons,  pour  cela,  le  méthode  classique  rappelée  au  n°  7. 
On  trouve  aussitôt 

^  =  ç  -h  a*ij;-|-a»^  -4-  at6x  -+-. .. 
avec 

<p''=69*         4^'— i2<p4' =  S(a),        y*— r2(px  =  iFS'(a), 

t'— 129^  =  —  S'(a)-f- 

^  2  '^ 

L'intégrale  générale  de  l'équation 

çp'  =  6  cp* 
vérifie  l'égalité 

et  peut  s'écrire 

ç  — /)(ar  -+-  /i,  o,  /i),        (^  cl  h  constantes  arbitraires). 
L'intégrale  de  l'équation 

4^'  — I2p(.r-i- A-,  o,  hy\  =  0 
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est,  nous  le  savons  {voir  p.  210,  note  1), 

<^'  S  -^  ^'  S = <^«(^p'^  ^p)  ^  ^'p'    [p' = È]  • 

Calculons  immédiatement  le  coefficient  t  défini  par  l'équation 

T  — 12  p(a7  -h  A:,  o,  A)  X  =  J:*  — ^^ —  ; 

la  méthode  de  la  variation  des  constantes  donne 

x  =  Ci(a:p'-h-2p)-+-Cjp', 
avec 

Cé\{xp'  -^ip)^  G',  p'  =  o, 

d'où  l'on  tire  aussitôt 

I2C;=  — ^— ^a?«p,         i2C;= — ^— a7*(a:p'-h2p). 

Les  fonctions  x^p^^  x^{xp'  -\'  p)  admettent  comme  pôle  le  point 
x  =  —  /r,  et  le  résidu  de  ce  pôle  est  égal  à  —  2  pour  la  première, 
à  H-aA'  pour  la  seconde;  on  a  donc 

X  =  — ^log(ar-t- it)  [(/:  —  ar)  p'- 2p]-f-. . ., 

les  termes  non  écrits  étant  méromorphes  dans  le  domaine  de 
a:  =  —  Ar.  Pour  que  x  soit  lui-même  méromorphe,  il  faut  que 
S'^(<2)  soit  nul,  et  comme  ceci  doit  avoir  lieu  quel  que  soit  a, 
il  faut  que  S(^)  soit  égal  à  px-^q^  P  ^^  9  étant  des  con- 
stantes numériques.  c.  q.  f.  d. 

16.  Toutes  les  équations  {C')  à  points  critiques  fixes  se  laissent 
donc  ramener,  par  une  transformation  (20),  à  l'une  des  deux 
formes 

y"  =  o>      f  =  ^y^  -^  p^  ^-  <i- 

La  transformation  (22)  permet  d'ailleurs  de  donner  à  </  la 
valeur  o  et  à  /?  la  valeur  i  (si/?  r;^  o),  ou  à  y  la  valeur  {  si  /?  =  o, 
mais   si   // ^  o.   Les  équations  à  étudier  se  réduisent  ainsi  aux 
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suivantes  : 

(23)  y=o,        y=6^«,        y=6j^«4-J,        y=6y*-^x. 

Les  trois  premières  s'intègrent  aussitôt  et  donnent  pour  y  les 
fonctions  uniformes 

jr^hx-^k,       y=p(x-hk,o,h),        y==p(x-hky  i,  A); 

il  reste  à  étudier  Téquation 

y=ey^-^x. 

Auparavant,  je  ferai  une  remarque  au  sujet  de  la  réduction 
d'une  équation  donnée  (C)  à  une  des  formes  (23).  On  peut  tou- 
jours reconnaître,  à  l'aide  d'un  nombre  fini  d'opérations  algé- 
briques {^)^  si  une  équation  donnée  {^)  se  laisse  ramener  par  un 
changement  de  variables  (ao)  à  un  des  types  (a3).  Tout  d'abord, 
si  l'équation  (Ei)  correspond  au  type  Yx«=o,  elle  est  linéaire. 
Pour  qu'elle  corresponde  à  un  des  trois  lypes 

Yx.  =  6Y«-hS    _  [Sso,  ou  ;,  ou  X], 

il  faut  et  il  suffît  que  les  équations  (21)  soient  compatibles  avec  la 
condition 

(24)  D-+-Cfji-+-B(xî+6(x'-{jL'=SX^^y      [S^o,  ou  J,ou  X], 

ce  qu'on  sait  vérifier  et  ce  qui  se  traduit  par  une  relation  algé- 
brique entre  6,  B,  C,  D  et  leurs  dérivées.  Mais  quand  ces  condi- 
tions sont  compatibles,  trois  circonstances  se  présentent,  suivant 
que  S  coïncide  avec  o,  i  ou  X.  La  transformation  de  passage 
la  plus  générale  qui  vérifie  les  équations  (21)  se  déduit  de  l'une 
d'elles  en  changeant  A  en  ni^X  et  X  en  mX  4-  ^  (/w  et  /i  dési- 
gnant des  constantes  arbitraires),  c'est-à-dire  en  changeant  Y  en 

—r  Y  et  X  en  mX  -f-  n  dans  l'équation 

Y'=G7»-hS. 

Or,  cette  transformation  conserve  l'équation  quand  S^o; 
quand  S^  1,  l'équation  n'est  conservée  que  si  m'=  1,  et  quand 
S  ^  X,  que  si  m*  ==  i ,  /i  =  o. 


(')  J'eotends  par  là  que  les  conditions  à  vérifier  sonl  algébriques  par  rapport 
aux  coefficients  de  (è)  et  à  leurs  dérivées. 
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Si  donc  les  équations  (21)  et  (24)  sont  compatibles,  X,  {a,  X 
sont  connus  algébriquement  à  l'aide  des  coefficients  de  (^)  (et 
de  leurs  dérivées)  dans  l'hypothèse  S^X;  X  et  |x  sont  connus 
algébriquement  et  X  par  une  quadrature  dans  l'hypothèse  S  ^^  ; 
[X  est  connu  algébriquement,  X  et  X  par  les  deux  quadra* 
tures  (21)  dans  l'hypothèse  S^o  (*).  L'intégrale  générale 
de  (C)  peut  s'écrire 

^  =  Xp(X-h/:,  I,  A)-+-îJi,        si        S  si, 
j^  =  Xp(X  H- /:,  o,  A) -H  |x,        si         S  =  o. 

En  particulier,  quand  V équation  {C)  ne  renferme  pas  x  expli- 
citement,  le  cas  de  S  ^  X  ne  peut  se  présenter,  et  l'intégrale  gé- 
nérale de  (C)  est  (si  b^o)  de  la  forme 

«--    —     rv        z.         1.1  G  3^« 

y  =  n   5^5   p[X-hX:,o,AJ-  ^-^j^, 

avec 

5   B^   *£ 
X=  -p  -7-e»  ; 

si  6  =  o,  elle  est  donnée  par  l'équation  elliptique 
v'*       B  C 

Je  vais  montrer  maintenant  que  l'intégrale  générale  de  Téquation 
(F)  )r'  =  6j^*-+-a: 

est  méromorphe  dans  tout  le  plan. 


BTUDB  DE   l'équation  y=  6^*  H- 3?. 

17.  J'établirai  d'abord  que  l'intégrale  de  l'équation  (F) 
n'admet  pas  de  points  critiques  algébriques,  mais  admet  des 
pôles  mobiles. 

Soit,  en  effet,  Xq  un  point  singulier   algébrique  d'une  inté- 


(')  C'est  ce  que  vérifie  un  calcul  lout  élémentaire  que  j'omets  pour  abréger  et 
qui  donne  explicitement  les  expressions  de  X,  {jl,  X. 
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j?  =  ^0-  Tout  d'abord,  ^0  etyjj  ne  peuvent  être  finies  toutes  deux; 
sinon  y{a!)  serait  holomorphe  pour  x  =  x^,  Sî^'^  est  infini,  il  en 
est  de  même  a  fortiori  de  yl  et,  par  suite,  dey©  d'après  (F). 
Soit  donc 

r  désignant  un  nombre  réel,  positif  et  rationnel.  Pour  que^  et^'^ 
aient  même  partie  principale,  il  faut  que  r  =  2  et  h  =  i.  Po- 
sons alors 

tétant  réel,  positif  et  rationnel;  la  substitution  de  cette  valeur 
dey  dans  Téquation  (F)  montre  que  s  doit  être  égal  à  4  et  Ar  égal 

à En  poursuivant  le  calcul,  on  trouve  que,  si  une  intégrale 

y{x)  admet  le  point  x=^Xo  comme  point  singulier  algébrique 
(pôle  ou  point  critique),  son  développement,  dans  le  voisinage  de 
ce  point,  est  de  la  forme 

(^^)    ^'=  (x-^xo)*  ~"  lo  (^-"-^o)*-  ^  {x^Xo)^-{'h(x—Xoy-^  ^  (x— aro)«-h...; 

h  désigne  une  constante  arbitraire. 

Il  existe  effectivement  des  intégrales  qui  admettent  un  tel  déve- 
loppement, et  ces  intégrales  sont  méromorphes  dans  le  domaioe 
du  point  x  =  Xo.  Pour  rétablir(  •)  écrivons  le  développement  (aS) 
ainsi  : 

y-(a;-^x,)^        lo^^      ^'^  i6 

X* 

-^h{X'-XQ)^-h  -^  (a:  — a7o)«H-..., 


(<  )  II  est  bien  facile  de  voir  que,  si  l'on  poursuit  le  développement  (25),  toutes 
les  puissances  successives  de  {x  —  x^)  sont  entières,  ce  qui  montre  que  y{x)  est 
dénuée  de  points  critiques  algébriques.  D'autre  part,  une  fois  h  choisi,  tous  les 
coefficients  du  développement  (25)  sont  déterminés,  et  l'on  prouve  aisément  que 
ce  développement  converge  en  le  comparant  à  une  série  majorante.  Mais  le 
mode  de  démonstration  que  nous  employons  dans  le  texte  nous  sera  utile  par 
la  suite. 
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d'où 

(a;  — a^'(,)3  5  lo'  ' 

Éliminons  (x — Xq)  entre  ces  deux  développements;  il  vient,  en 
posant^  =  ~, 


9.  XtZ  Z^ 


(26)  y= ^yhtz^-h..,  (E  =  ifii). 


Ceci  posé,  j'effectue,  dans  Téquaiion  (F),  la  transformation 


les  fonctions  z(x)y  ii(x)  vérifient  un  sj^stcme  qu'on  forme  immé- 
diatement, à  savoir  (*)  : 

(  dz  V      ^*       "    « 

(-8)       If  "        " 

\  du       x*z       3tz*         ,/i  \       5uz^       3»/»    . 

Ce  système  admet  une  solution  z{x)y  '^(•^)î  et  une  seule,  qui 
répond  aux  conditions  initiales  Xq,  ^o=o,  Uq^  et  cette  solution 
est  holomorphe  pour  x^^x^'y  la  solution  j^(:c)  correspondante 

admet  ar  =  a:o  comme  pôle,  et  A  est  égal  à  -\ — ^• 


(')  La  transformation  (27)  csl  choisie  précisément  de  façon  que  le  nouveau 
système  difîérenliel  soit  régulier  pour  z  =  0, 
Il  est  évident,  en  effet,  que  le  système  est  de  la  forme 

5'";;'=P(j?,  5,  a),        5«i*'=  Q(j?,  5,  a) 
(  P,  Q  polynômes  en  a?,  «,  a  ;  P  ou  Q  ^  o  pour  z  =  o)) 

d'autre  part,  si  l'on  essaie  une  solution  de  la  forme 

z  =  (a?  — a:„)(i-h...)>        u  -  u^-\- {x  —  x^){l -\-.. .), 
le»  premières  égalités  à  écrire 

.  _     P(37o,0,  tf,)    :-...  _      Q(37o,  O,  <f,.)-t-.    . 

{x-^x,r{i-\-...)'       '^"'    (x-^,)'"  (1-1-...) 

doivent,  d'après  (26),  être  admissibles  pour  x^j  w«  quelconques,  ce  qui   exige 
m  —  o. 
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Kemarquons  que  rien  n'est  changé  [si  ce  n'est  le  signe  de  z 
dans  (28)],  quand  on  emploie,  au  lieu  de  la  transformation  (27), 
la  transformation 

(^9)  r=ji'        ^  =  7.  ^T^T^^^- 

L'intégrale  générale  ;j^(x)  de  Téquation  (F)  n'admet  donc  pas 
de  points  critiques  algébriques,  mais  elle  admet  des  pôles  et,  dans 
le  voisinage  de  ces  pôles,  le  développement  de  yi^x)  est  de  la 
forme  (aS)  (*). 

18.  Mais  V intégrale  y  {x)  de  (F)  ne  présente-l-elle  pas  de 
singularités  transcendantes?  C'est  ce  qui  n'est  nullement 
démontré. 

Pour  bien  faire  comprendre  la  nature  de  cette  difficulté,  consi- 
dérons un  exemple  plus  caractéristique  que  l'exemple  cité  plus 
haut  (n°  2),  à  savoir  l'exemple  de  Téquation 

^     ^  |_  (i->'*)(i-^V')      Xv/(T3yi)(-.-zrA-«^.)J 

(X,  A*,  constantes  numériques). 

On  voit  aisément  que  l'intégrale  y{x)  de  cette  équation  ne 
présente  pas  de  points  singuliers  algébriques  autres  que  des  pôles; 
une  discussion  plus  approfondie  montre  même  que  toute  inté- 


(*)  Étant  donnée  une  équation  {C)  qu'on  peut  supposer  ramenée  à  la  forme 

(C)  r'-6:K'-S(a:)  =  o, 

cherchons  les  conditions  pour  quey(j7)  admette  des  pôles  mobiles;  si  Ton  rem- 
place,  dans  {0)j  yi^x)  par  un  développement  polaire,  on  voit  que  ce  développe- 
ment doit  être  de  la  forme 

mais  quand  on  veut  déterminer  le  terme  h{x  —  ^^Y^^t  on  trouve  que  les  termes 

en  (J7— a;,)*  [dans  l'égalité  {O)]  se  réduisent  au  terme  unique  — ^—^{x—x^y. 

Ce  terme  ne  peut  disparaître  (pour  x^  quelconque)  que  si  S{x)  est  linéaire 
en  X.  C'est  précisément  la  condition  que  nous  avons  trouvée  au  n*  15,  en  expri- 
mant que  l'équation  (  £'  )  a  ses  points  critiques  fixes.  Cette  coïncidence  n'est  pas 
fortuite,  mais  résulte  d'un  théorème  général  qui  sera  exposé  dans  les  Mémoires  des 
Acta, 
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grale  y{x)  qui  tend  vers  une  valeur  délerniinée  (finie  ou  non) 
quand  x  tend  vers  Xq  sur  un  certain  chemin  (d'ailleurs  quel- 
conque), est  holomorphe  ou  méromorphe  pour  x  =  x^.  Ce  serait 
cependant  commettre  une  erreur  grossière  que  dVn  conclure  que 
rintégrale^(:r)  est  méromorphe  dans  tout  le  plan.  L'intégrale  de 
l'équation  peut  en  effet  s'écrire 

^  =  snk>[\  log(  Ax  H-  B)],         A,  B  consumes  arbitraires. 

B 
Le  point  x:= —  Â  ^^^  donc  un  point  d'indétermination  complète 

B 
de^(j:);  quand  x  tend  vers  —  r-  sur  un  chemin  donné,  ^(or)  ne 

tend  vers  aucune  limite  (finie  ou  non);  de  plus,  une  infinité 
de  valeurs  dey(x)  se  permutent  autour  de  ce  point  (à  moins  que 
2cicX  ne  soit  une  période  ou  une  partie  aliquote  d'une  période 
de  snAi). 

Il  n'est  donc  nullement  absurde,  a  priori,  de  supposer  que 
l'intégrale  j^  (x)  de  l'équation  (F)  présente  des  singularités  trans- 
cendantes. Ces  points  singuliers  peuvent  être  à  la  fois  peints 
essentiels  et  points  critiques  transcendants,  être  isolés  ou  former 
(comme  dans  le  cas  du  troisième  ordre)  des  lignes,  des  ensembles 
parfaits,  etc.  Pour  démontrer  que  les  singularités  transcendantes 
dey{x)  n'existent  pas,  nous  n^ avons  le  droit  d* introduire  au- 
cune restriction:  une  discussion  qui  écarterait  d'avance  certaines 
singularités  comme  invraisemblables  serait  inexistante. 

C'est  cet  obstacle,  comme  je  l'ai  dit,  qui  a  arrêté  longtemps  les 
efforts  des  géomètres.  Les  deux  premières  méthodes  qui  m'ont 
permis  de  le  surmonter  étaient,  la  première  surtout,  d'une  com- 
plication extrême.  J'ai  trouvé  récemment  une  troisième  méthode 
beaucoup  plus  simple,  méthode  synthétique  qui  non  seulement 
s'applique  d'elle-même  aux  équations  du  second  ordre,  mais  s'étend 
aux  équations  d'ordre  supérieur.  C'est  cette  méthode  que  je  vais 
exposer  ici  sur  l'équation  (F), 

19.  Démonstration  de  la  non^existence  des  singularités 
transcendantes  de  V équation  (F). 

Soit  ^  (a:)  une  intégrale  particulière  de  (F),  définie  par  les 
valeurs  initiales  (finies)  x©,  yo,  y^  de  x,  y^  y' .  La  fonction  y  (x) 


X 
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est  holomorphe,  et,  a  fortiori^  méromorphe  dans  le  voisinage 
de  ^To.  Soit  r  le  plus  grand  cercle  de  centre  x^  oùy  (x)  reste  mé- 
romorphe. Si  r  embrasse  tout  le  plan,  le  théorème  est  démontré. 
Sinon,  il  existe  sur  la  circonférence  de  F  au  moins  un  point  sin- 
gulier non  algébrique,  a:  =  a,  de  la  fonction  y(:c).  Je  vais  mon- 
trer que  cette  hypothèse  est  absurde. 

Faisons  tendre  x  vers  le  point  a  sur  le  rayon  x^a  ou  /,  et  soit 
M(j:)  le  module  maximum  des  deux  quantités  ^(^),  y'(a?).  Si 
M(x)  ne  tend  pas  vers  l'infini  quand  x  tend  vers  a  sur  /,  il  est 
clair  que  y{x)  est  holomorphe  pour  a:=a.  En  effet,  il  existe 
alors  sur  le  rayon  /  des  points  Xx ,  aussi  voisins  de  a  qu^on  veut, 
pour  lesquels  y  et  y'  prennent  des  valeurs  ^i,  y ,  de  module  infé- 
rieur à  une  certaine  quantité  numérique  A.  Diaprés  le  théorème 
fondamental  de  Cauchy,  l'intégrale  j^  (a:)  de  (F)  définie  parles 
conditions  initiales. 

^ii    yu    y\y  avec        lari  — a|<A,     |^i|<A,     l/jKA, 

est  holomorphe  dans  un  cercle  de  centre  x^  et  de  rayon  supérieur 
à  une  certaine  quantité  positive  B;  par  suite,  cette  intégrale  est 
holomorphe  pour  x=  a.  Il  faut  donc  admettre  que  M  (a:)  tend 
vers  l'infini  quand  x  tend  vers  a  sur  /. 

On  connaît  une  infinité  d'intégrales  de  (F)  pour  lesquelles  M(a:) 

tend  vers  l'infini  avec  — —-  :  ce  sont  les  intégrales  qui  admettent 

x  =  a  comme  pôles;  pour  ces  intégrales,  l'expression  ii  définie 
par  l'égalité  (27), 

\o\x  l'on  donne  à  y^  un  signe  convenablej,  tend  vers  une  valeur  ar- 
bitraire finie  7  A.  Inversement,  supposons  qu'une  intégrale  y(x) 
satisfasse  à  la  condition  suivante  :  il  existe  (sur  le  rayon  /)  des 
ipoinis  Xi  ^  aussi  voisins  de  aquonveutf  tels  que  \y{xx)  |  dépasse 

toute  limite  donnée  et  que  (pour  un  signe  convenable  de  y'^J 
\u{Xi)\  reste  inférieur  à  une  certaine  quantité  A.  Je  dis  que 
cette  intégrale  y  {x)  est  méromorphe  pour  a:  =  a. 

Posons,  en  effet,  comme  plus  haut,  y=  --.  Une  des  exprès- 
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sions 

garde,  pour  x=^Xx^  un  module  inférieur  à  A,  Soit  la  première. 
EflTectuons  la  transformation  (27) 

I  ,  i        xz       z^ 

-^  Z'  '^  ^3  2  '2 

L'intégrale  z{x)^  u{x)  du  système  (28),  définie  par  les  condi- 
tions initiales 

Xu     zi,     a,,         avec         |xi— al<A,     |>5,  |<A,     |  Mj  |<  A, 

est  holomorphe  dans  un  cercle  de  centre  de  Xt  et  de  rayon  supé- 
rieur à  une  quantité  numérique  13;  elle  est  donc  holomorphe 
pour  X  =  a.  Par  suite, y{^)  est  méromorphe  pour  x  =  a. 

Cette  remarque  va  nous  servir  à  démontrer  que  :r  =  a  ne  peut 
être  un  point  transcendant  de  l'intégrale  considérée  y  (:c). 

20.  L'expression  Uy  introduite  plus  haut,  jouit  de  la  propriété 
que,  si  l'on  remplace  y  et  y'  par  le  développement  polaire  d'une 
intégrale,  une  des  deux  valeurs  de  u  reste  finie  et  prend  au  pôle 
une  valeur  arbitraire.  Il  est  facile  de  former  une  infinité  d'expres- 
sions 

(3o)  U  =p(a:,j^,y) 

qui  jouissent  de  cette  propriété,  et  de  les  choisir,  notamment, 
rationnelles  en  Xn  y^  y^-  Le  procédé  le  plus  simple  consiste  à 
multiplier  les  deux  égalités 

,1  \\  X  u~\ 

,      ï        i  r       X       u  ] 

•^        o.y      -^     l         'ly-^       y^\ 


il  vient 
Posons 


y  *  -  4 7^  - -2  ^7  +  y  +  4  "  4- y  [ .  .  .  ] 


U  =^y^—^y^  —  ixy-¥  y; 


quand,  dans  U,  on  remplace  j^  par  un  développement  polaire  (25), 
XXVIII.  i5 
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U(a:)  est  (dans  le  voisinage  du  pôle  a:  =  Xq)  delà  forme 

U(ar)=  —  a8AH-(ar—a?„  )«[...]. 

Pour  éviter  (ce  qui  nous  sera  utile  plus  loin)  que  l]'{xo)  ne  soit 
nul,  il  suffit  de  remplacer  U  par  v  =  l]  +  x;  soit  donc 


(3i) 


v=y*  —  iy^-  -xxy-^  y  -^-^î 


dans  le  voisinage  d'un  pôle  x  =  j^o  dey  (^),  on  a 

v{x)  =  — 28A-hâ:o-f-(a:— a7o)*[..  .]  =~4w(j?)H-^H [•••]» 

u{x)  désigne  celle  des  deux  valeurs  de  u  qui  reste  finie  au  pôle 
x^=x^  dey(x). 

Donnons  à  i^  et  à  x  des  valeurs  finies,  à  y  une  valeur  très 
grande,  et  soit  y^  une  quelconque  des  deux  racines  de  l'équa- 
tion (3i);  une  des  deux  valeurs  de  l'expression  u  qui  correspondent 
à  ces  valeurs  de  x^  y,  y  est  de  la  forme 

X  —  V  I    r         1 

«=--  +  -[...], 

et  est,  par  conséquent,  finie  (*). 

Considérons,  d'après  cela,  une  intégrale  y  (x)  de  (F),  et  sup- 
posons qu'il  existe  (sur  le  rayon  /)  des  points  x^^  tendant  vers  a, 

(')  Remarquoos  que  le  succès  de  la  méthode  tient  essentiellement  à  ce  fait  que 
V  est  du  second  degré  en  y.  Si  l'on  résout  l'équation  (3i)  par  rapport  ky\  on 
trouve  [pour  Xy  v  finis  et  |>^  |  très  grand] 


ar         L 


'>y 


ky' 


....]. 


d'où  (pour  une  des  deux  valeurs  de  u), 


X  —  V         \   , 

"=—7 »--•••• 

4         y 

Substituons,  au  contraire,  à  s?  une  expression  U  =  ^{x^  y^y'^  rationnelle  en 
or,  y^  y'f  mais  de  degré  y  >  a  en  y'j  et  qui  prenne,  en  un  pôle  j:,,  une  valeur 
arbitraire.  Pour  a?, y,  U  donnés  (a?,  U  finis,  y  très  grand  ),  Fégalité  U  =  p  définit 
j  valeurs  de  y\  dont  deux  au  moins  laissent  finie  une  valeur  de  u;  mais,  pour 
chacune  des  (y'^a)  autres  valeurs  de  y\  les  deux  valeurs  de  u  peuvent  être 
très  grandes.  Si  donc,  pour  des  valeurs  a;,  qui  tendent  vers  a,  i>^(x)|  crott  in- 
définiment, tandis  que  V{x)  reste  fini,  on  n'en  saurait  conclure  que  y{x)  est 
méromorphe  pour  x  =  a. 
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tels  que  \y(Xi)  \  puisse  dépasser  toute  limite,  tandis  que  ^{^t) 
reste  fini  [soit  |  (^(^i)  |  <[  A];  cette  intégrale  est  méromorphe 
pour  X  =  ay  car  une  des  deux  valeurs  de  u{xi)  reste  finie. 

21.  Nous  introduirons  ici  une  restriction  que  nous  lèverons 
dans  un  instant.  Nous  admettrons  que  l'intégrale  considérée  y  (x) 
(pour  laquelle  x  =  aesi  un  point  transcendant)  conserve  sur  le 
rayon  /un  module  supérieur  ou  égal  à  une  certaine  quantité  p. 

Dans  ces  conditions,  il  est  impossible  que  ('(^)  tende  vers  une 
valeur  finie  quand  x  tend  vers  a  sur  /.  En  effet,  si  {>  et  y  restent 
finis  (en  même  temps  que  \y  \  reste  supérieur  k  p),  j/  reste  éga- 
lement  fini  [d'après  l'égalité  (3i)],  et  l'intégrale  ^(x)  est  holo- 
morphe  pour  a;  =  a.  Si  preste  fini  en  même  temps  que  \y\  dépasse 
toute  limite,  y  (a:),  nous  venons  de  le  voir,  est  méromorphe  pour 
x=^a.  Il  faut  donc  que,  pour  des  valeurs  de  x  qui  tendent  vers  <ar, 
le  module  de  v(x)  croisse  indéfiniment. 

Nous  allons  en  déduire  que,  pour  d'autres  valeurs  Xt  de  x,  voi- 
sines de  a,  le  module  de  i'(^)  est  très  petit  et,  par  suite,  en  vertu 
de  la  remarque  finale  du  n**  20,  que  y{x)  est  méromorphe  pour 
x  =  a. 

Considérons  pour  cela  l'expression 

y"  y'i 

i    vix)  v' 

(32)       {  '  yt^^yZ^i.xy-^<--^x 


yiyy'^  —  4j^*—  '^^y^  -^y'  -+-  ^y) 

11  faut  que  celte  expression  iv[x)  croisse  (en  module)  indéfi- 
niment   pour   des    points    x^    de    /  voisins    de  a  :   autrement, 

/      IV  dx 

t;  =  i^Q  c  •^»  resterait  fini  quand  x  décrit  le  rayon  /.  De  plus,  la 
valeur  de^(^)en  ces  points  x^  dépasse  toute  limite;  car  si  |jk(^i)| 
reste  fini  (mais  supérieur  à  p),y'(^0  est  très  grand,  et  la  valeur 

wlXi)  se  réduit  sensiblement  à  la  valeur  finie r-^ — -• 

D'autre  part,  si,  entre  les  expressions  v^x^y^y*)  et  (v(x,^,^'), 
on  élimine  jk',  les  deux  valeurs  de  (v(x,  y^  r)  sont  (pour  y  très 
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grand)  de  la  forme 

Si  donc,  pour  Xi  voisin  de  a  (sur/),  y{x)  est  très  grand  ainsi 
que  (v(x),  la  fonction  i^'(^)  est  Irts  petite,  et  l'intégrale  j'(x) 
est  méromorphe  pour  x  =  a. 

Il  est  donc  impossible  que  x^=a  soit  un  point  transcendant 
de  l^ intégrale  considérée  y  {x).  c.  q.  f.   i». 

22.  Nous  avons  toutefois  introduit  au  numéro  précédent  une 
restriction  :  nous  avons  admis  que  |7(^)|  restait  supérieur  à  une 
quantité  positive  p  quand  x  tendait  vers  a  sur  /.  11  importe  de  lever 
cette  restriction. 

Je  remarque  d'abord  que,  sans  modifier  en  rien  la  méthode 
précédente,  il  est  loisible,  dans  l'expression  i',  de  remplacer  le 

terme  ~  par ^>  g  désignant  une  constante.  La  démonstration 

n'est  donc  en  défaut  que  si,  sur  /,  la   fonction  J>'(^)  s'approche 
autant  qu'on  le  veut  de  toute  valeur  g  donnée  à  l'avance. 

Cette  remarque  permet  d'écarter  immédiatement  le  cas  où 
y(a:)  tendrait  constamment  vers  zéro  quand  x  tend  vers  a 
sur  /.  On  pourra  donc  toujours  choisir  la  quantité  positive  p  de 
façon  que,  pour  des  points  de  /  (aussi  voisins  de  a  qu'on  veut), 
|j'(a:)|  soit  supérieur  à  p;  pour  d'autres  points  x^=x^  de  / 
(aussi  voisins  de  a  qu'on  veut),  |jK(^)i  sera  inférieur  à  p.  Telle 
est  l'hypothèse  où  nous  nous  plaçons. 

Il  est  évident  que  rien  n'est  changé  dans  le  raisonnement  des 
n"*  21,  22,  si  Ton  substitue  au  rajon  /  un  autre  chemin  7.  de  lon- 
gueur Jinie  ('),  aboutissant  au  point  «,  et  le  long  duquel  ^'(x) 
est  méromorphe  [l'extrémité  a  étant  supposée  un  point  trans- 
cendant de  la  branche  de  fonction  jk(^)]- 


(')  Il  est  esscnliel  de  supposer  X  de  longueur  finie;  autrement  la  partie  réelle 
de 


pourrait  croître  indéfiniment,  lors  môme  que  \w\  resterait  inférieure  un  nombre 
donné. 
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Ceci  post^,  je  marque  sur  le  rayon  /  la  suite  indéfinie  de  seg- 
ments :r,T2,  ^3^i;  . .  .  sur  lesquels  |y(^)l  esL  moindre  que  p  : 
j'appelle  Ci2,  c^sy  •  •  •  leurs  longueurs.  Je  vais  montrer  qu'on  peut 
remplacer  chaque  segment  XiX2  par  un  chemin  de  longueur  com- 
parable à  C|2,  sur  lequel  |y(^)|  est  égal  à  p,  et  tel  qu'entre  ce 
chemin  et  le  segment  x^  Xo^  la  fonction  y{^)  soit  liolomorplie. 

A  cet  effet,  je  prends  x  comme  fonction,  y  comme  variable; 
l'équation  (F)  devient 

Soit  ^(y)  l'inlégrale  de  (33)  définie  par  les  conditions  ini- 
tiales :  ^'(^^o)  =  -^Oî  ^'(yo)  =  «^o-  l^o"ï*  -^0  ^^  ^j  l'intégrale  se  ré- 
duit à  a:  :=  Xot  x'^^  o.  Si  y,  j'oi  ^o>  ^'o  satisfont  aux  inégalités 

(34)  !7l5p,         Irol^p,         i^To-al^p,         l^'ol^^ 

(t  désignant  une  quantité  positive  suffisamment  petite),  on  peut 
écrire,  en  vertu  des  théorèmes  bien  connus  de  M,  Poincaré, 

E  représente  une  fonction  holomorphe  de  y,  Xq,  y^^  x'^  dans  le 
domaine  (34),  et  'f\  une  quantité  choisie  à  l'avance  aussi  petite 
qu'on  veut  :  il  nous  suffit  ici  de  prendre  y^  inférieur  à  ^  par 
exemple. 

Soit  maintenant  C  le  chemin  que  décrit  jK  quand  x  varie  (sur  /) 
de Xsk  X2]  le  chemin  G  ne  sort  pas  du  cercle  y  décrit  dans  le  plan 
des  y,  de  l'origine  comme  centre,  avec  un  rajon  égal  à  0;  les 
deux  extrémités^',,  j'2  de  X  sont  sur  la  circonférence  de  y.  Appe- 
lons s  l'arc  de  C  compté  à  partir  dey,,  et  S  la  longueur  totale 
de  C.  Appelons  enfin  a  l'angle  que  fait  le  rayon  /  avec  l'axe  réel 
du  plan  des  a:,  et  posons  x  =  a -4- /'(cosa  +  / sina)  ;  la  quantité 

■^  OU  ^  (j>')-T-est  égale  a  e'^'  .-•   Remarquons  de  plus  que  si  le 
point  x,  est  pris  suffisamment  voisin  de  «,  y' [x^),  y'  (^3),   ... 
sont  très  grands  et  leur  module  dépasse  -• 
L'égalité 
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nous  montre  que 


'f,,-.    /     \a''(y)-  ds=  \x\\    f  [i-^zi(s)]ds,         le,  |<r,  <i, 
d'on 

D'autre  part,  faisons  décrire  à  ^  le  plus  petit  arc  de  la  circon- 
férence Y  compris  entre  j^i  et  y2  ;  et  soient  a  la  longueur  de  cet  arc, 
L  le  chemin  correspondant  décrit  par  x^  chemin  qui  part  de  Xi 
pour  aboutir  en  œ^-  On  a 

f     [î-hs,((T;)]rfff<  |a7'i  I  — ,  teî|<TQ<7- 

0  1  "À 

Comme  S  est  au  moins  égal  à  la  corde  qui  joint  les  points  y^J  yaj 
Tare  (j  est  au  plus  égal  à  —S;  d'où 

arc LS\sc\\  -y-SS  —  C|j. 
4  2 

Enfin,  comme  a:'(jK)  est  holomorphe  et  différent  de  zéro  dans 
le  cercle  et  sur  la  circonférence  y,  la  fonction  y{x)  est  holo- 
morphe entre  L  et  le  segment  x^X2  '-  autrement  dit,  on  peut  dé- 
former L  d'une  façon  continue  (les  extrémités  ^i,  x^  ne  variant 
pas)  et  le  réduire  au  segment  x^x^^  sans  rencontrer  de  points  sin- 
guliers dey{x). 

Remplaçons  donc  chaque  segment  XiX2,  x^x^,  ...  par  le 
chemin  L  correspondant.  Nous  formons  ainsi  un  chemin  X,  com- 
posé d'arcs  analytiques  réguliers  dont  le  nombre  croît  indéfini- 
ment mais  dont  la  longueur  totale  est  inférieure  â — ^/  (si  /dé- 
signe la  longueur  du  rayon  /).  Le  long  de  X,  la  fonction  y{x)  est 
méromorphc,  son  module  est  au  moins  égal  à  p  et  elle  doit  ad- 
mettre l'extrémité  a  de  X  comme  point  singulier  transcendant.  Le 
raisonnement  des  n"'  20  et  21  montre  dès  lors  que  cette  hypo- 
thèse est  absurde. 

23.  Propriétés  de  la  transcendante  méromorphe  y{x)  dé- 
finie par  Véquation  (F).  —  Chaque  intégrale  j'(j;)  de  l'équa- 
tion (F)  est  donc  une  fonction  méromorphe  dans  tout  le  plan. 
Elle  n'admet  comme  pôles  que  des  pôles  doubles,  cl  dans  le  voisi- 
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nage  d'un  de  ces  pôles  y (x)  est  de  la  forme 

On  sait  qu'une  fouclion  méromorphe  peut  toujours  (et  d'une 
infinité  de  manières)  être  représentée  par  le  quotient  de  deux 
fonctions  entières.  Mais  ce  qu'il  importe  de  démontrer  c'est 
qu'on  peut  choisir  ici  ces  fonctions  entières  de  manière  qu'elles 
soient  définies  par  une  équation  différentielle  très  simple  du 
troisième  ordre. 

Tout  d'abord,  si  l'on  pose 

==  —  fy{x)dx,       i;  =  eH'^d^, 
on  a 

et  Ç  vérifie  une  équation  différentielle  du  quatrième  ordre  qu'on 

peut  écrire  ainsi 

r 

Mais  la  dernière  équation,  multipliée  par  V'?  s'intègre  immé- 
diatement et  donne 

— h  a  30  '  H-  xr* —  T  =  consl. 

La  fonction  y  (x^  se  laisse  donc  définir  par  r  égalité 

oii  ^  est  une  fonction  entière  qui  vérifie  le  système  du  troisième 
ordre 

(35)  |=T.,  ]Ç-H2r/3H.xV-r,  =o. 

On  serait  arrivé  au  même  résultat  par  un  procédé  systématique 
qui  a  une  portée  générale.  Le  procédé  consiste,  dans  ce  cas  parti- 
culier, à  substituer  à  y{x)  une  combinaison  P(^,  y,  y)  qui 
n'ait  que  des  pôles  simples  de  résidu  égal  à  i.  Prenons  pour  P 
un  polynôme  et  remplaçons-j  y{x)  et  y{x)  par  un  développe- 
ment (  25)  et  le  développement  dérivé.  Pour  que  les  termes  de  plus 

haut  degré  en ^  se  détruisent,  il  faut  que  P  soit  au  moins  du 
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deuxième  degré  en  y  et  du  troisième  en  y.  Considérons  donc 
l'expression 

et  cherchons  à  disposer  de  a,  . . . ,  /  de  manière  que  x  =3Cq^  au 
lieu  d'être  un  pôle  du  sixième  ordre  de  cette  expression,  soit  pôle 
seulement  du  premier  ordre  et  ait  comme  résidu  l'unité.  Les  six 
équations  linéaires  et  non  homogènes  en  a,  6,  •  •  - ,  /  qu'on  ob- 
tient ainsi  conduisent  immédiatement  à  l'expression 

T,  — 7.}'^ — Ty\         d'où  l'on  déduit  :         r/  =  — y\ 

la  fonction  ÎJ  =  e^n*'-^  est  une  fonction  entière. 

24.  De  V  intégrale  y  {x)  considérée  comme  fonction  des  con- 
stantes. —  Quand  une  équation 

(36)  '  y^My^y.^) 

(où  R  est  rationnel  en  y',  y^  x)  a  ses  points  critiques  fixes,  Finlé- 
gralc  y{x)^  définie  par  les  conditions  initiales  Xo,  yo,  y^y  est  une 
fonction  uniforme  des  deux  constantes  arbitraires  y^^  y'^^y  (^Tq  a 
reçu  une  valeur  numérique);  mais  trois  cas  peuvent  se  présenter ('): 

Premier  cas,  — y{^)  est  une  fonction  rationnelle  de  j'o,  j'o- 
Dans  ce  cas,  ou  bien  l'intégrale  s'exprime  algébriquement  en 
fonction  de  :r  et  de  5,  z' y  z" ^  la  fonction  z(x)  représentant  l'in- 
tégrale d'une  équation  linéaire  et  homogène  du  troisième  ordre, 
à  coefficients  algébriques;  ou  bien  l'équation  admet  une  inté- 
grale première 

(37)  U{x,y,y')=:const. 

où  II  est  une  fonction  rationnelle  do  y\  y,  dont  les  coefficients 
s'expriment  algébriquement  en  x  et  u  (ii  désignant  Tintégrale 
d'une  équation  de  Riccati  à  coefficients  algébriques)  (2). 

Deuxième  cas.  — yi-^)  est  une  fonction  transcendante  de  joj/o' 
mais  on  peut  substituer  à  j^o?  y'o  d'autres  constantes  telles  qu'une 
(et    une    soûle)    d'entre    elles    figure    algébriquement  dans  /. 


(')   Voir,  par  exemple,  mes  Leçons  de  Stockholm,  p.  /^65-/|66. 
(-)  Lac.  cit.,  p.  36o-3.Sî. 
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On  dit  alors  que  y  (x)  est  une  fonction  semi- transcendante 
des  deux  constantes.  L'équation  admet  alors  une  intégrale  pre- 
mière (37)  (*). 

Troisième  cas,  — y{x)  ^st  une  fonction  transcendante  des 
deux  constantes,  de  quelque  façon  qu'on  les  choisisse.  On  dit 
alors  que  l'intégrale  est  une  fonction  essentiellement  transcen^ 
dante  dbs  deux  constantes. 

25.  Nous  allons  voir  que  l'intégrale  y{x)  de  l'équation  (F) 
rentre  dans  ce  dernier  cas. 

Tout  d'abord,  l'intégrale  y{x)  de  (24)  ne  peut  renfermer  ration- 
nellement les  deux  constantes.  Autrement,  il  en  serait  de  même 
pour  l'intégrale  de  Téquation 

(38)  y  =  6j»-Ha-x, 

qui  se  déduit  de  (24)  en  changeant  x  en  ax  et  y  en  ^;  la  chose 

ajant  lieu  pour  a  quelconque,  aurait  lieu  pour  a  =  o,  résultat 
absurde,  puisque  l'intégrale  y=zp{^x-\-k^  o,  li)  de  l'équation 
^'=  Qy^  est  une  fonction  semi- transcendante  des  constantes. 
Admettons  maintenant  que  l'intégrale  y{x)  de  (24)  soit  une 
fonction  semi-transcendante  des  constantes.  Il  existe  alors  une 
intégrale  première  de  la  forme  (3n),  et,  par  suite,  des  équations 
intégrales 

(39)  ^'{y\y,  a:)  =  o, 

oà  P  est  un  polynôme  en  y',  y.  Je  vais  montrer  que  cela  est  im- 
possible. 

L'équation  du  premier  ordre  (89)  ayant  son  intégrale  uniforme, 
le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  y,  soit  y'"*,  est  indé- 
pendant Ae  y  et  peut  être  supposé  égal  à  l'unité.  Le  polynôme  P 
est  de  la  forme 

Qa/  désignant  un  polynôme  en  y  de  degré  li  au  plus. 

Si,  dans  P,  on  remplace  y  par*^?  y'  par  ^y  x  par  ^o  -4-  ^x^  le 


(')  Leçons  de  Stockholm,  p.  V>*>-1^^ 
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polynôme  P  prend  la  forme 

Po  est  une  fonction  homogène  de  y",  ^*,  et  Tégalité  P©  =  o  est 
une  équation  intégrale  de  l'équation  (38)  où  a  est  nul.  Il  suit  de 
là  aussitôt  que  Pq  est  nécessairement  de  la  forme 

pQ—  Xcy*—  ây^y        (X  facteur  constant). 

Cela  exige  que  A'  =  3m  =  6j  :  autrement,  dans  P©,  le  coeffi- 
cient de  la  plus  haute  puissance  de  y  serait  un  polynôme  en  y 

dont  le  degré  serait  égal  à  -^^^^ •  Le  polynôme  Qim  en  y  est, 

par  suite,  de  degré 

Mais  on  peut  aller  plus  loin  :  Tintégrale  de  Téquation  (Sg) 
admet  des  pôles  mobiles  a:  =  Xo]  dans  le  voisinage  d'un  de  ces 
pôles,  j^(j;)  vérifie  [vo/rn°  17,  éq.  (26)]  une  relation  de  la  forme 

.      .      y=iy^-\ — ~ ^~-~-\-,,,        (Al  valeur  numérique). 


^y1 


7'i 


Toute  racine  de  l'équation  (Sg)  en  y  doit  donc  (dans  le  do- 
maine de  y=zco)  être  représentée  par  un  développement  (4^); 
ceci  revient  à  dire  qu'on  a  identiquement 

/  v'îy-l 

*^  y 

identité  impossible  puisque,  dans  le  dernier  membre,  le  terme 
fractionnaire n'est  détruit  par  aucun  autre. 

L'intégrale  y{x)  de  (F)  renferme  donc  les  deux  constantes 
sous  forme  transcendante  de  quelque  façon  qu'on  les  choisisse. 

C.  Q.   F.  D. 

26.  De  l'irréductibilité  de  l'équation  (F).  —  Le  résultat 
que  nous  venons  d'obtenir  entraîne  d'importantes  conséquences 
relatives  à  r irréductibilité  de  Téqualion  (F). 
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Je  rappelle  d'abord  la  définition  précise  de  rirréduclibilité 
d'une  équation  do  second  ordre  (  ^  )  telle  qu'il  convient  de  l'intro- 
duire quand  on  étudie  les  équations  ditiërentielles  comme  sources 
de  transcendantes  nouvelles. 

Définissons  d'abord  les  transcendantes  du  premier  ordre  :  toute 
fonction  d'une  ou  de  plusieurs  variables  qui  vérifie  un  système 
diflférentiel  algébrique  dont  l'intégrale  générale  ne  dépend  que 
d'une  constante  est  une  transcendante  du  premier  ordre.  Plus 
généralement,  considérons  un  système  différentiel  du  premier 
ordre  algébrique  par  rapport  aux  fonctions  et  à  leurs  dérivées, 
mais  dont  les  coefficients  (fonctions  des  variables  indépendantes) 
sont  des  transcendantes  du  premier  ordre  :  les  fonctions  engen- 
drées par  un  tel  système  seront  dites  encore  du  premier  ordre, 
et  ainsi  de  suite  (^).  Les  fonctions  ainsi  définies  comprennent  les 
fonctions  qu'on  obtient  en  remplaçant,  dans  une  transcendante 
du  premier  ordre,  les  variables  par  d'autres  transcendantes  du 
premier  ordre. 

Introduisons  maintenant  les  transcendantes  classiques.  Soit  S 
un  système  différentiel  dont  Tinlégrale  générale  ne  dépend  que 
d'un  nombre  fini  de  constantes  :  ce  système  sera  dit  classique  s'il 
est  linéaire  ou  abélien  (').  Tout  système  (S)  dont  l'intégrale 
générale  renferme  ai ffébriqueme ni  ses  constantes '(convenable- 
ment choisies),  est  réductible  algébriquement  {*)  à  un  tel  sys- 
tème, et  sera,  par  suite,  regardé  comme  classique.  D'après  cette 
définition,  tout  système  classique  renferme  algébriquement  les 
fonctions  et  leurs  dérivées  :  si  les  variables  figurent  aussi  algébri- 
quement, les  transcendantes  engendrées  par  S  seront  dites  trans- 
cendantes classiques»  Si  les  coefficients   de  (S)  ne  sont  plus 

(')  Voir  mes  Leçons  de  Stockholm,  p.  4^7-501. 

(^)  C'est  à  un  point  de  vue  analogue  que  se  sont  placés  M.  Picard  et  M.  Vos- 
siot  dans  leur  étude  de  la  réductibilité  des  équations  différentielles  linéaires,  par 
exemple  dans  la  recherche  des  cas  où  Téqualion  s'intégre  par  quadratures. 

(')  Un  système  est  dit  abélien  si  son  intégrale  générale  est  représentée  par  des 
fonctions  abéliennes  de  paramétres  u,  ç>,  ...,  lesquels  sont  donnés  en  fonction 

de  chaque  variable  a?  par  une  quadrature  :  u{x)  —  j  h{x)dx  -h  const. 

(*)  Par  le  mot  algébriquement  j'entends  que  les  fonctions  définies  par  (S) 
s'expriment  algébriquement  à  Taide  des  coefficients  de  (S),  de  leurs  dérivées,  cl 
des  intégrales  d'un  système  linéaire  ou  abélien;  les  coefficients  de  ce  dernier 
système  sont  alp;cbriques  par  rapport  aux  coefficients  de  (S)  et  à  leurs  dérivées. 
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algébriques,  mais  sont  des  iranscendanlcs  classiques,  les  nou- 
velles iranscendaiilcs  ainsi  engendrées  seront  dites  encore  ctas- 
siques,  elc. 

D'après  celle  définition,  les  combinaisons  de  fonctions  clas- 
siques (j'entends  les  fonctions  obtenues  en  remplaçant  dans  une 
transcendante  abélienne,  par  exemple,  les  arguments  par  des 
fonctions  abéliennes  de  nouveaux  arguments,  etc.)  sont  encore 
des  fonctions  classiques. 

Plus  généralement,  appelons  r/Y//i5ce/irfa/ï/C5T<  toute  transcen- 
dante classique  ou  du  premier  ordre,  transcendantes  ï|^,  toute 
transcendante  engendrée,  soit  par  un  système  classique,  soit  par 
un  système  différentiel  du  premier  ordre,  algébrique  par  rapport 
aux  fonctions  et  à  leurs  dérivées,  mais  dont  les  coefficients  sont 
des  fonctions  T/;  soit  enfin  T  Tensemble  de  toutes  les  transcen- 
dantes ainsi  obtenues. 

J'ai  établi  {loc.  cit.)  ce  théorème  : 

Si  une  équation  différentielle  algébrique  du  second  ordre 
a  ses  points  critiques  fixes,  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  son  intégrale  générale  y  {oc)  soit  distincte  des 
transcendantes  (T),  cest  que  y{x)  soit  une  fonction  essen- 
tiellement transcendante  des  relx  constantes. 

L'intégrale  générale  y  (jr)  de  l'équation  (F)  est  donc  une  trans- 
cendante irréductible  aux  transcendantes  classiques,  aux  transcen- 
dantes du  premier  ordre,  cl  à  leurs  combinaisons.  C'est  une 
fonction  méromorphe  (du  second  ordre)  essentiellement  nou- 
velle, 

27.  On  pourrait  penser  que  certaines  intégrales  particulières 
de  l'équation  (F)  sont  algébriques  ou  réductibles  à  des  transcen- 
dantes connues.  Il  n'en  est  rien. 

Tout  d'abord,  si  une  intégrale  y  (oo)  est  algébrique,  elle  est  ra- 
tionnelle et  peut  se  développer,  dans  le  domaine  de  x  =  oo,  sous 
la  forme 

y  =  (lix^  -T-  «/-i  .r'    i  H-  ^//_2  .r' -2  -h  .  .  . ,         (  /  >  o  ou   <  o  ou   =  o). 

Si  e  est  négatif  ou  nul,  j'"  «U'  '^^"^  ^'"'^  pour  x  très  grand,  et 
l'égalité  (F)  ne  saurait  être  vérifiée.  Si   i  (»st  égal  ou  suj)érieur 
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à  I,  le  lerme  en  x-^  qu'introduit  y-  clans  Tcquation  (F)  ne  peut 
être  détruit  par  aucun  autre,  l'oiite  intégrale  y{x)  de  (F)  est 
donc  transcendante. 

Admettons  maintenant  qu'une  intégrale  y{x)  de  (24)  vérifie 
une  équation  différentielle  algébrique,  soit  (/),  qui  ne  soit  pas 
conséquence  de  (F).  Les  solutions  y{x)  communes  à  (F)  et 
à  (/)  ne  peuvent  dépendre  que  d'une  constante  (et  dépendent 
effectivement  d'une  constante,  puisque  autrement  ces  solutions 
seraient  algébriques).  Il  est  donc  possible,  à  l'aide  d'éliminations 
algébriques,  de  remplacer  (/)  par  une  équation  algébrique  du  pre- 
mier ordre,  soit 

où  P  est  un  polj^nome.  Cette  équation  doit  être  une  équation  in- 
tégrale de  (F)  :  or  nous  savons  (n®  25)  que  la  chose  est  impos- 
sible. 

Toute  intégrale  particulière  y{x)  de  (24)  est  donc  une 
transcendante  nouvelle. 

28.  Remarque  sur  la  définition  de  r irréductibilité,  —  La 
définition  précise  que  nous  avons  donnée  plus  haut  de  l'irréducti- 
bilité d'une  équation  différentielle  s'impose  dans  les  questions 
qui  nous  occupent,  où  les  variables  qui  doivent  jouer  le  rôle  de 
fonctions  sont  indiquées  ainsi  que  celles  qui  doivent  être  prises 
comme  variables  indépendantes. 

Dans  les  problèmes  où  toutes  les  variables  jouent  un  rôle  symé- 
trique, on  peut  adopter  une  définition  de  la  réductibilité  plus 
générale  que  la  précédente. 

Un  exemple  le  fera  nettement  comprendre  :  Si  l'on  étend  au 
troisième  ordre  la  définition  que  nous  avons  adoptée  pour  le 
deuxième  ordre,  on  arrive  à  cette  conclusion  que  les  transcen- 
dantes fuchsiennes  y{x)  sont  des  transcendantes  vraiment  nou- 
velles, j'entends  irréductibles  aux  transcendantes  du  premier 
ordre  et  classiques.  Néanmoins,  si  l'on  prend  x  comme  fonction 
et  y  comme  variable,  l'équation  différentielle  qui  définit  une 
fonction  fuchsienne  équivaut  à  une  équation  de  Riccati  ;  mais, 
pour  opérer  cette  réduction,  il  a  fallu  permuter  les  rôles  de  la 
fonction  et  de  la  variable.  La  différence  qui  sépare  l'étude  de  la 
fonction  fuchsienne  et  celle  de  l'équation  de  Riccati  correspon- 
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dante esl  de  même  nalure  que  celle  qui  sépare  les  travaux  d*Abel 
et  de  Jacobl  sur  Tintëgrale  elliptique  et  ceux  de  Legendre. 

Parmi  toutes  les  définitions  qu'on  a  proposées  de  la  réduclibi- 
lité  de  rintégrale  générale  d'une  équation  différentielle,  la  plus 
large  et  la  plus  rationnelle  à  la  fois  me  semble  être  celle  de 
M.  Drach  (*),  que  je  rappelle  brièvement  en  me  limitant  à  une 
équatioA  du  deuxième  ordre 

(E)  %=.,         -g  =  R(x,y..), 

OÙ  R  est  rationnel  en  x,y,  z. 

Considérons  le  système  d'équations  aux  dérivées  partielles 

ôx         oy  oz  ox        Oy  ôz 

Supposons  qu'il  existe  au  moins  une  relation  algébrique  entre 
X,  y^  5,  /,,  /21  et  leurs  dérivées  successives  jusqu'à  un  certain 
ordre,  relation  qui,  sans  être  une  conséquence  des  équations  S, 
soit  compatible  (*)  avec  ces  équations  :  dans  ce  cas  (et  dans  ce  cas 
seulement),  l'intégrale  générale  de  l'équation  (E)  est  dite  ré- 
ductible. 

Quand  on  adopte  cette  définition,  toute  équation  (Ë)  dont  on 
connaît  un  multiplicateur,  par  conséquent  toute  équation  où  11 
est  indépendant  de  5,  est  réductible.  En  particulier,  l'équation 
y  =i  6^2  +  X  est  réductible. 

J'ai  insisté  sur  ce  point  pour  éviter  tout  malentendu.  Mais  ce 
qu'il  importe  de  retenir,  c'est  qu'o/i  ne  connaît  aucun  moyen  de 
remplacer  l'équation  (F)  par  une  équation  plus  simple  {ou 
par  une  combinaison  de  telles  équations). 

29.  Des  correspondances  biuni/ormes  définies  par  V inté- 
grale y  {x)  de  V équation  (Y).  —  Soit  j- =  o(^,  j^o,  j^o,  ri) 
l'intégrale  de  l'équation  (F)  définie  par  les  conditions  initiales 
^oiyo)  y'o'  La  fonction  j/'(j:),  étant  méromorphe  dans  tout  le  plan 
des  Xy  est  également  une  fonction  méromorphe  de  Xq,  yo^  y^ 
dans  tout    le  plan  de  chacune  de  ces  variables,    mais   ^o=^> 

(')  Thèse.  Paris,  1898. 

(')  J'entends  par  là  qu'an  système  au  moins  de  deux  fonctions/,,  /,  indépen- 
dantes vcrifîe  à  la  fois  (S)  et  la  relation  considérée. 
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yo  =  00,  ^0=  "^  s^"^  ^^s  singularités  essentielles  de 

Les  égalités 

(40  r  =  <p(ar,  370,  ro,  ri)»     y  =  ?'(^»  ^0,  j^o,  y©)» 

peuvent  aussi  s'écrire 

(42)  ^0  =  <p(^o,  ^,  r,  y  ),      y'o  =  ?'(^o,  ^,  7»  y')' 

Si  nous  donnons  à  x  età  ^o  des  valeurs  numériques,  les  éga- 
lités (4i)  et  (42)  définissent  une  correspondance  biuniforme 
(mais  non  birationnelle)  entre  les  couples  (y,  y)  et  (y 0,^0)- 

Considérons,  d'une  manière  générale,  une  correspondance  bi- 
uniforme entre  deuxplansj^OzetyoO^oî  soit  la  correspondance 

r  =  /(j'o,  -so),        ro  =  /o(r>^)» 

-s  =  ?(yOy   ^0)»  ^0=  ?0(J^,  ^)j 

OÙ  /  et  «p,/o  et  çpo  sont  des  fonctions  méromorphes  des  deux  va- 
riables. J'ai  pu  obtenir,  au  sujet  de  telles  correspondances, 
quelques  résultats  généraux  (*).  J'ai  montré  notamment  qu'elles 
se  divisent  en  deux  classes,  suivant  qu'il  existe  ou  non  une  famille 
de  courbes  algébriques  du  plan  yOz  qui  reste  algébrique  dans  la 
transformation.  Je  conviens  de  dire  que  les  correspondances  de  la 
première  classe  sont  semi-transcendantes,  au  lieu  que  celles  de 
la  seconde  classe  sont  essentiellement  biuniformes  (2). 

(')  Voir  mes  Leçons  de  Stockholm  {p,  /|82-485  et  p.  Soi -609)  et  les  Comptes 
rendus  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris,  avril  1896. 
(^)  La  correspondance  biuniforme 

zz=Zf,e^\       z^=ze~y, 
est  semi «transcendante.  La  combinaison  des  deux  transformations 

conduit  à  la  transformation  essentiellement  biuniforme 

Il  existe  d'ailleurs,  ainsi  que  je  Tai  montré,  des  correspondances  biuniformes 
qui  ne  résultent  pas  de  la  combinaison  de  transformations  semi-transcendantes. 
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La  correspondance  (4 1),  (42)  est  essentiellement  biuniforme. 
En  eflet,  donnons  à  x  et  x^  des  valeurs  arbitraires,  et  admettons 
que  la  correspondance  soit  semi-transcendante. 

J'ai  établi  {loc.  cit.)  qu'il  existe  alors  deux  fonctions  algé- 
briques pix^y)  et  R(j^o»  y'o)  telles  qu'on  ait 

Les  variables  Xj  Xq  figurent  analytiquement  dans  R  cl  p.  Don- 
nons à  Xq  une  valeur  numérique,  laissons  x  arbitraire,  et  consi- 
dérons régalité 

P(  ^,  J'y  y)  =  R(  a:,  ^0,  y'J^u{T,  yo,  ri)- 

Deux  hjpothcses  sont  possibles  :  ou  bien  u{x)  dépend  de  deux 
constantes  distinctes,  et  y  s'exprime  algébriquement  en  u,  u' 
{x  figurant  analytiquement);  puisque  u(x)  renferme  algébrique- 
ment ses  deux  constantes,  il  en  est  de  même  de  y{x).  Ou  bien, 
u(x)  ne  dépend  que  d'une  constante,  soit  C,  et  y{x)  vérifie 
Téqualion 

Cette  équation  ayant  ses  points  critiques  fixes,  y{x)  renferme 
algébriquement  la  deuxième  constante.  Ces  deux  hypothèses  étant 
à  rejeter,  on  voit  que  la  correspondance  (40>  (4'-*)  est  essentielle- 
ment biuniforme. 

30.  Si  nous  développons  y(x)  suivant  les  puissances  de 
(x  —  Xo)y  les  valeurs  successives  de  y  (xo),  ^^ (xq)^  . . .  sont  des 
polynômes  en  ^o?  JKoîJK'o-  O"  ^  donc 

r=7o^yo{^^)'^{eyî-^:r,)[^^y^... 

P„  désignant  un  polynôme  en  x,  Xq,  y^^  r'^. 
La  fonction  [voir  n"  23] 


—  1V^—  : 


y  / 

2^3  —  xy  =  =^?-  —  2jj  —  xoyo  —   /    y{3r)dx, 

se  laisse  développer  de  la  même  manière,  et,  par  suite,  la  fonction 


Ç=îoe 
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La  fonction  entière  s(^)  est  donc  représenlablc  par  une  série 
de  polynômes  en  x^  Xq,  jKo>  y'o 

(43)  Ç(^)  =  2:Qn(jr,  :ro,j^o,ri)» 

cette  série  converge  dans  tout  le  plan  de  chaque  variable  x^  x^^ 
y^^y'^i  et  ses  termes  Q„  se  calculent  à  Taide  de  dérivations  suc- 
cessives. 

Les  fonctions  y,  y*  de  x^  J^oj  J'c^o  ^®  laissent,  par  suite,  mettre 
sous  la  forme  de  quotients  de  développements  tels  que  (4*^))  soit 

II  n'existe  d'ailleurs  aucun  système  de  valeurs  Xj  Xq^  y^^  y'^ 
donnant  à  v  et  r'  la  forme  -•  C'est  ce  qui  résulte  aussitôt  des  éga- 
lités 

et  de  cette  remarque  que  toute  intégrale  ^{x)  de  (35)  n'a  que  des 
zéros  simples  [vair  n**  23].  La  correspondance  biuniforme  (40» 
(4^)  ne  possède  donc  (a  distance  finie)  aucun  point-base  dans  le 
champ  des  (yQ,  y ^^)f  mais  les  valeurs  j'o  =  oo,j^o  =  oc  sont  des  sin- 
gularités essentielles  des  fondions  y  (y  q^  y'^)^  y  {y  o,  y'^). 

31.  Au  développement  (43),  on  peut  substituer  un  développe- 
ment plus  convergent  en  considérant  l'équation 

et  en  développant  ^'(j?)  suivant  les  puissances  de  a.  Le  développe- 
ment correspondant  de  ^(x)  est  de  la  forme 

î(a:)  =  Ao(a:,  Xo,  yo,  y'o)  -+-. .  .-h  «> /Vy(a:,  Xq, y^,  X)  -^'  •  m 

les  coefllcients  Ay  désignent  des  fonctions  entières  de  x  qui  se 
déduisent  de  la  fonction  (t(j;,  o,  h)  par  des  intégrations  succes- 
sives; les  Ay  sont  également  des  fonctions  entières  de  ^oi^o^^VÔ- 
On  peut  de  même,  pour  étudier  l'intégrale  r(.^*)  dans  le  voisi- 
nage de  T  =  «,  considérer  Téquation 

y'  =  0)2-:-  a  -h  atr, 

XXVIII.  iG 
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et  développer  Ç(j?)  suivant  les  puissances  de  a.  Ces  développe- 
ments sont  fort  utiles  dans  Tétude  approfondie  de  la  Iranscen-- 
dante3r(ar);  je  me  borne  ici  à  les  signaler. 

32.  Résumé  des  résultats  obtenus  sur  les  équations 

(C)  y'^  b{x)y->r  B(ar)j*-4-  C{x)y  -4-  D(r). 

Les  résultais  auxquels  nous  sommes  parvenus  se  résument  ainsi  : 
Si  une  équation  [C)  (où  6,  B,  C,  D  sont  algébriques  en  x)  a 
ses  points  critiques  fixes,  elle  est  réductible,  par  une  transfor- 
mation 

(44  )  y  =  A(a:)Y  -f.  ^{x),        X  =  o(X), 

à  la  forme 

(e)  y''=z  a^*-i-  pj:-4- Y        (a,  p,  ^  constantes  numériques). 

Ini^ersement,  toute  équation  (e)  a  son  intégrale  générale 
méromorphe  dans  tout  le  plan  des  x. 

On  sait  reconnaître,  a  l'aide  d'un  nombre  fini  d'opérations  algé- 
briques, si  une  équation  donnée  [C)  a  ses  points  critiques  fixes  : 
pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit  qu'une  certaine  condi* 
tion  algébrique  {unique)  entre  ft,  B,  C,  D  et  leurs  dérivées  soit 
remplie.  Les  équations  {C)  qui  répondent  à  cette  coiidiliou  se 
partagent  en  quatre  classes,  dont  la  pi^mière  est  constituée  par 
les  équations  linéaires  [non  homogènes)  du  second  ordre^  et 
dont  les  trois  autres  présentent  le  même  degré  de  généralité  que 
la  première,  et  par  suite  dépendent  aussi  de  t^ois  fonctions  arbi- 
traires de  X. 

Les  équations  de  ces  quatre  classes  sont  réductibles  respecti- 
vement [par  une  transformation  (44)]  à  un  des  quatre  types  : 

Laissons  de  côté  la  première  classe  (équations  linéaires).  L'in- 
tégrale générale  d'une  équation  de  la  seconde  classe  est  de  la 
forme 

(ii^  7^X(j')/7(X,o. /0-+-|i(.r), 
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X  =  e/*<*»««*,        X  =  A(ar  )  X^(a?)  dx, 

[X,  ^  et  y^  étant  algébriques  eu  ^.  Si  l'équation  est  de  la  troisième 
classe,  son  intégrale  est  encore  de  la  forme  (4^)?  mais  A  et  pi  sont 
algébriques  en  x^  et  X  est  donné  par  une  quadrature.  Enfin,  si 
IVquation  est  de  la  quatrième  classe,  elle  est  réductible,  par  une 
transformation  algébrique  (44))  à  Téquation 

(F)  y  =  6j'«-har. 

U intégrale  de  celle  dernière  équation  est  une  transcen- 
dante méromorplie  essentiellement  nouvelle  :  cette  transcen- 
dante se  laisse  mettre  sous  la  forme 


oit   s(^)  ^**^   w'*^  fonction  ekitière    essentiellement    nouvelle 
définie  par  le  système  du  troisième  ordre 

s  '■* 

La  fonction  y{x)  esl,  par  suile,  représcn table  par  le  quotient 
de  deux  fonctions  entières  en  x,  ^oj^o?  J^é'  dont  le  dés^eloppe- 
ment  peut  être  poursuivi  indéfiniment  à  Vaide  de  simples 
dérivations. 

L^eipression  de  y,  y'  ^.^  yo  y'o  ^^^"'1  une  correspondance 
essentiellement  biuniforme  entre  les  couples  de  variables  (^,  y) 

Il  resterait  à  ap|)rof(>ndir  l%Uude  des  transccndanles  nouvelles 
y{x)  et  Ç(^)  au  point  de  vue  du  genre,  de  la  croissance  pour 
X  =  00,  de  la  distribution  des  zéros,  elc. 

Cette  étude,  où  les  travaux  bien  connus  de  M.  Hadamard  et 
de  M.  Borel  doivent  jouer  un  rôle  important,  sera  développée 
dans  la  Monographie  que  je  consacrerai  à  chacun  des  trois  tjpes 
nouveaux  de  transccndanles  méroniorphes  qu'engendrent  les 
équations  (K)  (voir  le  n"  3).  Je  me  borne  ici  à  signaler  celle 
proposition  : 
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«Si  y{x)  est  une  intégrale  particulière  de  (F),  Inéquation 
y(^a:)  =  A  possède  une  infinité  de  racines  quelle  que  soit  la 
valeur  {finie  ou  infinie)  de  A,  La  fréquence  des  racines  pour 
x  =  co  est  la  même  quel  que  soit  A. 

33.  Les  développemenls  qui  précèdent  suffisent  à  faire  com- 
prendre nettement  la  double  méthode  que  j'emploie  pour  déter- 
miner les  équations  diRerentielles  à  points  critiques  fixes.  Cette 
double  méthode  [recherche  des  conditions  nécessaires  pour  que 
les  points  critiques  soient  Kxes  (n***  6-16),  discussion  de  la  suf- 
fisance des  conditions  (n*  17-23)],  je  l'ai  exposée  ici  en  détail  en 
me  restreignant  aux  équations  (£);  mais  elle  s'applique  d'elle- 
même  à  Coûtes  les  équations  du  second  ordre. 

Quand  on  passe  aux  équations  d'ordre  supérieur,  la  première 
partie  de  la  méthode  (recherche  des  conditions  nécessaires) 
s'étend  bien  aisément,  au  lieu  que  la  seconde  partie  soulève  des 
difficultés  croissantes.  Pour  montrer  combien  est  facile  et  fécond 
l'emploi  de  la  première  méthode,  je  terminerai  ce  Mémoire  par 
une  application  aux  équations  du  troisième  ordre. 

ÉQUATIONS   DIFFÉRENTIELLES    DU   TROISIÈME  OUDRE. 

34.  Considérons  une  équation  différentielle 

(46)  y'=-^(^.y,y\yh 

où  II  est  rationnel  en  y,  y  y  algébrique  en  y,  x^  et  cherchons  à 
former  des  conditions  nécessaires  pour  que  celte  équation  ait  ses 
points  critiques  fixes. 

Tout  d'abord  les  premières  conditions  du  n"  7  montrent  que 
R  doit  être  un  polynôme  en  ^  du  second  degré  au  plus  (*).  Il 
suffit,  pour  le  voir,  de  poser  j^'=5,  z' =z  u  et  d'étudier  l'équa- 
tion (4())  dans  le  voisinage  d'un  pôle  u^=z  g(x^y,  z)  de  II;  puis 

de  poser^  =  ->  et  d*étudier  l'équation  dans  le  domaine  de  p  =  o. 
Soit  donc 

(47)  y"  =  y'*L(/,/,-r)^y'Ai(y,j,  ^)4-N(y,^,T). 


(')  Ce  résiillal  est  bien  connu.   Voir,  par  exemple,  mes  Leçons  de  Siockholm, 

p.  43o-',:J). 
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Pour  poursuivre  l'étude  de  Téqualioa  dans  le  domaine  de 
j''=:  oc,  je  pose 

L^équation  (4;)  devient 

11  fanl  donc  que  l'équation 

z'=  s'»L(-5,^o,^o) 

ait  son  inlégrale  uniforme,  ce  qui  exige  que  Ij{z)  coïncide  avec 
une  des  expressions  du  Tableau  T  (n"  10)  où  Ton  a  remplacé  jk 
par  z  et  oii  les  lettres  a,  b,  ...  représentent  des  fonctions  de 
x^y.  Il  faut  ensuite  que  z(x)  soit  la  dérivée  d'une  fonction  uni- 
forme et,  en  conséquence,  n'ait  que  des  pôles  multiples.  Celle 
condition,  comme  on  le  voit  aussitôt,  n'est  remplie  que  par  les 
expressions  suivantes  du  Tableau  (T)  : 

/  f.-i) 

I  \  71  /        ,  .    .^  ....  ,       , 

o,     —, ,     -^— ; (n  entier  positif  ou  necatif,  mais  ^dzi). 

L  (     '  L_  \  I  I 

%\y'-i-a        y'-^àj*  7'-+-rt             'i{y'-\-b)' 

I                         2  I                         3 

/.  ^(y-ha)  "^  3(y-4-6)'  '^{y'^a)  "^  47yTÂ")' 

I                        5  2  /      I                  I      \ 

2  5        3/1       \_\ 

3(y-4-a)  "^  6(j^'-hi))'     4  \y'-\-a  '^' y'-^bj' 

'i  vy-f-a  "'"y H- 6  "'"y-+-c/ 

(a,  6,  c  fonctions  de^,  .t). 

La  fonction  L(y,  y?  ^)  ^^/^  donc  coïncider  cn^cc  une  des 
expressions  (T|). 

35.  Je  dis  maintenant  que  tout  pôle  y  =1  g[y^x)  des  frac- 
tions  rationnelles  M  et  N  en  y'  est  pôle  d'ordre  i  au  plus  et 
coïncide  avec  un  des  pôles  de  L. 

Substituons,  en  effet,  à  Téq nation  (47)  le  .système 

(i8)  ^;J---^A'(K,^),  ^=  L,3'2-^M,y-f-N,; 


(T,) 
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siy=:^eslun  pôle  de  L,  M,  N,  la  valeur  ^==0  esl  un  pôle  de 
L| ,  M| ,  N|  et  nous  pouvons  écrire 

[bcfào]; 

la  quantité  a  est  égalé,  d'après  ce  qui  précède,  soit  à  zéro,  soit 

à  I,  soit  à  I ;  les  entiers  y,  k  peuvent  être  nuls  ou  négatifs; 

mais  si  y  et  Ar^o,  la  quantité  a  est  diflTércnte  de  zéro. 
Le  changement  de  variables 

37  =  a?o-+- «fX,        J' =J'oH-a''Y,        ^  =  aZ 
I  r  =  la  plus  grande  des  deux  quantités  y  et j 

donne  au  système  (48)  la  forme 

=  ao~  H-6o^-4-a(...),  SI      />— _. 

y>       60-5'         Co  ,    .  i-+-Ar 

=  «0  -  H- -^  +  ji;r-,-^  «(..•),    s.     y  =  -^ 

Pour  a  =  o,  la  seconde  équation  doit  avoir  son  intégrale  uni- 
forme. Mais  d'après  la  discussion  du  n®  il,  cela  n'est  possible  que 
si  l'on  a 

Si  l'on  revient  aux  fonctions  L,  M,  N,  il  est  dès  lors  évident  que 
tout  pôle  y=  g  de  ces  fonctions  est  simple  et  pôle  de  L. 

C.  Q.  F.  D. 

lif  1M 

36.  Je  dis  de  plus  que,  pour  y  =  oc,  les  expressions  -7>  --q 
restent  finies. 

Tout  d'abord,  pour^  =  00,  L  est  de  la  forme 

4;[^-h...l  fa—O     OUI      OUI j. 
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Soient  mainlenaut  p   et  q  les  ordres  d'infinilude  de  M  cl  N 
pour  j^  =  oo  {p  et  q  peuvent  être  nuls  ou  négatifs). 
Posons 


Téquation  (47)  devient 


Posons 

I  r  =  la  plus  grande  des  quantités/),  — —  j; 
il  vient 

/  z'^  z'  .  ûr  —  I 

ax       z       dx^  \      ^  ^  z        z'i-^  V      /»  '^  a 


,  5'*        60-3'  Co  ,     .  ^  —  ' 

=  (a- a.) -  +  -^+;^jï^ +«(...).     s.       />=^- 

Mais  la  seconde  équation  (5i)  ne  peut  avoir  son  intégrale  uni- 
forme (pour  a  =  o),  que  si  Ton  a 

c'est-à-dire 

jogi,        ^1-3.  c.  Q.  F.  D. 

Les  deux  théorèmes  qui  précèdent  limitent  le  dkgké  de  L,  M, 
N  EN  j^.  Si  l'on  pose 

A,  (x,  V,  D  désignant  des  polynômes  en  y  sans  facteurs  communs, 

toutes  les  formes  possibles  de  ^  en  ^' sont  connues;  le  degré  de  D 

en^  est  au  plus  égal  à  3,  et  les  degrés  de  [x,  v  dépassent  au  plus 
d'une  et  de  trois  unités  respectivement  le  degré  de  D.  Cette  limi- 
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talion  est  entièrement  analogue  à  la  limitation,  dans  le  cas  du 
second  ordre,  du  degré  de  Inéquation  en  y  (voir  n"  12). 

37.  Mais  les  conditions  nécessaires  que  fournit  la  méthode  sont 
bien  loin  d'être  épuisées.  Il  faut  notamment  que,  pour  a  =  o,  les 
équations  (49)  et  les  équations  (5i)  (où  Tentier  r  est  égal  à  1) 
aient  leur  intégrale  uniforme.  J^insistcrai  seulement  sur  cette 
dernière  condition. 

Écrivons  Féquation  (47)  sous  la  forme 


s,  Êi,  £2  tendant  vers  zéro  avec  ,>  et  faisons  le  changement  de  va- 
riables :  X  =  Xo-i-  aX.  L^ équation  devient 

y'* 

Convenons  d'appeler  simplifiée  de  l'équation  (47)j  l'équation 
(52)  7"=^a(^,a:o)+jV6(7,a:o)+/»c(/,:r«) 

(Xo  désignant  une  valeur  numérique  quelconque).  Cette  équation 
[qui  équivaut  au  système  (5i)  où  Ton  annule  a],  doit  avoir  son 
intégrale  uniforme. 

Cette  équation  (5'>.)  ne  change  pas  dans  la  transformation 

Il  suit  de  là  que  l'expression  ^  =  ■  doit  vérifier  une  équation 


du  premier  ordre,  qu'on  forme  aussitôt.  On  trouve 

(iV 

\jà  quantité  a  est  égale  à  f  1 ) ,    n  désignant  un  entier  positif, 

négatif  ou   infini,   mais  diflcrcnl   de  —  1.   En  remplaçant  v  |)ar 
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: —  ^v,  on  ramène  Téquation  de  Rîccati  à  la  forme 

dw         .         ,        /i  H- 1 

-T—  -H  w*  —  tvo  —  c  =  o. 

dy  n 

En  définitive,  Inéquation  (5a)  équivaut  au  système 


dx 


—  n 


Un  problème  prélîminaire  s'impose  donc  : 

Déterminer  tous  tes  cas  où  les  fonctions  y  (x)  définies  par 
le  système  (53)  sont  uniformes. 

Pour  n  = —  2  et  é  =  o,  les  fonctions  uniformes  j^( a:)  définies 
par  le  système  (53)  constituent  la  classe  des  fonctions  auto- 
morphes  {fuchsiennes  et  kleinéennes). 

La  résolution  du  problème  préliminaire  que  je  viens  d'énoncer 
n'est  pas  sans  présenter  des  difficultés  assez  sérieuses.  Je  me 
borne  ici  à  énoncer  le  résultat  général  auquel  je  suis  parvenu  : 
Quand  les  fonctions  y{x)  définies  par  un  système  (53)  sont 
uniformes,  ce  sont  ou  des  fonctions  automorphes  ou  des  com- 
binaisons de  dégénérescence  de  fonctions  automorphes  {com- 
binaisons telles  que y=  e**,  etc.). 

38.  Le  seul  exemple  des  équations  fuchsiennes  [équations  (53) 
où  n  =  —  2  et  6  =  o]  suffit  à  montrer  qu'à  l'inverse  de  ce  qui  se 
passe  pour  le  second  ordre,  les  équations  (47)  à  points  critiques 
fixes  ne  sont  pas  réductibles  à  un  nombre  fini  de  types  dépendant 
d'un  nombre  fini  de  fonctions  et  de  constantes.  De  plus,  l'intégrale 
d'une  équation  (4?)  peut  cire  une  transcendante  uniforme  nou- 
velle non  méromorphe  :  e\le  peut  présenter  des  singularités  essen- 
tielles mobiles  [c'est  ce  qui  aura  lieu  sûrement  si  l'intégrale  jk(^) 
de  la  simplifiée  {^2)  n'est  pas  méromorphe]  ;  ces  singularités  peu- 
vent former  des  ensembles  parfaits  (et  notamment  des  lignes); 
et  celte  circonstance  se  présentera  sûrement  si  elle  se  présente 
pour  la  simplifiée  (52). 

Sans  avoir  approfondi  encore  dans  tous  leurs  détails  les  rela- 
tions qui  existent  entre  une  équation  (47)  à  points  critiques  fixes 
et  sa  simplifiée  (Si),  j'ai  pu  constater  que,  plus  les  singularités 
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de  Téqualion  (62)  sonl  compliquées,  plus  rintégrale  de  (4;)  se 
déduit  aisément  de  rinlégrale  de  (62).  Quand  l'intégrale  de  (52) 
présente  des  ensembles  parfaits  de  singularités,  il  me  paraît  vrai- 
semblable que  l'intégrale  de  (47)  se  déduit  par  quadratures  de 
rintégrale  de  (52).  Comme  je  viens  de  le  dire,  il  est  évident  que, 
dans  ce  cas,  Tintégrale  de  (47)  présente  aussi  des  ensembles  par- 
faits de  singularités;  mais  il  y  a  lieu  de  présumer  que  la  réciproque 
est  vraie. 

Je  n'insisterai  pas  davantage  sur  ces  derniers  résultats  dont  je 
ne  possède  pas  encore  de  démonstration  rigoureuse.  Les  résultats 
acquis  suffisent  à  montrer  qu'une  partie  au  moins  des  plus  grosses 
difficultés  qu'entraîne  l'élévation  de  l'ordre  différentiel  se  trouvent 
dès  maintenant  surmontées  par  les  travaux  de  M.  Poincaré  sur 
les  fonctions  automorphes. 

39.  Equations  différentielles  d^ ordre  quelconque. —  Toutes 
les  propositions  qui  précèdent  ont  leurs  analogues  dans  l'étude 
des  équations  différentielles  algébriques  du  troisième  ordre  ou 
d'ordre  plus  élevé.  Bornons-nous,  pour  terminer,  à  considérer  les 
équations  d'ordre  q 

où  R  est  une  fraction  rationnelle  en  ,  j^  >  ^_^  »  algébrique  en 
di-^Y  dy 

Cherchons  à  mettre  en  évidence  les  conditions  les  plus  simples 
qui  sont  nécessairement  remplies  quand  l'équation  (54)  a  ses 
points  critiques  fixes. 

Écrivons  l'équation  ainsi  : 

1°  R  doit  être  un  polynôme  en  w'  du  second  degré  au  plus, 
résultat  connu  qu'on  retrouve  comme  plus  haut.  Soit  donc 

(L,M,N  rationnels  en  u,  algébriques  en  ^W-8\  . . .,  y\  y.  x). 
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2"  L  doit  coïncider  avec  une  des  expressions 


I 


expressions  auxquelles  il  faut  joindre 

121  ^ 

pour  ^17, 


2(a-+-a>       3  M-h  6 
I  3 


^    ^  pour  a  515, 

I  5  2  /      1  I     \  .__  , 

2{u-^a)'^  e(u-hby         l\u'ha'^  u-hb)  POur  y  >- 4 

(a,  b  fonctions  algébriques  de  yq-zj  . . . ,  yi,  y^  x). 

Il  suffit,  pour  le  démontrer,  de  raisonner  comme  au  n**  34, 
et  d'effectuer,  dans  l'équation  (34),  la  transformation 

En  fajsant  a  =  o,  on  voit  que  le  système 

d'/-^y  d^u         „,  ,        ,,,  „.  ,  . 

doit  avoir  son  int«^grale  uniforme.  Ce  qui  exige  que  L  doïncide 
avec  une  des  expressions  énumérées. 

3»   Tout  pôle  u  =  g{y(r-^>^  '-'^  y\  y,  ^)  de  L,  M,  N  est 
pâle  du  premier  ordre  au  plus,  et  sûrement  pôle  de  L.   De 

plus,  les  expressions  —  >  —  sont  Jinies  pour  «  =00. 

On  le  voit  en  raisonnant  comme  aux  n^'*  35  et  36. 
On  substitue  à  Téquation  (54)  le  système 


(')  Pour  M  =  3c,  on  remplace  la  première  équation  par 
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et  Ton  emploie  la  Iransformation 

a:  =  a?oH-aX,         -3  =  a'Z, 

/•  désignant  le  plus  grand  des  deux  nombresy, («). 

Le  degré  de  L,  M,  N  en  u  se  trouve  dès  lors  limité. 
4°  Écrivons  l'équation  (54)  ainsi  : 

(56)        ^_^=^       ^y,  =  Ç[a{t)^^]^ft'[b(t)-^z,]-^t'^[c(t)^t,l 

a,  6,  c  étant  indépendants  de^",  t'y  algébriques  en  /eten  j'^^"*^,  ..., 
y  y  y^  ^^  c^  '®s  quantités  e,  e,,  £2  (indépendanles  de  /")  tendant 

vers  zéro  avec  -?•  Représentons  par  a^[t)^  *o(^)i  ^o(^)  ce  que  de- 
viennent a,  é,  c,  quand  on  y  donne  à  J'^^~*^  •  •  «i  ^,  >',  ^  des 
valeurs  numériques.  Convenons  enfin  d'appeler  simplifiée  de  (54) 
Téquation 

(5;)  r  =  ao(0  77-+-^'o(0^/'+Co(0''*,    où     f=.^-^. 

.Si:  V  équation  (54)  a  ses  points  critiques  fixes  y  la  simpli- 
fiée (5^)  a  son  intégrale  uniforme.  On  le  voit  (comme  au  n°37) 
en  introduisant  dans  (54)  la  transformation 

puis  en  faisant  a  =  o. 

L*équalioii  (5-)  équivaut  à  un  svslèmc(53),  à  savoir  le  svslcme 


dx 

(58)        {  dt 

{n  =  entier  -h  ou  <  -x  —  q  ou  n  =  oc), 


(')  Pour  M  —  X.  r)n  remplace,  dans  la   dernièrr  épalilé.  at7  -Y  par  a  ''Y. 
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suivi  des  quadratures  définies  par  l^cgalilé 

Il  faut  d'abord  que  chaque  fonctioa  t{x)  définie  par  (58)  soit 
uniforme;  il  faut  de  plus  qu'elle  soit  la  dérivée  [q  —  S)"''""  d'une 
fonction  uniforme. 

Ce  ne  sont  là  que  les  premières  et  les  plus  simples  des  condi- 
tions nécessaires  qui  découlent  de  la  méthode.  Mais,  sans  qu'il 
soit  nécessaire  de  les  pousser  plus  loin,  elles  mettent  en  évidence 
l'importance  primordiale  que  présente,  dans  l'étude  systématique 
des  équations  différentielles  à  intégrale  générale  uniforme,  la 
théorie  des  transcendantes  uniformes /(j:)  engendrées  par  un  sys- 
tème (58)  et  par  conséquent  des  transcendantes  fuchsiennes. 


PROPRIÉTÉ  GARAGTÉRISTIQQE  DU  GTLINDROÏDE; 
Par  M.  Paul  Appell. 

On  sait  que  Sir  Robert  Bail  a  introduit,  à  propos  de  la  com- 
position des  forces  appliquées  à  un  solide,  un  certain  conoïde 
droit  appelé  cylindroïde;  il  a  montré  que  cette  surface  réglée 
partage,  avec  les  cylindres,  la  propriété  que  le  lieu  des  projec- 
tions d'un  point  quelconque  de  V  espace  sur  les  génératrices 
est  une  courbe  plane.  On  trouvera  un  résumé  des  travaux  de 
Sir  Robert  Bail  à  la  fin  du  Mémoire  intitulé  :  The  twelfth  and 
concluding  Memoir  on  tlie  theory  of  screwSy  by  Sir  Robert  Bail 
(  Transactions  of  the  Royal Irish  Academy,  vol.  XXXI,  1898). 

Après  avoir  établi  que  le  cylindroïde  est  le  seul  conoïde  droit 
possédant  cette  propriété  (  *  ),  j'ai  été  conduit  à  penser  que  c'est, 
en  dehors  des  cylindres,  la  seule  surface  réglée  qui  la  possède. 
Dans  une  lettre  qu'il  m'a  adressée  en  1899  Sir  Robert  Bail  donne 
également  cette  propriété  comme  très  vraisemblable.  Je  ne  sais 
s'il  en  a  publié  une  démonstration  ;  en  voici  une  d'un  caractère 
tout  à  fait  élémentaire  : 


(')  /iei^ue  de  Mathématiques  spéciales,  juin  i8()5(Nony). 
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1.  Je  m'appuierai  d'abord  sur  la  proposition  suivante  :  Soient 
trois  plans  P|,  P2,  P3  passantparune  môme  droile  D  et  une  droite 
mobile  G  rencontrant  ces  plans  respectivement  en  trois  points  M,, 

M2,  M3  tels  que  le  rapport  i^r-rr  soit  constant  :  alors,  si  la  droile 

ne  rencontre  pas  D  (cas  011  le  rapport  est  indéterminé),  elle 
reste  parallèle  à  un  pian  fixe  parallèle  à  D. 

En  eflet,  on  voit  facilement  par  la  Géométrie  élémentaire  que 
la  projection  delà  droite  G  sur  un  plan  perpendiculaire  aux  trois 
plans  tixes  se  déplace  parallèlement  à  elle-même. 

2.  Imaginons  maintenant  une  surface  réglée  telle  que  le  lieu  des 
projections  d*un  point  quelconque  A  de  l'espace  sur  ses  généra- 
trices soit  une  courbe  située  dans  un  plan  P;  nous  dirons,  pour 
abréger,  que  ce  plan  P  correspond  au  point  A.  Nous  montrerons 
d'abord  qu'il  est  absurde  de  supposer  que  les  génératrices  de  la 
surface  ne  sont  pas  parallèles  à  un  même  plan.  En  eflet,  suppo- 
sons une  droile  G  qui  se  déplace  sans  rester  parallèle  à  un  plan 

fixe  :  soient  G|,  G^,  G'  trois  positions  déterminées  de  cette  droile 
non  parallèles  à  un  même  plan.  Nous  allons  montrer  que,  si  la  sur> 
face  possède  la  propriété  indiquée,  ses  génératrices  rencontrent 
toutes  une  droile  fixe  quelconque  s'appujant  sur  G|  etGa.  Pre- 
nons sur  G<  et  Gj  deux  points  fixes  F<  et  F2  choisis  de  telle  façon 
que  la  droile  F,  Fa  ne  rencontre  pas  G'.  Cela  est  évidemment  pos- 
sible, car  les  génératrices  G, ,  Ga,  G',  étant  supposées  non  parallèles 
à  un  même  plan,  ne  sont  pas  dans  un  même  plan.  Menons  par  les 
points  F|  et  Fg  des  plans  perpendiculaires  à  G|  et  G^;  ces  plans 
se  coupent  suivant  une  droile  A.  Prenons  maintenant  sur  G'  trois 
points  fixes  H|,  H^,  H3  et  menons  par  ces  Irois  points  des  plans 
perpendiculaires  à  G';  ces  plans  couperont  A  en  trois  points  A|, 
Ao,  A3.  Par  hypothèse,  le  lieu  des  projections  du  point  A,  sur 
toutes  les  génératrices  est  situé  dans  un  plan  P,  ;  ce  plan  est  le 
plan  F1F2II1,  car  F|,  Fa  et  H,  sont  les  projections  de  A,  surles 
génératrices  spéciales  G|,  Go,  G^  De  même  les  plans  Pa  et  P3  cor- 
respondant à  Aa  et  A3  sont  les  plans  F,  Fa  Ha,  FiFaHg;  ces  trois 
^Xdiws  passent  par  une  même  droite  D,  la  droite  F,  Fg. 

Prenons  maintenant  une  génératrice  variable  G  se  déplaçant 
d'une  manière  continue  ;  celte  droite  rencontre  les  plans  P, ,  P2,  Pj 
en  trois  points  Mj,  M21  M3  qui,  par  hypothèse,  sont  les  projections 
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des  poinis  A|,  As^  A3  sur  G;  qaand  celte  droite  varie,  le  rapport 

MtM, 
Ml  M, 

reste  constant  comme  égal  à  ^'  .  *»  car  les  points  A|,  A2,  A3  sont 

en  ligne  droite.  Alors,  d'après  le  lemrae  1,  ou  bien  la  droite  G 
rencoDlre  la  droite  D  (F4F2)9  ou  bien  elle  est  parallèle  à  un  plan 
fixe.  Mais  comme  nous  écartons  celle  dernière  hypothèse,  la  droite 
mobile  G  rencontre  la  droite  fixe  Y \  Fj. 

Ainsi,  en  prenant  deux  génératrices  G|  elGs,  toute  aulre  géné- 
ratrice G  devrait  rencontrer  toute  droite  F|  Fj  s'appuyant  sur  G| 
et  G3;  ceci  est  impossible  si  la  surface  ne  se  réduit  pas  à  un  plan. 

3.  D'après  ce  qui  précède,  les  génératrices  sont  nécessairement 
parallèles  à  un  plan  directeur.  Nous  écartons  le  cas  où  elles 
seraient  parallèles  à  une  directrice  fixe  (cas  du  cylindre),  et  nous 
allons  montrer  que  ces  génératrices  rencontrent  nécessairement 
une  droite  fixe  perpendiculaire  au  plan  directeur,  de  façon  à 
former  un  conoïde  droit. 

Soient  G|  et  G^  deux  génératrices  fixes  non  parallèles,  A{  A2  la 
perpendiculaire  commune  à  ces  deux  génératrices,  droite  qui  est 
perpendiculaire  au  plan  directeur.  Nous  allons  montrer  que  les 
génératrices  rencontrent  toutes  la  droite  A4  A^.  Prenons,  en  effet, 
une  génératrice  variable  G  :  cette  droite,  étant  parallèle  au  plan 
directeur,  se  déplace  en  restant  perpendiculaire  à  Af  A3.  Soit  A  un 
point  fixe  pris  sur  la  droite  A|  A^  :  pur  hypothèse,  le  lieu  de  la  pro- 
jection M  du  point  A  sur  la  génératrice  G  est  dans  un  plan  P:  mais 
les  points  A|  et  A^  appartenant  au  lieu,  le  plan  P  passe  par  la 
droite  A|  Aj. 

Dès  lors,  si  le  point  M  ne  se  trouve  pas  sur  Ai  Ao,  la  droite  G 
est  perpendiculaire  au  plan  iixc  P,  car  elle  est  perpendiculaire 
aux  deux  droites  AM  et  A|  Ag  de  ce  plan  :  la  droite  G  étant  per- 
pendiculaire à  un  plan  fixe  aurait  une  direction  fixe,  ce  qui  est 
contraire  à  Thypothèse.  il  faut  donc  que  la  génératrice  G  ren- 
contre A|  A2,  et  la  surface  est  un  conoïde  droit.  11  est  alors  aisé  de 
voir  que  c'est  un  cylindroïde;  c'est  ce  que  nous  montrerons  en 
reproduisant  lu  démonstration  que  nous  avons  donnée  dans  la 
ReKuede  Malkéma tiques  spéciales  en  juin  i8()5. 
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4.  Trouver  un  conoïde  droit  tel  que  le  lieu  des  projections 
d'un  point  quelconque  sur  ses  génératrices  soit  une  courbe 
plane. 

Prenons  pour  axe  O5  la  directrice  rectiligne  du  conoïde  et 
pour  plan  x  Oy  le  plan  directeur,  supposé  perpendiculaire  à  O5. 
Les  équations  d'une  génératrice  peuvent  s'écrire 

ou  encore,  en  désignant  par  ij^(m)  une  (onction  convenablement 
choisie, 

/.\  ^~»*^        ,_  4^(^) 

(I)  r  =  mrr,         z  = -> 


1  -i-  //i* 


Prenons  un  point  quelconque  (a,  P,  y)  de  Tespoce  :  le  plan 
projetant  ce  point  sur  la  génératrice  est 

(a)  X  —  a -h  m{y  —  ^)  =  o. 

Les  coordonnées  de  la  projection  du  point  a,  p,  y  S"r  la  géné- 
ratrice s'obtiennent  en  résolvant  les  équations  (1)  et  (a) 

(3)  x=  f,  y  — m ;,  z^z-L -. 

Quel  que  soit  /w,  ce  point  doit  être  dans  un  plan 
Aar-f-  6^^-4-05-^-0  =  o, 
dont  les  coefHcients  sont  fonctions  de  a.  p,  y.  On  a  donc 

(4)  A-umB(a-f-/n^)-+-C^^(m)-f-D(i-h/;i*)  =  0.  * 

Cette  relation  doit  avoir  lieu  identiquement  quels  que  soient 
a,  P,  Y  et  m;  donc,  en  donnant  à  a,  p,  y  des  valeurs  constantes, 
d'ailleurs  arbitraires,  on  voit  que  A(m)  est  nécessairement,  d'a- 
près (4),  nne  fonction  du  second  degré  de  m, 

a,  6,  c  désignant  des  constantes.  D'ailleurs  cette  forme  nécessaire 
de  ^(/n)  est  suffisante,  comme  nous  allons  le  vérifier  en  montrant 
que  le  conoïde  défini  par 

ain^-\-  bm  -+-  r 
y  =  mx,  z  =  ——-; 
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possède  la  propriété  demandée.  Ce  conoïde  a  pour  équarion 

_  ay"^  -\-  bxy  -h  ex* 

On  peut  simplifier  celte  équation  de  la  façon  suivante  :  Trans- 
portons d'abord  l'origine  en  un  point  O',  5  ==  X,  de  Taxe  des  z. 
Nous  aurons  ;;  =  X  H-  5'  et  la  nouvelle  équation  sera 


z  = 


(a  —  'k)y^-h  bxy  -h  (c —  \)x^ 


On  peut  déterminer  \  de  façon  que  la  forme  quadratique  du  nu- 
mérateur, égalée  à  zéro,  représente  deux  droites  rectangulaires 
O'^'  et  Oy  :  il  suffit  de  faire 

a  -h  c  —  2X  =  o. 

La  constante  a  étant  ainsi  déterminée,  on  peut  prendre  pour 
nouveaux  axes  des  x^  et  des  y^  ces  deux  droites  O' x'  et  O'y-  : 
Téquation  prend  alors  la  forme 

,         ikx'y' 


x'^  -h.y'^ 


k  désignant  une  constante.  C'est  là,  sous  sa  forme  la  plus  simple, 
l'équation  du  cylindroïde, 

La  propriété  caractéristique  est  alors  aisée  à  vérifier. 

5.  Quand  on  veut  aborder  le  problème  directement  par  voie 
analytique,  les  calculs  paraissent  compliqués.  On  pourrait,  comme 
point  de  départ,  étudier  la  surface  suivante  : 

Etant  donnés  trois  points  fixes  A|,  A 2,  A3  et  trois  plans 
fixes  P|,  P27  1^3»  trouK>er  le  lieu  d^une  droite  G  telle  que  les 
projections  des  points  A,,  A  2,  A.i  sur  cette  droite  soient  respec- 
tivement dans  les  plans  1\,  V.,^  P3. 


XXVIII. 
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SUR  PLUSIEURS   GROUPES  SIMPLES; 
Par  M.   G. -A.   Miller. 

Malhieu  a  établi  l'existence  d'une  fonction  cinq  fois  transitive 
de  24  éléments  a^'ant  19!  :  48  valeurs  (').  L'objet  de  celle  Noie 
est  de  prouver  que  le  groupe  (G^*)  de  celte  /onction  et  chacun 
de  ses  sous-groupes  maxima  de  degrés  21 ,  22,  23  (G^' ,  G'-^*,  G-') 
sont  des  groupes  simples. 

Le  groupe  G'**  contient  un  sous-gronpe  intransitif  d'ordre  48, 
les  systèmes  d'intransitivilé  étant  16  et  3;  ce  sous-groupe  est  com- 
posé de  32  substitutions  de  degré  18  et  d'ordre  3,  i5  substitutions 
de  degré  16  et  d'ordre  2  et  de  la  substitution  identique  (^). 
Puisque  ce  groupe  d'ordre  48  ne  peut  contenir  plus  de  deux  sub- 
stitutions qui  transforment  en  lui-même  ud  sous-groupe  d'ordre  5 
et  de  degré  20,  un  sous-groupe  maximum  G'^®,  de  degré  20,  con- 
tenu dans  G^*  devra  renfermer  précisément  96  sous-groupes 
d'ordre  5  et  160  sous-groupes  d'ordre  3.  Il  suit  de  là  qu'aucun 
sous-groupe  de  G-®  ne  peut  posséder  toutes  ses  substitutions 
d'ordre  3  ou  toutes  ses  substitutions  d'ordre  5.  Par  conséquent 
G^®  ne  peut  avoir  d'autre  sous-groupe  invariant  que  la  substitu- 
tion identique  et,  peut-être,  un  sous-groupe  d'ordre  iG.  Il  existe 
effectivement  un  sous-groupe  invariant  d'ordre  16  et  Je  groupe 
G^**  est,  par  rapport  à  ce  sous-groupe,  isomorphe  au  groupe  de 
l'icosaèdre  ;  mais  nous  n'utiliserons  pas  ce  fait  dans  notre  dé- 
monstration. 

Passons  à  la  considération  des  sous-groupes  de  degré  supérieur 
contenus  dans  G^^  Supposons  que  G^'  contienne  un  sous-groupe 
invariant  R  ne  se  réduisant  pas  à  la  substitution  identique. 
Puisque  G'-*'  est  primitif,  K  doit  être  transitif;  il  doit  donc  conte- 
nir tous  les  sous-groupes  d'ordre  7  de  G^*.  Le  plus  grand  sous- 
groupe  de  G'-'  qui  appartient  à  G-«  est  d'ailleurs  un  sous-groupe 
invariant  de  G'-'*;  nous  concluons  de  là  que  K  est  d'ordre  21  ou 
d'ordre  16,21. 


(')  Journal  de  Liouville,  t.  18,  p.  a5;  1873.  Malhieu  déclare  avoir  trouvé 
celle  fonction  antérieurement  ;y6{<i.,  t.  6,  p.  241;  1861.  Cf  aussi  Jordan,  Comptes 
rendus f  t.  LX\I\,  p.  n5o. 

(-)  Journal  de  LiouvUle,  t.  18,  p.  89;  1873. 


Digitized  by  VjOOQIC 


—  267  - 

Mais  aucun  de  ces  ordres  n'est  admissible,  puisque  G^*  ne  peut 
contenir  plus  de  6.6.7  substitutions  qui  transforment  l'un  de  ses 
sous-groupes  d'ordre  7  en  lui-ménfie  (le  nombre  effeclif  de  ces 
substitutions  est  21),  ce  qui  exige  qu'il  renferme  plus  de  16.21 
substitutions  d'ordre  7.  11  en  résulte  donc  que  G^*  est  simple. 

Il  est  intéressant  de  faire  observer  que  G^*  est  un  groupe  simple 
du  même  ordre  que  le  groupe  alterné  de  degré  8.  Ces  deux  groupes 
ne  peuvent  être  isomorphes,  car  G*'  renferme  un  sous-groupe 
d'ordre  960,  et  le  groupe  alterné  de  degré  8  ne  possède  aucun 
sous-groupe  de  cet  ordre  (  '  ). 

Supposons  maintenant  G-^  composé,  il  contiendra  un  sous- 
groupe  invariant  régulier,  puisque  G^*  est  simple  et  transitif.  Ce 
sous-groupe  régulier  devra  renfermer  toutes  les  substitutions 
d*ordre  11  appartenant  à  G^^,  et,  comme  ceci  est  manifestement 
impossible,  G^^  est  simple.  11  est  maintenant  évident  qu'il  en  sera 
de  même  de  G'-*'  (^). 

Passons  à  l'examen  de  G^*.  S'il  est  composé,  il  renfermera  un 
sous-groupe  invariant  régulier;  mais  ceci  est  impossible,  puisque 
chaque  groupe  d'ordre  24  contient  au  moins  un  sous-groupe 
caractéristique,  la  substitution  identique  (').  Le  groupe  G^*  est 
donc  simple. 

Je  ferai  remarquer,  en  terminant,  que  la  liste  des  groupes  simples 
connus  donnée  par  M.  Dickson  [Bulletin  of  the  American  Mathe- 
matical  Society,  juillet  1899)  ne  contient  aucun  groupe  simple 
de  même  ordre  que  les  groupes  considérés  G^^,  G-',  G^*.  H  y  a, 
par  conséquent,  une  erreur  dans  ma  Note  :  Sur  la  fonction  cinq 
fois  transitive  de  24  éléments  e/  rf<?  19!  :  48  valeurs  [Messenger 
of  Mathematics,  avril  1898).  Chacune  des  substitutions  d'ordre  a 
et  de  degré  16  qui  y  sont  données  est  transformée  en  elle-même 
par  16  substitutions  de  G-*,  qui  ne  change  aucun  de  ses  systèmes 
d'intransitivité,  et  non  pas  par  2  substitutions  comme  il  est  sup- 
posé dans  le  raisonnement,  p.  190  de  celte  Noie. 
Cornell  UniversitVy  Février  1900. 

(')  American  Journal  of  Mathematics,  vol.   X\I,   p.  335;   1899.   Cf  aussi 
Bulletin  of  the  American  Malhematical  Society,  vol.  V,  p.  a35;  1899. 
(')  Proceedinga  of  t/ie  London Mathematical  Society,  vol.  XXI,  p.  148;  i89(j. 
(^)  Quarterly  Journal  of  Afathematics,  vol.  XWlll,  p.  374;  189^). 
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COMPTES  RENDIJS  DES  SÉANCES. 

SÉANCE   DU  4  JUILLET   1900. 

PRÉSIDENCE  DE   M.    ANDRÉ. 

Communications  : 

M.  Touche  :  Sur  les  lignes  triplement  orthogonales  autour 
d'un  ellipsoïde  de  révolution. 
M.  Leaii  :  Sur  la  possibilité  d^une  langue  universelle. 


SÉANCE  DU  18  JUILLET   1900. 

PRÉSIDENCE   DE  &I.   TOUCHE. 

M.  DE  MoNTCHEuiL  adresse  la  Note  suivante  : 

Généralisation  des  formules  de  M.  Schwarz . 
relatives  aux  surfaces  minima. 

Soientdonnées  douze  fonctions  arbitraires  d'une  variable  indé- 
pendante X 

x,j,  5,  m;    X,  y,  Z,  U;    X,  Y,  Z,  U' 

que  nous  écrirons  x„yj,tj  . . .  quand  on  y  fera  ).  =  X„. 

Soient  données  entre  ces  fonctions  les  relations  suivantes  : 

\dx-h-\  dy-^Zdz-^\}  dii^o,    X^  h-  Y»  -h  Z«  =  i,     U  =  /, 
X'dx  -h  Y'r//  -h  Z'elz  -h  Vdii  =  o,     X'^-i-  Y'»  -h  Z'«=  i,     U'  =  o. 

Posons 

(dy,7.,  i;')  =  i).rrfA 

et   désignons   par   — D^rfX,   D^rfA,    — Dud\    les   déterminants 
qu'on  déduit  du  premier  par  permutation  des  lettres  :r,  y,  ..., 

X,Y,  ..    ,X',Y' 

I^osons  encore 


/ 


(ix^  ■+-  dy^  -+-  dz*  -h  du* 

=   jJLC^A. 


Di  4-  D ;  -h  D?  H-  D,î 
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Les  formules  proposées  seront  alors  les  suivantes 
jr  = -f-  -    /       u  Dj.  dk, 

/4  =  . _l —    f       ixu,i  aX. 


Si  l'on  fait  dans  ces  formules 

;<  =  o;        X'^X;        Y'=Y;        Z'=Z, 

on  relrouve  les  formules  de  M.  Schwarz  relatives  aux  surfaces 
minima. 

D'ailleurs  on  peut  donner  de  ces  formules  l'interprétation  sui- 
vante : 

1°  Les  trois  premières  formules  définissent  les  coordonnées 
d'une  surface  quelconque  S  engendrée  par  la  translation  d'une 
courbe  de  forme  invariable,  et  passant  par  une  courbe  donnée  de 
coordonnées  x,  y.  z. 

*'  M 

2°  La  surface  S  admet  tout  le  long  de  la  courbe  donnée,  un 
plan  tangent  de  cosinus  directeurs  donnes  X',  Y',  Z'. 

3**  La  surface  2  est  la  développée  moyenne  d'une  surface  S, 
admettant  un  plan  tangent  de  cosinus  directeurs  donnés  X,  Y,  Z 
tout  le  long  de  la  courbe,  correspondant  à  la  courbe  donnée  sur 
la  surface  2. 

4"  Tout  le  long  de  cette  même  courbe,  la  surface  S  admet  une 
courbure  donnée  —  iii. 

5**  La  fonction  —  iV  défioic  parla  quatrième  formule,  représente 
la  courbure  moyenne  en  un  point  quelconque  delà  surface  S. 
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SÉANCE  DU  21  JUILLET  1900. 

PRÉSIDENCE   DE   11.    BIOGHB. 

La  Société,  réunie  en  Assemblée  générale,  adopte,  à  Tunani- 
mité  des  suffrages  exprimés,  après  quelques  modifications  de  dé- 
tail, les  propositions  qui  ont  été  soumises  aux  différents  membres 
dans  la  circulaire  du  2  juillet  190U. 


FIN   DU    TOMK  XXVIII. 


Erratum  du  tome  XXYIU. 
Page  6/|,  dans  la  formule  qui  donne  ;^^,  permuter  sini/,  et  cosi/,. 
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EXTRAIT  DES  STAT0TS  ET  VU  RÎ6LEMENT. 


La  Société  mathémalique  de  France  a  pour  objet  ravancement  et  la  propa- 
gation des  études  de  {fathémaitiques  pures  et  appliquées.  Elle  y  concourt  par 
ses  travaux  et  ses  publications.  Elle  a  son  siège  à  Paris. 

La  Société  se  compose  de  sociétaires  perpétuels,  de  membres  résidents  et 
de  membres  doq  résidents,  en  nombre  illimité. 

Sont  considérés  comme  résidents  les  membres  qui  ont  à  Paris  leur  domi** 
eile  ou  leurs  occupations  professionnelles. 

Les  Étrangers  peuvent  faire  partie  de  la  Société. 

Les  conditions  à  remplir,  pour  être  membre  de  la  Société,  senties  suivantes  : 
i"*  avoir  été  présenté  par  deux  de  ses  membres  et  agréé  par  le  Conseil  d'admi-* 
nistration  ou  parle  Bureau  agissant  en  vertu  d'un  mandat  du  Conseil;  i*"  avoir 
obtenu,  à  Tune  des  séances  qui  ont  suivi  la  présentation,  les  suffrages  de  la 
majorité  des  membres  présents;  S*"  avoir  versé  un  droit  d'admission  àe  cUx 
francs;  4"*  payer  une  cotisation  annuelle  dont  le  montant  est  de  vingt  francs 
pourles  membres  résidents,  et  de  quinze  francs  pour  les  membres  non  résidents. 

La  cotisation  annuelle  peut  toujours  être  rachetée  par  une  somme  de  trois 
cents  francs,  versée  dans  les  conditions  axées  par  le  règlement  administratif 
de  la  Société. 

Ce  versement  confère  le  titre  de  sociétaire  perpétuel. 

La  cotisation  annuelle  est  payée  au  commencement  de  chaque  exercice  dont 
l'origine  est  fixée  au  »•'  novembre  de  chaque  année. 

Les  nouveaux  membres  doivent  payer  la  totalité  de  la  cotisation  de  Texer- 
efce  en  cours,  quelle  que  soit  répoquo  de  leur  admission. 

La  Société  tient  des  séances  ordinaires  deux  fois  par  mois;  elle  prend 
trois  mois  do  vacances,  en  août,  septembre  et  octobre. 

Pour  assister  aux  séances,  les  personnes  étrangères  à  la  Société  doivent 
être  présentées  par  Tun  de  ses  membres. 

La  Société  publie  par  livraisons  un  Recueil  annuel  qui  a  pour  titre  :  Bulletin 
de  la  Société'  mathématique  de  France,  et  qui  contient,  avec  un  extrait  des 
procès-verbaux  des  séances,  des  Notes  et  Mémoires  sur  les  Mathématiques 
pures  ou  appliquées,  ayant  pour  auteurs  des  membres  de  la  Société,  et  pré- 
sentant quelque  originalité  au  point  de  vue  de  la  méthode  ou  des  résultats. 

Les  livraisons  du  Bulletin  sont  adressées  à  tous  les  membres  de  la  Société, 
au  fur  et  à  mesure  do  leur  publication.  Toutefois,  dans  le  cas  où  un  sociétaire 
se  met  en  retard  dans  le  payement  de  sa  cotisation^'envoi  du  Bulletin  est 
suspendu  pour  lui,  jusqu'à  ce  qu'il  ait  acquitté  l'arriéré. 
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ETAT 

DE  LA  SOCIÉTÉ  HATHÉHATIQUE  DE  FRANCE 

AU  COMMENCEMENT  DE  L'ANNÉE  190il    (')• 

(9  JAlfVIBB.) 


Membres  honoraires  du  Bureau. . . . 


MM.  APPELL. 
CREMONA. 
DARBOUX. 

HATON  DE  LA  GOUPILLIÈRE. 
HERMITE. 
JORDAN. 
PICARD. 
POINCARÉ. 


Président MM.  D'OCAGNE. 

IGARVALLO. 
PAIN  LEVÉ. 
RAFFY. 
VICAIRE. 

SeeréUires }      l]'l™' 

i      BOREL. 

„,      ^      ^.  .  (      BRICARD. 

Vice-Secrétaires |      DUPORCQ. 

Archiviste BIOCHE. 

Trésorier CLAUDE-LAFONTAINE. 

/      ANDOYER,  1903. 

ANDRÉ,  1903. 

BOURLET,  1904. 

FOURET,  1903. 

GUYOU,  1903. 

HADAMARD,  1901. 

LECORNU,  1902. 

LEVY  (L-),  1902. 

LUCAS  (F.),  1902- 

MAILLET,  1904. 

NIEWENGLOWSKI,  1904. 
\      TOUCHE,  1902. 

(*)  MM.  les  Membres  de  la  Société  sont  insumment  priés  d'adresser  au  Secrétariat 
>e»  rectiflcatiens  qu'il  y  aitrait  lieu  de  faire  à  cette  liste. 

(')  La  date  qui  suit  le  nom  d'un  membre  du  Conseil  indique  Tannée  au  com- 
mencement de  laquelle  expire  le  mandat  de  ce  membre. 


Membres  du  Couseil(').. 
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Du  le 

de 

l'admliiion. 

1872.     ACHARD,   ancien  directeur  de  la  Compagnie  d'aftsiirances  sur  U  vie  la  Foneièrtf 
rue  de  la  Terrasse,  6  bis,  h  Paris  (17*). 

1900.     ACKEKNAX.I-TEDBXEft,  éditeur,  à  Uipiîff. 

1893.  ADAM  (Paul),  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  docteur  es  scienees  mathématiques, 

boulevard  des  Invalides,  40,  h  Paris  (7*). 

1900.     AililAR  (vicomte  Robert  d' ),  1 40,  boulevard  Raspail  (i4*). 

1896.     ANDOYER.  maître  de  conférences  et  chargé  de  cours  à  la  Faculté  des  Sciences,  a?eniie 
d'Orléans,  5,  à  Paris  (i4*)- 

1894.  ANDRADE,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Montpellier,  campaçae 

l*attigue,  à  Laignolongue  (Hérault). 

1S72.     ANDRÉ  (Désiré),  docteur   es    sciences   mathématiques,    rue  Itonaparie,    70  it's,  à 
Paris  (6«). 

1890.  ANTOMARI,  docteur  es  sciences,  professeur  au  lycée  Carnot,  rue  Daubigny,  11  &û,  à 

Paris  (i7*)- 

—  1379.     APPELL,  m(>ml>re  de  l'Institut,  professeur  h  la  Faculté  des  Sciences  et  à  l'École  Cen- 

trale des  Arts  et  Manufactures,  rue  de  Noailles,  a3,  à  St-Germaio-en-Laye  (S.-cl-O.]- 

1881 .  ASTOR,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  place  Vaucanson,  4»  ^  Grenoble  (Isère). 
1900.  AURIC,  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  à  Valence  (Drôme). 

1882.  AUTONNK,  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  rue  Mont-Bernard,  g,  à  Lyon  (RfaéDe). 

—  1900.  RURE,  docteur  es  sciences,  professeur  au  lycée  do  Bar-le-Duc. 
1896.  RAKER,  professeur  à  rUniversilé,  Toronto  (Canada). 

1891.  RALITRAFÎII,  capitaine  du  génie,  à  Tlemcen  (Algérie). 

Ij89.     BECHIX,  ancien    élève    de    l'École  Polytechnique,   rue  du   Charop-de-Mars,    as,  à 
Pari8(7«). 

1875.     BERDEIiLB,  ancien  garde  général  des  forêts,  à  Rioz  (Haute-Saône). 

1872.     RIENAYMR  (Arthur),  inspecteur  général  du  génie  maritime  en  retraite,  rue  Rerel,  iji 

à  Toulon  (Var). 
1888.     RIOCilE,  professeur  au   lycée    Louis-le-Grand,   ruo   Notre-Dame-dea-Champs,   56,  à 

Paris  (6*). 
1875.     BISCHOrrsnEIll,  membre  de  l'Institut,  rue  Taitbout,  3,  à  Paris  (9*)- 
1898.     RLAKE  (Edwin-M.),  igto,  Addison  streel,  a  Berkeley,  Californie  (  U.  S.  A.). 
1900.     BLUNENTIIAL  (Otto),  docteur  en  philosophie,  Herzberger  chaussée,  49i  à  Gôttingen. 

1891.  BliUTEIi,  profenseur  au  lycée  Saint-Louis,  maître  de  conférences  à  U  Sorbonne,  rue 

Denfert-Rochereau,  iio,  à  Paris  (i4*). 

1892.  B03IAPARTB  (prince  Roland),  avenue  d'Iéna,  10,  à  Paris  (i6«). 

--  1895.     BOREL,   maître  de   conférences  à   l'École  Normale  supérieure,  3o,  boulevard  Sflint- 
Germain,  h  Paris  (5«). 
1896.     BOULANGER,  maître  de  conférences  &  rUniversité,rue  C^imartin,  80,  à  Lille  (Nord). 
1896.     BOURGET  (  Henry),  maître  de  conférences  &  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Saint-Jacqves, 
30,  à  Toulouse  (Haute-Garonne). 

1896.  BOURLET,   professeur  à  l'École  des  Beaux-Arts  et   au   lycée  Saint-Louis,  avenue  de 

rObservatoire,  2a,  à  Paris  (t4')* 
1886.     BRAIILT  DE  BOUR^QN VILLE,  avenue  de  la  Grande-Armée,  79.  à  Paris  (i6*). 
1900.     BREIfLh'G,  proviseur  du  lycée  Saint-Louis,  boulevard  Saint-Michel,  44  i^*)- 

1897.  BRIC\RD,  ingénieur  des  manufactures  de  TÉtat,  répétiteur  à  TÉcole  Po1ytecbniqll^ 

6,  me  Monge,  à  Paris  (5"). 
1873.     BROCARD,  chef  de    bataillon     du  génie   en    retraite,  Ville-Haute,  75.  à  Ba  rie-Duc. 

1893.  BURKUARDT,  professeur  h  rUniversitô,  Krcuzplatz,  i,  à  Zurich  (Suisse). 
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1S97.  CAWBIRI,  membre  de  TAcadémie  royale  des  Sciences,  rua  da  Alegria,  3a,  h  Lisbonne. 

1894.  CABB^I,  professeur  au  collège  Rollin,  3a,  rue  de  la  Pompe,  hParis  (i6*). 

1893.  GALDARBRA,  professeur  îi  l'Université,  palazzo  Giampaolo,  via  delta  Libéria,  h  Palermc. 

1888.  CANKT  (GusUve),  ingénieur  civil,  directeur  de  l'artillerie  de  MM.  Schneider  et  O*, 

boulevard  Malesherbes,  i,  à  Paris  (8*). 

1885.  CARON,  professeur  de  géométrie  descriptive,  rue  Claude-Bernard,  71,  h  Paris  (5*). 

1892.  CARONNET,  docteur  es  sciences  mathématiqueS|  rue  Demours,  6a  bis,  à  Paris  (i^*)' 

1896.  CARTA?!,  maître   de  conférences  k  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Suchet,  38,  à  Lyon. 

1887.  CARVALLO,    répétiteur   et  eiaminatenr   d'admission   à   l'École  Polytechnique,   rue 

Clovis,  I,  à  Paris  (5"). 

1887.  GASPARY  (F.),  Joachimsthalerstrasse,  43,   à  Gharlottenburg  (Allemagne). 

1890.  CERBRCRBITZ  (baronne  Nanny,  née   de  Lagerborg),  Georgsgatan,  aa,  h  Helsingfors.. 

1892.  CELLÉRIBR  (Gustave),  quai  des  Eaux-Vives,  34,  à  Genève  (Suisse). 
1896.  GBLS,  professeur  au  lycée  Gondorcet,  6,  square  du  Reulc,  à  Paris  (8*). 

1887.  GERROTI,  professeur  &  PUniversité,  rue  délie  Sette  Sale,  16,  à  Rome  (Italie). 

1888.  GilAILAll  (Edouard),  rue Bertholtet,  16,  à  Paris  (5*). 

1893.  GHARLIAT,  ingénieur  des  arts  et  manufactures,  rue  de  Paradis,  46,  à  Paris  (10*). 
1896.  GIARVE,  professeur  à  la   Faculté  des  Sciences,  cours  Pierro-Puget,  60,  à  Marseille. 
1881 .  CDEMIIV,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  avenue  Montaigne,  33,  à  Paris  (8*). 
1-884.  CBRYSTAL,  professeur  à  l'Université,  à  Edimbourg  (Ecosse). 

1875.  GLADDE-LAFONTAINE,  banquier,  rue  de  Trcvise,  3a,  ii  Paris  (9*). 

1872.  COLLIGNO?!,  inspecteur  général  des  ponts  et  chaussées,  rue  de  Seine,  6,  h  Paris  («6*) . 

1890.  GOLOT,  chftteau  du  Seuil,  à  Gérons  (Gironde). 

1898.  COMRBBIAG,  capitaine  du  génie,  à  Limoges. 

1900.  COHTB  (Firmin),  ingénieur  des  ponts  et  chaussées  en  congé,  h  Rar-le-Duc. 

1*896.  COSSBRAT  (E.),  professeur  à  la  Faculté   des  Sciences,  rue  de  Metz,  i,  à  Toulouse. 

1896.  GOSSERAT  (  F.),  ingén.  en  chef  des  ponte  et  chaussées,  rue  d'Alsace,  a3,  à  Paris  (10*  ). 

1900.  GO1T0IV  (Emile),  maître  de  conférences  à  l'Université  de  Grenoble. 

1896.  CODRTI?!,  chef  de  bataillon  du  génie  en  retraite,  rue  Monge,  ai,  à  Paris  (5*). 

1884.  CRAI€,  professeur  à  l'Université  John  Hupkins,  il  Rnltimore  (États-Unis  d'Amérique). 

1877.  CRSIIOll A,  sénateur,  directeur  de  l'École  des  Ingénieurs,  à  Rome  (Italie). 

^   1872.  DARBOIIX,  secrétaire  perpétuel  de  l'Académie  des  Sciences,  doyen  de  la   Faculté  des 
Sciences,  rue  Gay-Lusnac,  36,  à  Paris  (5*). 

^   1^85.  DAUTHEVILLE,  professeur  à  la  Faculté  desScienccs,  à  Montpellier(IIérauIt}. 

1881.  DEFfORCES,  lieutenant-colonel  d'inftinterie,  en  mission  à  Constautiaople  (  Turquie). 

1882.  DELANXOY,  sons- intendant  mililniro  en  retraite,  hGuérct  (Creuse). 

1895.  DELAt.XAY  (N.),  professeur  à  l'Institut  Polytechnique  Empereur  Nicolas  H,  à  Vaisovie. 

1899.  DELESER,  ingénieur  des  ponts  cl  chaussées,  à  Aubenas  (Ardèche). 
-    1885.  DEVARTRES,  doyen  de  lu  Faculté  des  Sciences,  à  Lille  (Nord). 

1892.  DKNOILIM  (  Alp.),  professeur  à  l'Universilé,  rue  du  Bas-Polder,  ao,  h  Gand  (Belgique). 

1897.  DEXIS  (Henrv),  élève  libre  h  rEcoIe  d'application  du  Génie  maritime,  rue  de  Flcu* 

rus,  23,  à  Paris  (6'). 

1883.  DKRU^TS,  professeur  à  l'Université,  rue  des  Augustins,  35,  à  Liège  (Belgique). 
I89i.  DESAIi^T,  docteur   es  sciences,    boulevard  Gouvion-Sainl-Cyr,  4v>  h  Paris  (17'). 
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1900.     DiCKbTKIN,  117,  Marszatkowska,  Varsovie. 

1899.  DRACH  (Jules),  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Clermont-Ferrand . 

1896.  iOIIAS  (G.),  licencié  es  sciences,  à  Gland,  canton  de  Yaud  (Suisse). 

1897.  BIHONT,  professeur  au  lycée,  rue  Royale,  10,  à  Annecy  (Haute-Savoie). 
1886.     DDNCAN,  Consulting  Engineer,  Empire  Building,  Hroadway,  71,  New-York  City. 

1895.  DDPORGQ  (Ernest),  ingénieur  des  télégraphes,  boulevard  Pereire,  16a,  à  Paris  (17*). 

1896.  DUPORT  (Henry),  professeur  à  l'Université,  rue  ColoneUde-Grancey,  i,  à  Dijon. 

1897.  DURAN-LORICA,  command.  d'artillerie,  20,  plaza  de  Maria  Pita,  à  ta  Corogne  (Espagne). 
1885.  DY€K  (Waltiier),  Tecknische  Hochschule,  à  Munich  (Bavière). 

1900.  ESTi^AVE,  docteur  es  sciences,  à  la  Sorbonne,  à  Paris  (5*). 

1900.  KSTIEXNE,  capitaine  au  19*  régiment  d'artillerie,  à  Nice. 

1896.     EUVERTB,  ancien  él^ve  de  l'École  Polytechnique,  ancien  capitaine  d'artillerie,  rue  de 
Seine,  6,  à  Paris  (6«). 

--  1888.     PAERY,  professeur  à  lu  Faculté  des  Sciences,  à  Montpellier  (Hérault). 

1891.  PAOQVBIIEERGUE,  professeur  au  lycée,  à  Mont-dc-Marsan  (Landes). 

1898.  FERRER,  capitaine  d'artillerie,  professeur  adjoint  à  l'École  d'application,  rue  d'Avoii, 

17,  à  Fontainebleau  (Seine-et-Marne). 

1892.  PEHR  (Henri),  professeur  à  l'Université,  rue  Gevray,  19,  à  Genève  (Suisse). 

1885.     PIKLDS(John),  professeur  de  mathématiques,  356-357^''  street,  à  Cbieago. 

1881.     PLOQOET,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  me  Saint-Lambert,  17.  à  Nancy. 

1872.     PLYE  SAIKTK-XARIE,  chef  d'escadron  d'artillerie  en  retraite,  ancien  répétiteur  à  l'École 
Polytechnique,  place  Royer-Collard,  à  Vitry-le-François  (Marne). 

1896.  PONTANEAU,  ancien  officier  de  marine,  cours  Bugeaud,  8,  à  Limoges  (Haute- Vienne). 

1897.  POXTENÉ,  professeur  au  collège  Rollin,  boulevard  Barliès,  31  bt'a,  h  Paris  (18*). 

1895.  P0YTÈ8,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  rue  Romiguières,  3,  à  Toulouse. 

1891.  FOMTVIULAKT  (db),  profen.  à  l'École  Centrale,  rue  d'ErlauRor,  39,  Paris-Auteuil  (16*). 

1889.  PIIICHK,  professeur  de  matliématiqucs,  rue  Soufllot,  5,  à  Paris  (5*). 

1872.     POURET,  examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique,  me  Washington,  16  (8*). 

1892.  PROIiOV  (le  général),  quai  des  Eaux-Vives,  36,  à  Genève  (Suisse). 

1900.     CALIEAKO  (Z.-S.  de)»  professeur  ii  l'Université,  à  Saragoste. 

1872.     CARIEL,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  professeur  il  la  Faculté  de  Médecine, 
rue  Édouard-Detaille,  6,  à  Paris  (i;*). 

1896.  GAUTttlER-YILLARS,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  éditeur,  quai  des  Grands- 

Augusttns,  55,  à  Paris  (6'). 

1890.  CEBBIA,  professeur  libre  à  l'Université,  h  Palerme  (Italie). 

1872.     CEKTY   (E.),  ingénieur   en  chef  des    ponts   et   chaussées,  rue  de  Vaugirard,  207,  il 

Paris  (i5-). 

1890.     CEBiTY  (Max),  lieutenant  de  vaisseau,  directeur  du  Paie  d'aérostation  de  Lagoubran, 
villa  Emeriau,  à  Toulon. 

1890.     CERBALDI,  professeur  ii  l'Université,  via  Daita,  ix,  h  Palerme  (Italie). 

1897.  CERRANS,  professeur  à  Worcester  Collège,  Saint-John  Street,  20,  h  Oxford  (Grande- 

Bretagne). 

1896.     CIRARDVILLE,  capitaine  d'artillerie,  avenue  Marigny,  i33,  à  Montreuil-sous-Bois  (Seine). 

—   1881.     COURSAT,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,   répétiteur  à  l'École  Polytechnique, 
boulevard  Arago,  112,  à  Paris  (i4")* 
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1896.     CSBINIIILL,  profesiieur  à  TÉcoIe  d'artillerie,  à  Wooiwich  (Grande-BreUgne). 

1896.     6RKVY,  profeBseur  au  lycée  Saint-Louis,  boulevard  Saint-Germain,  i3,  à  Paris  (5*). 

1899.  CDADKT,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  boulevard  Saint-Germain,  a^o  bU^  à 

Paris  (7*). 

1880.  SOCCIA  (Jean),  proreaseur  à  l'Université,  via  Riiggiero  Settimo,  a8,  à  Palerme  (Italie). 
^  1900.     CDIGUIRD,  professeur  h  l'Université  de  Clermont-Ferrand. 

1891.  CIINAIUES,  officier  du  génie,  à  l'Académie  des  Sciences,  rue  Nova  da  Piedade,  55, 

•  Lisbo»o«  (  Portugal  ). 

1881 .  CUHTBIR  (  D'  Sigismond ),  professeur  à  l'École  Polytechnique,  à  Munich  (  Bavière). 
1885.     CDYOD,  membre  de  l'Institut,  capitaine  de  frégate,  rue  de  rUniversité,i3,  à  Paris  (  7*). 
1873.     MAAfi,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  répétiteur  h  TÉcole  Polytechnique, 

rue  Chardin,  11  bis^  à  Paris  (16*). 

1882.  HAIICH,  directeur  de  l'École  dos  Ingénieurs,  à  Lima  (Pérou). 

^  1896.     lAOANARO,  professeur  adjoint  à  la  Faculté  des   Sciences,   professeur  suppléant  au 
Collège  de  France,  rue  Huroboldt,  a5,  à  Paris  (i4*)- 

1894.  HALSTEB, professeur  à  l'Université  du  Texas,  Guadalupe  Street,  3407,  à  Auslin  (Texas). 

1900.  UARiEL,  élève  ingénieur  à  l'École  des  Ponts  et  Chaussées,  aa,  place  Malesberbes,  à 

Paris  (17*). 

1872.     HATOm  DE  LA  COIiriLLIBRE,  membre  de  l'Institut,  inspecteur  général  des  mines,  direc- 
teur honoraire  de  l'École  des  mines,  boulevard  Suint-Michel,  60,  à  Paris  (6*). 

1872.  IBNRY,  inspecteur  général  des  ponts  et  chaussées,  boni.  Si-Germain,  a  a,  à  Paris  (5*). 

1892.  lERNANII,  libraire-éditeur,  rue  de  la  Sorbonne,  8,  à  Paris  (5*). 

1873.  HERMITE,  membre  de  l'Institut,  professeur  honoraire  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue 

do  la  Sorbonne,  a,  à  Paris  (5*). 

1893.  IIOUX,  professeur  en  retraite,  rue  des  Fossés-Saint-Jacquesy  iH,  à  Paris  (5*). 
1900.     nOFFBAlER,  ancien  lieutenant  d'artillerie,  rue  Malus,  i,  à  Paris  (5'). 

1879.  MOLST  (Elling),  professeurà  l'École  Polytechnique,  à  Hôvik,  près  Christiania  (Norvège). 

1895.  lOTT  (Stanislas),  professeurà  l'École  S^-Geneviève,  rue  Bausset,  i),  à  Paris  (i5*). 

1872.  lOOBtCANT,  chef  debaUillon  du  génie  en  retraite,  rue  Lecourbe,  88,  à  Paris  (i5*). 

1880.  HOIRRRT,  ingénieur   en    chef    des   mines,   professeur  à    l'École  Polytechnique,  rue 

Daubigny,6  ,  à  Paris  (17*). 

1881.  IIBER,  directeur  des  études  à  l'École  Centrale,  rue  Montgolfler,  i,  à  Paris  (3*). 
1887.     ISSALY  (l'abbé),  rue  Margaux,  16,  à  Bordeaux  (Gironde). 

1896.  JACQIET  (E.),  professeur  au  Prytanée  militaire,  rue  Couchot,  8,  à  la  Flèche. 

1898.     JAHiVKE,  assistant  à  l'Université  de  Berlin,  Pariserstrasse,  55,  à  Berlin  W'»  (Alle- 
magne). 

1873.  JANIt^,  chef  d'escadron  au  i5*  régiment  d'artillerie,  à  Douai  (Nord). 

1898.     JABRY  (N.),  ingénieur  civil,  rue  Michel-Bizot,  187,  à  Paris  (ia«). 

1872.    JAVARY,  chef  de  bataillon  du  génie  en  retraite,  chef  des  travaux  graphiques  à  l'École 
Polytechnique,  rue  du  Cardinal-Lemoine,  i,  à  Paris  (5"). 

1872.    JORDAR,  membre  de  l'Institut,  professeur  à  l'École  Polytechnique  et  au  Collège  de 
France,  rue  de  Varenne,  48,  U  Paris  (7*;. 

1872.     JOUPPRET,  lieutenant-colonel  d'artillerie,  rue  de  l'Estrapade,  ao,  à  Paris  (5«). 

1875.     JI1N€,  professeur  à  l'Institut  technique  supérieur,  viu  Borgonuovo,  9,  à  Milan  (Italie). 

'-  1890.     KOBB  (Gustaf),  maître  de  conférences  h  l'Université,  à  Stockholm  (Suède). 

1892.     KOCI   (H.  von},     maître    de    conférences  à   l'Université,    à  Djursbulm-Slockholm 
(Suède). 
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1880.  KSNICS,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris,  répétiteur  à  l'École  Poly- 

technique, boulevard  Arago,  zoi,  à  Paris  (i4*)' 

1897.  LACADCHIB,  ingénieur  civil,  chef  du  laboratoire  de  la  Compagnie  générale  des  Omni- 

bus, rue  Ballu,  3i,  à  Paris  (9*). 

1881.  LACOR, professeur  de  mathématiques,  boulevard  du  Mont- Parnasse, 96,  à  Paris  (i4')> 
1873.     LAiSANT,  docteur  es  sciences,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  avenue  Victor-Hugo, 

162,  à  Paris  (i6«). 
1893.     LANCBLIIV,  boulevard  Arago,  97,  à  Paris  (i^*)- 

1899.  LANDAU  (Edmond),  docteur  en  philosophie,  Sommerstrasse,  2,  Berlin,  N.  W. 

1896.     LASOSe,  ingénieur  des  télégraphes,  Usine  des  cftbles  sous-marins,  à  La  Seyne  (  Var). 

1896.     LAUCEL,  ancien  atUché  d'ambassade,  villa  des  Bruyères,  au  Golfe  Juan  (Alpes-Mar*«"). 

1873.     IjAIITI,  manufacturier,  h  Tbann  (Alsace). 

1896.     LEAU,  professeur  au  collège  Stanislas,  rue  Saint-Placide,  bf\,  à  Paris  (6*). 

1880.     LÉAUTB,  membre  de  l'Institut,  boulevard  de  Gourcelles,  18,  h  Paris  (17*). 

1896.     LEBEL,  professeur  au   lycée   de  Montpellier,  villa  Mont-Carmel,  avenue  Bouisson- 

Berirand,  à  Montpellier. 
1893.     LECORlfU,  ingénieur  en  chef  des  mines,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rueOay- 

Lussac,  3,  à  Paris  (5*). 
1895.     LÉMERAY,  licencié  es  sciences,  ingénieur  civil  du  génie  maritime,  rue  Yille-ès-Martin, 

109  6m,  à  Saint-Nazaire  (Loire-Inférieure). 
1872.     LEMOIKE  (Emile),  ancien  élève  de  l'École  Polyteclinique,  avenue  du  Maine,  32,  h  Paris. 
1879.     LE  PAI€B,  professeur  à  l'Université,  à  l'observatoire  de  Cointe,  h  Liège  (Belgique). 
1895.     LE  ROUX,  maître  do  conférencen  à  la  Faculté  des  Sciences,  faubourg  do  Fougères,  ^i, 

à  Rennes  (Ille-et-Vilaino). 

1898.  LE  ROY,  docteur  es  sciences,  rue  de  l'Abbé-de-l'Épéc,  8,  à  Paris  (5*). 
1891 .     LERY,  agent  voycr  d'arrondissement,  à  Pontoise  (Seine-et-Oise). 

1872.  LESPIAULT,  doyen  honoraire  do  la  Faculté  des  Sciences  de  Bordeaux,  à  Nérac  (Lot-et- 
Garonne). 

1900.  LEYI  CIVITA  (T.),  professeur  à  l'Université,  h  Padouc  (IUlie). 

1882.  LBVY  (Lucien),  répétiteur  et  examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique,  rue 

du  Regard,  12,  ii  Paris  (6*). 
1872.     LÉVY  (Maurice),  membre  de  l'Institut,  inspecleur  général  des  ponts  et  chaussées, 
professeur  au  Collège  de  France,  avenue  du  Trocadéro,  i5,  ii  Paris  (16*). 

1875.     LEZ  (Henri),  à  Lorrez-le-Bocage  (Seine-et-Marne). 

1898.     LIXDELÔF  (Ernst),  professeur  à  l'Université,  Boulevardsgatan,  la,  à  Helsîngfors. 

1877.     LINDEMANK,  professeur  &  l'Université,  Franz- Joseph strasse,  12,  h  Munich  (Bavière). 

1886.     LIOUVILLE,  ingénieur  des  poudres,  examinateur  des  élèves  à  l'École  Polytechnique, 

quai  Henri  IV,  12,  à  Paris  (4'). 
1900.     lOVETT  (E.-O  ),  à  Princeton,  New-Jersey. 
1888.    LUCtS  (Félix),    ingénieur  en  chef  des  ponts   et    chaussées,   rue   Boissière,  3o,    ô 

Paris  (i6«). 

1886.  LY03I,  docteur  es  sciences  mathématiques,  chemin  de  la  Roseraie,  26,  à  Genève 
(Suisse). 

1882.  HACE  DE  LBPINAY,  professenr  de  mathématiques  spéciales  au  lycée  Henri  IV,  rue 
Claude-Bernard,  63,  à  Paris  (5'). 

1895.  MAILLET,  docteur  es  sciences,  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  rue  de  Fontenay,  11, 
à  Bourg-1  a-Reine  (Seine). 

1875.     MALLOIZEL,  professeur  de  mathématiques,  rue  de  l'Estrapade,  7,  à  Paris  (5*). 

1872.  MAKKBEIM,  colonel  d'artillerie  en  retraite,  professeur  h  l'École  Polytechnique,  boule- 
vard Bcauséjour,  i,  ù  Paris  (i^»'). 
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1884.  lASTIN  (Artemas),  GolumbU  street,  i534,  N.  W.,  à  Washington  D.  G.  (États-Unis 
d'Amérique). 

1889.  MARTIN  (  Emile),  ancien  élère  de  l'Éeole  Polytechnique,  professeur  de  mathématiques, 
I,  square  du  Croisic  (boulevard  du  Mont-Parnasse),  à  Paris  (i5*). 

1894.     HADPI^,  professeur  au  collège,  à  Issoire  (Puy-de-Ddroe). 

1897.  IB0MK8,  professeur  à  l'École  Polytechnique  supérieure,  Woissburçstrasse,  29,  à 
Stuttgart  (Wurtemberg). 

1889.  MKNDIZABAL  TANBOREL  (de),  membre  de  la  Société  de  Géographie  de  Mexico,  calledo 
Jésus,  i3,  k  Mexico  (Mexique). 

1884.  MERCBRRAO»  licencié  es  sciences,  rue  de  l'Unirersité,  193,  li  Paris  (7*). 

1893.  mClIKL  (François),  inspecteur  de  Texploitation  aux  chemins  de  fer  du  Nord,  h 
Béthune  (  Pas-de-Calais  ). 

1899.  mLLRR  (D'  G.-A.),  professeur  à  Cornell  Unirersity,  à  llhaca,,  N.  T.  (États-Unis). 
1873.     IIITTA€-LErrLRR,  professeur  ii l'Université,  h  Stockholm  (Suéde). 

1897.  MNTCREDiL  (l'abbé  db),  école  de  Tlmmaculée-Conception  Sainte-Marie  (Caousou), 

à  Toulouse. 

1898.  KORTRSSDS  DR  RALLORR  (R.  de),  rue  de  Meaux,  13,  à  Senlis  (Oise). 

1872.  IIOI)TARR,inspect.  général  des  mines  en  retraite,  rue  du  Val-de-Gràce,  9,  à  Pari*  (5'). 
1888.     miKBOPADIYAT  (Asutosh),  professeur  de  mathématiques,  Russa  Road,  77,  Norlh  Rho- 

wanipore,  h  Calcutta  (lude). 
1898.     NAGD  (C),  éditeur,  rue  Racine,  3,  à  Paris  (6*). 

1885.  NKDBRRfi,  professeur  à  l'Université,  rue  Selessin,  6,  à  Liège  (Belgique). 

1897.  NICOLLIBR,  professeur,  ii  Montreux  (Suisse). 

1900.  NIEWERCLOWSKI,  docteur  es  sciences,  inspecteur  de  l'Académie  de  Paris,  rue  de  l'Ar- 

balète, 35  (5«). 

1882.  #CACNR  (M.n'),   ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  professeur  à  l'École  des  Ponts 

et  Chaussées»  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  La  Boétie,  3o,  à  Paris (8*). 

1873.  OYIDiO  (Enrico  d'),  professeur  à  rUaiver»ilé,  Gorso-Oporto,  3o,  à  Turin  (Italie). 

-  1893.  PAIKLEVR,  membre  de  l'Institut,  maître  de  conférences  à  l'École  Normale  supérieure, 
répétiteur  à  l'Ecole  Polytechnique,  rue  de  Rennes,  99,  à  Paris  (6*). 

1888.  PAPELIER  (Georges),  professeur  de  mathématiques  spéciales  au  lycée,  rue  de  Re- 
couvrance,  30,  k  Orléans  (  Loiret). 

1884.     PARAF,  maître  de  conférences  h  la  Faculté  des  Sciences,  à  Toulouse. 

1872.     PARIEKTIER,  général  du  génie  en  retraite,  rue  du  Cirque,  5,  à  Paris  (8*). 

1872.  PARRAN,  ingénieur  en  chef  des  mines*,  rue  des  Saints-Pères,  56,  h  Paris  (7*). 
1881.     PELLET,  doyen    de   la  Faculté  des   Sciences,  rue  Pascal,  33,  à  Clermont-Fermnd. 

1883.  PELLETRSAIJ,  ing.  en  chef  des  chemins  de  fer  éthiopiens,  rue  Scribe,  5,  &  Paris  (9*). 

1898.  PELLBTREAU  (Georges),  sous-inspectenr  de  l'exploitation  des  chemins  de  fer  du  ^ord, 

3i,  rue  Raudin,  il  Paris  (9"). 
1900.     PERGHOT,  astronome  adjoint  à  l'Observatoire  de  Paris,  7,  rue  SchelTer  fi6'). 

1874.  PERCIII,  général  de  brigade,  chef  du  cabinet  du  ministre  de  la  guerre. 
1881.     PEROTT  (Joseph),  Université  Clarlc,  à  Worcnster  (Massachusetts). 

1873.  PRRRIN,  ingénieur  en  chef  des  mines,  avenue  d'Eylau,  9,  à  Paris  (16*). 
1892.  PERRIN  (Élie),  professeur  de  mathématiques,  rue  Laraandé,  7,  ii  Paria  (17*). 
1896.  PETROVITCli,  professeur  à  l'Université,  Kossantch-Venac,  a4,  à  Belgrade  (Serbie). 
1887.  PEZZO  (del),  professeur  ii  l'Université,  via  Gennaro  Serra,  75,  il  Naples  (Italie). 

•^1879.     PICARD  (Emile),   membre  de  l'Institut,  professeur  à  lu  Faculté   des  Sciences  et  à 
l'Ecole  Centrale  des  Arts  et  Manufactures,  rue  Soulllot,  i3,  a  Paris  (5'). 
1872.     PICQOET,  chef  de  bataillon  du  génie,  examinateur  d'admission  ii  l'Ecole  Polylech* 
nique,  rue  de  Coude,  2|,  à  Paiis  (0'). 
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1896.     PIKBOX,  inspecteur  général  de  l'Instruction  publique,  rue  d'Assas,  5o,  à  Paris  (6*). 
1899.     PIERPONT  (James),  prof,  de  l'Université  Yale,  4a,  Mansfield  st.,  New  Haven,   Cod- 

necticut  (  États-Unis  ).  * 

^    1882.     POINCARB,  membre  de  l'Institut  et  du  Bureau   des   Longitudes,  ingénieur  en  chef 

des  mines,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Claude-Bernard,  63  (5*). 
1872.     POLI€NAC (prince  C.  db),  villa  Jessie,  à  Cannes  (Alpes-Maritimes). 

1899.  PBIKGSHEII,  professeur  à  l'Université  de  Munich,  13,  Arcisstrasse. 

1896.     PftIIVOST,  inspecteur  général   de  l'Instruction   publique,  11,   rue  de  la   Tour,    à 

Paris  (i6«). 
1872.     POTZ,  général  d'artillerie  en  retraite,  rue  Saint-Merry,  98,  il  Fontainebleau. 
1896.     QUIQUET,  actuaire  de  la  Compagnie /a  NationaUf  rue  de  Grammont,  i3,  à  Paris  (a*). 

1898.  RAIDT  (Charles),  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  rue  Duplessis,  77,  à  Ver- 
sailles (  Seine-et-Oise  ) . 

1872.     RADAU,  membre  de  l'Institut,  rue  de  Tournon,  la,  à  Paris  (6*). 

1883.  RAFPY,  professeur-adjoint  à  la  Faculté  des  Sciences,  mettre  de  conférences  à 
l'École  Normale  supérieure,  rue  Nicole,  7,  à  Paris  (5*). 

1900.  RENARD,  rue  de  la  Tour,  7,  à  Paris  (16*). 

1898.  RIPERT,  commandant  du  génie  en  retraite,  rue  Saint>Antoine,  aoo,  à  Paris  (4*). 

1893.  RIVEREAI]  (l'abbé),  professeur  à  l'Institut  catholique,  à  Angers  (Maine-et-Loire). 

1872.  ROUART,  ingénieur  civil,  rue  de  Lisbonne,  34,  à  Paris  (8*). 

1872.  ROOCHB,  de  l'Institut,  professeur  au  Conservatoire  des  arts  et  métiers,  examina- 
teur des  élèves  à  l'École  Polytechnique,  boulevard  S^-Germain,  3i3,  à  Paris  (7*). 

1896.  R0U6IER,  docteur  es  sciences,  professeur  au  lycée,  à  Toulon  (  Var). 

1885.  ROUQUBT  (V.),  professeur  honoraire  de  mathématiques  spéciales,  à  Belpech  (Aude). 

1900.  SALTYKOW,  maître  es  sciences  mathématiques,  rue  du  Cardinal-Lemoine,  71  (5*). 

1896.  SANCHEZ,  directeur  de  l'observatoire,  à  San  Salvador  (République  de  San  Salvador). 
1889.  SARAZ,  professeur  de  mathématiques,  rue  Saint-Jacques,  aao,  à  Paris  (5*). 

1872.  SARRAU,  membre  de  l'Institut,  ingénieur  en  chef  des  poudres,  professeur  h  l^cole 
Polytechnique,  avenue  Daumesnil,  9  bis,  &  Saint-Mandé  (Seine). 

1872.  SARTIAUX,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  chef  de  l'exploitation  ii  la  Com- 

pagnie du  chemin  de  fer  du  Nord,  à  Paris. 
1885.     SAUVAGE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Marseille  CBouchcs-du -Rhône). 
1881.     SGHLEGEL,  professeur  à  l'École  technique,  Volme8tra8se,6a,  ii  Hagen  (Allemagne). 

1897.  SCIIOU  (Erik),  Gl.  Antvorskov,  à  Slagelse  (Danemark). 

1881 .  SCHOUTE,  professeur  à  l'Université,  à  Groningue  (Hollande), 

1896.     SB6UIER  (J.-A.  de),  docteur  es  sciences,  rue  de  Sèvres,  35,  k  Paris  (6*). 

1882.  SKL1VAN0PF  (Démétrius),  attaché  à  l'Université,  FonUnka,  1 16,  log.  16,  à  Saint-Péters- 

bourg (Russie). 
1900.     SERVANT,  docteur  es  sciences,  Grande-Rue,  75,  à  Bourg-I a-Reine  (Seine). 
1900.     SPARRE  (comte Magn us  db),  château  de  Yallière,  à  S^-Georges-de-Reneins  (Rliône). 
1881 .     STARKOFF,  Maximilianovskiy  pereonlok,  19,  log.  la,  h  Saint-Pétersbourg  (Russie). 
1879.     8TEPHAN0S  (D'  Cyparissos),  professeur  à  l'Université,  à  Athèues<( Grèce). 

1898.  STÔRBIER  (Cari),  chargé  de  cours  à  l'Université,  Holtegaden,  1 4,  à  Christiania. 

1873.  STUDNICKA,  professeur  à  l'Université,  à  Prague  (Bohème). 
1872.     SYLOW,  professeur  &  l'Université,  k  Frederikshald  (Norwège). 

1899.  SYRIEIX,  boulevard  Beauséjour,  a3,  à  Paris  (16*). 

1896.     TAKNENBERG  (de),  professeur  à   la   Faculté  des  Sciences,  à  Bordeaux  (Gironde). 

1872.     TAXKERY(Paul),directeurdes  manufactures  de  l'État,  à  Pïintin  (Seine). 

1875.     TAM.\KRY  (Jules),  sons-directeur  à  l'École  Normale  siip.,  rue  d'Ulm,  45,  à  Paris  (5*). 
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1882.    TARRY  (Gaston),  receTour  des  Contributions  diverses»  à  Kouba  (Algérie). 
1897.     TAMY  (Harold),  inspecteur  des  finances  en  retraite,  à  Kouba  (Algérie). 

1872.  TERUm,  professeur  au  collège  Chaptal,  avenue  Léonie,    ,  à  Saint-Cloud. 

1899.  THTRAOT  (Alexandre),  docteur  es  sciences,  professeur  au  lycée  Gondorcet,  place  d'An- 

vers, 10,  à  Paris  (g*). 

1873.  TISS6T,  ancien  examinateur  d'admission  à  TËcole  Polytechnique,  h  Voreppe  (  Isère). 
1896.     TISSOT,  enseigne  de  vaisseau,  professeur  au  Borda^  &  Brest  (Finistère). 

1896.     TORRBS,  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  Yalgame  Dios,  3,  à  Madrid  (  Espagne). 
1893.    TOUCHE,   lieutenant-colonel  d'artillerie  territoriale,  rue  Truffault^  a3,  à  Paris  (17*). 

1872.  TRKSGA,  ingénieur   en  chef  des  ponts  et  chaussées  en  retraite,  ch&teau  de  Cour- 

tozé,  par  Venddme  (Loir-et-Cher). 

1896.  TRBSSK,  doct.  es  sciences,  prof,  au  collège  Rollin,  rue  Caulincourt,  ao,  à  Paris  (18*). 
—  1893.     VALLKB-POUSSIIV  (Cb.-J.  dc  la),  professeur  à  l'Université,  rue  de  Namur,  190,  à  Lou- 

vain  (Belgique). 
1880.     VANBCBK  (J.-S.),  professeur  au  lycée,  à  Jicin  (Bohème). 

1897.  VASSiLAS-VITAUS  (  J.),  docteur  de  TUniveraité,  rue  Polydète,  5,  à  Athènes  (Grèce). 

1898.  VASSILIEP,  président  de  la  Société  physico-mathématique,  à  Kasan  (Russie). 
1876.  VICAIRE,  inspecteur  général  des  mines,  rue  Gay-Lussac,  3o,  à  Paris  (5*). 
1888.  VOLTERRA  (  Vito),  professeur  à  l'Université  de  Rome. 

1900.  VUIRERT,  éditeur,  63,  boulevard  Saint-Germain  (5«). 

1893.  WACNKR,  professeur  à  l'École  J.-B.  Say,  rue  Spontini,  i3,  à  Paris  (i6*). 

1880.  WALCKRNABR,  ingénieur  en  chef  des  mines,  boulevard  St-Germain,  ai8,  à  Paris  (7*). 
1879.  WSILL,  directeur  du  collège  Chaptal,  boulevard  des  Batignolles,  45,  à  Paris  (8*). 

1873.  VfBYR  (D'  Edouard),  professeur  à  l'École  Polytechnique,  à  Prague  (Bohème). 
1878.  WORIS  lE  ROMILLY,  ingénieur  en  chef  des  mines,  rue  Balzac,  7,  à  Paris  (8*). 

1882.    ZABODRSKI,  membre  du  Comité  d'artillerie  et  professeur  à  l'Académie  d'Artillerie,  ii 

Saint-Pétersbourg  (Russie) . 
1890.    ZARBHRA,  docteur  es  sciences,  professeur  à  l'Université  de  Gracovie  (Autriche). 

1881.  ZEUTHEN,  professeur  k  l'Université,  Rosenvonget,  3,  Sidealle,  à  Copenhague. 
1898.     nWET,  South  \i^q\U  street,  644,  Ann-Arbor  (Michigan)  (Etats-Unis). 


SOCIKTAIRES    PRRPl^TUBLB. 

AGKBRHANN-TEUBNER,  à  Leipzig.—  REROIST  (décédé).-  BERDELLÉ,  à  Rioz.  —  BIBNAYNÉ 
(décédé).  —  BIOCRE,  âParis.  —  BISGUOrPSUEIII,  h  Paris.  -  BORCBAROT  (décédé).  - 
BOREL,  à  Paris.  —  BROCARi,  à  Bar-le-Duc—  CAlSET,à  Paris.—  CARVALLO,  à  Paris.— 
GIASLBS  (décédé).  —  CLAlIDE-lAPONTAINB,  k  Paris.—  POIJRET,  à  Paris.  —  6AUT0IBR- 
VILLARS  (décédé).  —  COURSAT,  à  Paris.  —  RALPHEN  (décédé).  —  HALSTER,  à  Austin. 

—  HAiANARD,  à  Paris.  —  NATON  BR  LA  fiOUriLLIBRE,  à  Paris.  —  HERMITE,  &  Paris.  — 
IIIRST( décédé).  —  HOTf,  à  Paris.  — JORBAN,  à  Paris.—  LAFFON  DE  LADBRAT  ( décédé) . 

—  LÉAOTÉ,  à  Paris.  —  MAILLET,  ii  Bourg-la-Reine.  —  MANNBEIII,  à  Paris.  —  DE  MEN- 
DIZABAL  TAMBOREL,  à  Mexico.  —  HERCEREAU,  à  Paris.  —  D'OCACNB,  à  Paris.  —  PEROU, 
à  Worcester.  —  PERRI»,  au  Mans.  —  POIKCARÉ,  à  Paris.  —  POLICRAC (prince  C.  de),  à 
Cannes.  —  RAFFY,  à  Paris.  —  SÉLIVA?IOFF,  k  Saint-Pétersbourg.  —  SPARRE  (comte 
M.  db),  k  Saint-Georges-de-Reneins.  —  SYLOW,  k  Frederikshald.  —  TANNERY(Paul), 
k  Paris.  —  TARRY  (G.),  k  Kouba.  -  TCHEBICHEF  (décédé).-  VIELLARD  (décédé). 
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LISTE 


PRÉSIDENTS  DE  LA  SOGIÉTB  NATHÈNATieUB  DE  FRAMGE 


DEPUIS    SA    FONDATION. 


UN. 


MM. 


1873 

CnASLCS. 

1888 

LAiSAirr. 

1874 

LAPrON  M  LA»ÉBn. 

1889 

AIDBÉ  (DÉSIRÉ). 

1875 

KBlfAYHi. 

1890 

HATON  DE  LA  GOUPILLIÉRK 

1876 

DE  LACODIIMERIE. 

1891 

.  GOLLICNON. 

1877 

MAi^imem. 

1892 

VICAIRE. 

1878 

DARIODX. 

1893 

HBIliBRT. 

1879 

0.  BIKNKT. 

1894 

PK^BT. 

1880 

MRBAK. 

1895 

CeURBAT. 

1881 

LACeilllB. 

1896 

KC!fl6S. 

1882 

HALPHEi«. 

1897 

PICARD. 

1883 

RO0€BÉ. 

1898 

LECORNU. 

1884 

PICARD. 

1899 

CUYOll. 

1885 

APPELL. 

1900 

POINCARB. 

1886 

POIIVCARB. 

1901 

D'0€A€KE. 

1887 

FOBBBT. 
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Liste  des  Sociétés  scientifiques  et  des  Recueils  périodiques  avec  lesquels 
la  Société  mathématique  de  France  échange  son  Bulletin. 


Amsterdam. 
Amsterdam . 
Amsterdam . 

Baltimore.  . 

Berlin 

Berlin 

Berlin 

Berlin 

Bologne 

Bordeaui..  . 

Bruielled. . . 

Bruxelles.. . 
Cambridge. 
Christiania. 
Coîmbre.  .. 

Copenhague 
Cracovie. . . . 

Delft 

Édimboui*);. 
Edimbourg. 

Gand 

Goettingue. 
Hambourg.. 

Harlem 

Helsingrors. 

Kasan 

Kharkov 

Kharkov. . . . 

Leipzig 

Leipzig 

Liège 

Londres 

Londres. . . . 
Londres.. . . 
Lazem  bourg 
Marseille. . . 
Mexico  ..   .. 


Académie  Royale  des  Sciences  d'Amsterdam. 

Société  mathématique  d'Amsterdam. 

Revue  semestrielle  des  publications  mathéma- 
tiques, 

American   Journal  of  Mathematics, 

Académie  des  Sciences  de  Berlin. 

Archiv  fur  Mathematik  und  Physih, 

Jahrbuch  ûber  die  Fortschritle  der  Mathe- 
matik, 

Journal  fur  die  reine  und  angewandte  Ma- 
thematik. 

Académie  des  Sciences  de  l'Institut  de  Bo- 
logne. 

Société  des  Sciences  physiques  et  naturelles 
de  Bordeaux. 

Académie  Royale  des  Sciences,  des  Lettres  et 
des  Beaux-Arts  de  Belgique. 

Société  scientifique  de  Bruxelles. 

Société  philosophique  de  Cambridge. 

Archiv  for  Mathematik  og  Naturvidenskab. 

Jornal  de  Sciencias  matematicas  e  astrono- 
mie as, 

Nyt  Tidsskrift  for  Mathematik, 

Académie  des  Sciences  de  Cracovie. 

Ecole  Polytechnique  de  Delft. 

Société  Royale  d'Edimbourg. 

Société  mathématique  d'Edimbourg. 

Mathesis, 

Société  Royale  des  Sciences  de  Goettingue. 

Société  mathématique  de  Hambourg. 

Société  hollandaise  des  Sciences. 

Société  des  Sciences  de  Finlande. 

Société  physico-mathématique. 

Annales  de  l'Université. 

Société  mathématique  de  Kharkov. 

Société  Royale  des  Sciences  de  Saxe. 

Mathematische  Annalen, 

Société  Royale  des  Sciences,  à  l'Université. 

Société  astronomique  de  Londres. 

Société  mathématique  de  Londres. 
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PARIS, 
AU    SIÈGE   DE    LA    S(3CiÊTÉ, 

A     LA    SOUBONNE. 


MM.  les  Membres  de  la  Sociôlé  sont  priés  d'adresser  leur  cotisalion  à  M.  Claude-Ln/otUaim 
banquier,  rue  de  Trévise,  n"  3-2,  à  Paris ,  Trésorier  do  la  Société. 

IOn  s'abonne  et  l'on  trouve  les  Volumes  déjà  publiés  an  siège  de  la  Socié|jé^^à^a^^airi 
anlbier-Viliars,  55,  quai  des  Grands-Au^ustins,  Paris.  Digitized  by 


lies  sëances  de  la  Société  mtttliéiiiatîque  ont  lieu  les 
premier  et  troisième  mereredis  de  eiiaque  mois  k 
S  Iteures  et  demie. 

Ifepuls  le  fl'^'^  iflars  i900  les  séaners  de  la  Société  ont 
lieu  dans  une  «aile  de  la  Faeullé  des  tSeienees  (entrée 
plaee  de  la  Sorbonne,  escalier  tout  au  bout  de  la  gale- 
rie, deuxième  étage  à  droite). 

lies  membres  de  la  Soelété  ont  tlù  recevoir  une  earle. 
portant  le  timbre  du  Secrétariat,  leur  donnant  accès  à 
la  BibliothèciuedertJuiversité,  et  fournissant  à  ce  sujet 
les  renseignements  néressaircs;  ceux  qui  ne  l'aurnient 
pas  rcfue  sont  pries  d'en  informer  le  Secrétariat* 

lia  correspondance  peut  être  adressée,  soit  à  la 
Faculté  des  Sciences,  place  de  la  Sorbonne,  soit  au  domi- 
cile de  Vun  des  secrëtaires,  de  préférence  à  IVI.  Blwtel, 
sauf  ce  qui  concerne  la  rédaction  du  Bulletin  qui  doit 
être  adressé  de  préférence  à  M*  Borel. 


AVIS. 


Dans  sa  séance  du  2  février  i883,  le  Conseil  de  la  Société  ma- 
thématique de  France  a  décidé  qu'à  Tavenir  tout  Membre  de  la 
Société  qui  voudra  compléter  sa  collection  du  Bulletin  aura  le 
droit  personnel  de  le  faire,  une  seule  fois  pour  chacun  des  volumes 
publiés  avant  son  admission,  aux  prix  suivants  : 

Le  volume, 
fr 

Dî\  volumes  au  moins i,6o 

De  cinq  à  neuf  volumes 5, 00 

Moins  de  cinq  volumes : 6,00 


Dans  sa  séance  du  28  février  1900,  le  Conseil  de  la  Société 
mathématique  de  France  a  décidé  qu'à  l'avenir  tout  Membre  de 
la  Société,  auteur  d^un  travail  quelconque  inséré  dans  le  Bulle- 
tin et  désirant  en  obtenir  des  tirages  à  part,  devra  en  faire  la 
demande  en  retournant  l'épreuve  corrigée. 

Si  le  nombre  demandé  ne  dépasse  pas  cinquante,  les  frais  du 
tirage  à  part  seront  faits  par  la  Société. 


Conformément  à  des  décisions  prises  par  le  Conseil  et  par  la 
Commission  d'impression  : 

1°  Le  Bulletin,  depuis  le  Tome  XXVII,  paraît  tous  les 
trois  mois. 

2*^  Les  auteurs  de  tous  les  travaux  destinés  au  Bulletin  sont 
instamment  priés  d'inscrire  en  tête  de  leurs  manuscrits  la 
classification  que  leur  assigne,  d'après  le  sujet  traité,  V Index  du 
Répertoire  bibliographique  des  Sciences  mathématiques: 

3"  Ils  sont  également  invités  à  ne  pas  dépasser,  autant  que  pos- 
sible, la  proportion  de  une  figure  pour  quatre  pages  de  texte 
imprimé. 
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BULLETIN 

DE  LA 

SOCIÉTÉ   MATHÉMATIQUE  DE  FRANCE. 


COMPTES  RENDUS  DES  SËANCEiS 

(novembre  et  DECEMBRE   TQOO). 


SÉANCE    DU    7    NOVEMBRE     i900. 

PRÉSIDENCE  DE  H.    d'OCAGNE, 

Communications  : 

M.  d'Ocagne  :  L équation  du  septième  degré  et  la  Nomogra-^ 
phie. 

M.  Dt'PORCQ  fait  la  Communication  suivante  : 

Snr  un  remarquable  déplacemeat  à  deux  paramètres, 

1.  Je  rappellerai  (*)  tout  d'abord  les  propriétés  suivantes  des 
transformations  quadratiques  : 

La  donnée  de  cinq  couples  de  points  conjugués  dans  une 
transformation  quadratique  en  détermine  un  sixième, 

La  donnée  de  six  couples  de  points  conjugués  détermine,  en 
général,  une  infinité  de  couples  de  points  conjugués  qui  se 
correspondent  sur  deux  cubiques. 

Observons,  d'autre  part,  que  silli,  II2  et  fl,  désignent  trois  po- 
sitions dans  l'espace  d'un  plan  IT,  et  ai,  as,  a^  les  trois  positions 
correspondantes  d'un  point  a  de  ce  plan,  on  obtient  une  transfor- 

(^)  Comptes  rendus  de  VAcad,  des  Sciences,  16  mai  1898.  Voir  aussi  mes 
Premiers  principes  de  Ge'om.  modi,  p.  i/|2, 
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mation  quadratique  en  associant  au  point  a  le  point  a,  où  Taxe 
de  la  circonférence  (a^  a^aj)  coupe  un  plan  fixe  P. 

En  combinant  celte  remarque  aux  résultats  précédents,  on  voit 
aisément  que  : 

Si  le  plan  II  se  déplace  dans  V espace  de  sorte  que  cinq  de 
sespoints  restent  à  des  distances  fixes  de  cinq  points  du  plan  P^ 
il  existera  dans  les  plans  U  et  P  un  sixième  couple  de  points 
dont  la  distance  restera  invariable. 

De  même  : 

Si  six  couples  de  points  des  plans  U  et  V  restaient  à  des 
distances  invariables,  il  en  serait  en  général  de  même  d^une 
infinité  de  couples  de  points  associés  sur  deux  cubiques  CetV. 

3.  Ces  résultats  rappelés,  examinons  un  cas  particulièrement 
intéressant  du  premier  des  déplacements  précédents.  Les  six  points 
obtenus  dans  chacun  des  plans  P  et  II,  et  qui  doivent  se  corres- 
pondre dans  une  double  infinité  de  transformations  quadratiques, 
peuvent  former,  dans  chacun  de  ces  plans,  les  six  sommets  d'un 
quadrilatère  complet  :  à  trois  sommets  en  ligne  droite  dans  un  des 
quadrilatères  correspondent  alors  trois  sommets  non  en  ligne 
droite  dans  Pautre,  et  il  est  facile,  dans  ce  cas,  grâce  à  la  formule 
de  Stewart,  d'écrire  la  relation  qui  existe  entre  les  six  distances 
invariables;  il  nous  suffira,  d'ailleurs,  de  remarquer  que  cette  re* 
lation  est  linéaire  par  rapport  aux  carrés  de  ces  dislances. 

Soient,  en  particulier,  deux  quadrilatères  égaux,  aa'  bV ce'  ai 
aa'PP'yy',  a  et  a'  désignant  deux  sommets  opposés  du  premier 
de  ces  quadrilatères,  a  et  a'  les  sommets  homologues  de  Fautre,  de 
sorte  que  les  six  longueurs  à  envisager  ici  sont 

aa',     a'a,     b^\     fe'P,     ci,     c'y- 

La  relation  entre  ces  longueurs,  nécessairement  symétrique  par 
rapport  aux  distances  aa'  et  a'a,  par  exemple,  sera  donc  de  la 
forme 

(i)    a(^*  -+-  ^' )  H-  B  ("ftp'*  -h Fp*)  -+-  G  (^' V  J^'  )  -4-  D  =  o. 
Or,  supposons  maintenant  nos  deux  quadrilatères  symétriques 
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par  rajppori  à  une  droite  A,  de  sorte  que 

En  supposant  fixe  le  premier  quadrilatère,  si  nous  nous  donnons 
les  longueurs  6p'  et  cy',  nous  n'assujettirons  A  qu'à  deux  condi- 
tions, et  les  longueurs  égales  a  a'  et  a'oL  seront  déterminées  par  la 
relation  (i).  Le  déplacement  du  plan  II  dépendra  donc  de  deux 
paramètres^  et,  néanmoins,  les  six  sommets  du  second  quadrilatère 
resteront  à  des  distances  fixes  de  ceux  du  quadrilatère  fixe.  On 
conclut  de  là  le  théorème  suivant  : 

Étant  donnés  deux  quadrilatères  complets  symétriques  par 
rapport  à  une  droite,  si  l^on  réunit  chaque  sommet  au  symé- 
trique du  sommet  opposé,  au  moyen  de  six  tiges  articulées,  le 
système  obtenu  est  susceptible  d^une  déformation  dépendant 
de  deux  paramètres. 

On  voit  que,  si  Vun  des  quadrilatères  est  fixe,  les  six  som- 
mets  de  Vautre  décrispent  des  sphères» 

Enfin,  les  deux  quadrilatères  restent  constamment  symé- 
triques par  rapport  à  une  droite. 

3.  II  est  nécessaire  d'observer  que,  si  Ton  se  contentait  des 
quatre  liaisons,  deux  à  deux  égales,  63'  et  6' ,8,  cy'  et  c'y,  le  dé- 
placement relatif  des  quadrilatères  dépendrait  toujours  de  deux 
paramètres,  mais  qu'il  posséderait  néanmoins  plus  de  liberté  que 
le  précédent  :  on  pourrait,  en  effet,  en  se  donnant  arbitrairement 
la  longueur  aa',  par  exemple,  obtenir  un  déplacement  à  un  para- 
mètre, qui  ne  serait  pas  compris  dans  le  déplacement  de  tout  à 
rheure.  On  a  ainsi  un  curieux  exemple  de  décomposition  d'un 
déplacement  à  deux  paramètres. 

4.  Revenons  au  cas  de  nos  six  liaisons,  et  joignons-y  une  nou- 
velle, rf8',  d  et  8'  désignant  deux  points  quelconques  des  plans 
P  et  n.  Leur  déplacement  relatif  dépendra  alors  d'un  seul  para- 
mètre, mais,  cette  fois,  il  existera  nécessairement  (par  suite  du 
dernier  des  théorèmes  du  n'^  1)  deux  cubiques  C  et  r>  dont  les 
points  resteront  deux  à  deux  à  des  distances  invariabl<es.  Elles  sont 
faciles  à  définir  :  si,  en  effet,  rf'  désigne  le  symétrique  de  o'  par 
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rapport  a  l'axe  de  symélrîe,  A,  des  deux  quadrilatères,  la  cubique  G 
est  la  hessienne  du  réseau  ponctuel  formé  par  les  coniques  qui 
divisent  harmoniquement  les  segments  a  a',  66' (par  suite  aussi  ce') 
et  dd! .  Si  m  et  w!  désignent  deux  points  conjugués  à  toutes  ces 
coniques,  et,  par  suite,  situés  sur  G,  le  point  m  restera  à  une 
distance  invariable  du  point  |Ji',  symétrique  de  rn!  par  rapport  à 
*raxe  A.  On  peut  remarquer  que,  sur  la  cubique  G,  les  points  m 
et  m*  forment  un  couple  steinérien  (c'est-à-dire  que  les  tangentes 
en  ces  points  se  coupent  sur  la  cubique).  On  obtient  donc  le 
théorème  suivant,  dont  M.  Raoul  Bricard  m'a  communiqué 
l'énoncé  : 

Étant  données  dans  Vcspace  deux  cubiques  planes,  G  et  F,. 
symétriques  par  rapport  à  une  droite  A,  on  considère  sur  G 
une  famille  de  couples  steinériens;  soient  mm*  un  de  ces  couples, 
et  y!  le  symétrique  de  m' par  rapport  à  A.  Si  Von  relie  chaque 
point  m  de  C  au  point  ul',  qui  lui  correspond  ainsi  sur  F,  par 
une  tige  de  longueur  fixe,  on  obtient  un  système  déformable. 

G'est  là  un  nouvel  exemple  de  déplacement  d'une  courbe  plane 
dont  tous  les  points  décrivent  des  trajectoires  sphériques. 


M.  Touche  (ait  la  Gommunication  suivante  : 

Sur  nne  question  posée  par  d'Alembert. 

D'AIembert  a  posé  aux  géomètres  une  question  qui  n'a  pas  en* 
core  reçu  de  réponse  bien  convaincante;  cette  question  est  connue 
sous  le  nom  de  paradoxe  singulier  de  d'Alembert^  et  quelque- 
fois simplement  de  paradoxe  de  d'Alembert. 

L'auteur  l'expose  ainsi  dans  la  préface  du  Tome  V  des  Opus- 
cules mathématiques  : 

«  Dans  le  cinquième  Mémoire,  j'expose  un  singulier  paradoxe, 
que  j'invite  les  mathématiciens  à  examiner,  et  duquel  il  résulte 
qu'en  supposant  à  un  corps  solide  une  certaine  figure,  ce  corps 
semble  ne  dçvoir  éprouver  aucune  résistance  de  la  part  d'un 
Muide  où  il  sera  mu,  dans  les   suppositions  même  qui  paraissent 
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les  plus  légitimes  et  les  moins  précaires,  sur  la  manière  dont  le 
fluide  agit.  » 

Dans  ce  Mémoire  du  Tome  V  il  décrit,  en  effet,  la  forme  de  ce 
corps,  considère  le  mouvement  hypothétique  du  fluide  à  l'avant 
et  à  Tarrière  de  ce  corps  et  démontre  sa  proposition  invraisem- 
blable; puis  il  fait  suivre  cet  exposé  de  raisonnements  destinés  à 
prouver  qu^il  en  serait  de  même  dans  le  cas  de  tout  autre  mouve- 
ment supposé  pour  le  fluide,  autour  de  ce  corps.  Nous  avons  trop 
d^admiration  à  l'égard  de  d'Alembert  pour  mettre  en  doute  la 
valeur  de  ces  raisonnements,  mais  ils  sont  un  peu  longs  à  citer 
textuellement,  et  nous  préférons  le  faire  pour  le  résumé  bien  clair 
qu'en  a  fait  de  Saint- Venant  dans  son  Livre  sur  la  Résistance  des 
fluides  : 

((  Supposons  un  corps  solide  composé  de  quatre  parties  égales 
et  semblables,  •  • .,  placé  au  milieu  d'un  fluide  indéfini,  •  •  •.  Ima- 
ginons que  ce  corps  soit  immobile  et  que  les  parties  du  fluide 
reçoivent  toutes  une  impulsion  égale,  parallèle  à  l'axe  du  corps,.... 
Supposons,  pour  un  moment,  que  le  mouvement  du  fluide  soit  le 
même  à  la  partie  antérieure  et  à  la  partie  postérieure,  •..;  on 
trouvera  qu'il  se  continuera  de  même,  ...,  donc  c'est,  en  eflel, 
de  cette  manière  que  le  mouvement  aura  lieu Or  il  en  résul- 
tera que  la  pression  du  fluide  sur  le  corps  sera  absolument  nulle  : 
la  pression  sur  la  surface  postérieure  sera  égale  et  contraire  à  la 
pression  sur  la  surface  antérieure,  ....  Je  ne  vois  donc  pas,  je 
l'avoue,  comment  on  peut  expliquer  parla  théorie,  d'une  manière 
satisfaisante,  la  résistance  des  fluides.  Il  me  paraît,  au  contraire, 
que  cette  théorie,  traitée  et  approfondie  avec  toute  la  rigueur 
possible,  donne,  au  moins  en  plusieurs  cas,  la  résistance  absolu- 
ment nulle,  paradoxe  singulier  que  je  laisse  à  éclaircir  aux  géo- 
mètres. » 

D'Alembert  y  revient  aux  n°'  8  et  suivants  du  §  13  de  ses 
Nouvelles  recherches  sur  les  fluides,  dans  lesquels  il  termine  en 
disant  de  nouveau  que  cette  matière  paraît  bien  digne  d'occuper 
les  géomètres. 

Après  avoir  transformé  les  équations  d'Euler  et  vérifié  ce  pre- 
mier travail,  en  déduisant  ces  équations  transformées  des  équa- 
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lions  de  Lagrange,  qui  tie  sont,  comme  Cauchj  Ta  montré,  autre 
cliose  que  les  équations  d^Eulcr,  nous  avons  cru  avoir  une  base 
mathématique  pour  déduire,  en  les  rapprochant,  les  équations 
d'une  trajectoire  fluide. 

Mais  nous  ne  pouvions  pas  oublier  nos  anciennes  publications 
et,  en  particulier,  celle  faite  en  1890  dans  la  Revue  d^ Artillerie. 
Là  nous  avions  calculé  de  prime  abord  la  résistance  de  l'air  aux  pro- 
jectiles et,  en  nous  basant  sur  des  faits  d'observation,  nous  étions 
arrivés  à  des  résultats  numériques,  aussi  approchés  que  nous 
pouvions  Tespérer  des  résultats  numériques  fournis  parTexpé- 
rience.  Nous  nous  sommes  demandé  s'il  n'y  aurait  pas  dans  ce  tra- 
vail quelque  principe  nouveau  qui  pût  éclairer  la  question  posée 
par  d'Alembert  et  nous  avons  songé  à  celui-ci,  qui  s'y  trouve  en 
efl^et  :  Le  mouvement  d'un  point  matériel  ou  son  impulsion  ne  se 
transmet  pas  instantanément  à  un  point  voisin  situé  sur  la  même 
courbe  orthogonale  aux  trajectoires,  mais  bien  avec  une  vitesse 
égale  à  celle  du  son  dans  le  fluide  considéré  et  pour  la  température 
à  laquelle  se  trouve  ce  fluide. 

Examinons  en  eflet  {fig.  1)  le  corps  immergé  décrit  par  d'Alem- 


bert.  Soient  AB  une  parallèle  à  la  direction  générale  du  fluide,  CD 
une  perpendiculaire  passant  par  le  milieu  O  de  AB;  M,  M',  N,  N' 
quatre  surfaces  superpo sables,  M  étant  égal  à  AOG,  M'  à  AOD, 
N  à  COB  et  N'  à  DOB;  le  fluide  partant  de  A  léchant  la  surface 
antérieure  suivant  les  arcs  AC  et  AD  et  la  surface  postérieure  sui- 
vant les  arcs  CB  et  DB.  Suivant  la  surface  du  corps,  les  tangentes 
aux  courbes  orthogonales  aux  trajectoires  seront  normales  à  la 
surface.  Alors,  il  s'ensuivra,  d'après  d'Alembert,  que  les  compo- 
santes des  pressions  parallèles  à  AB  se  délruironl  mutuellement 
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deux  à  deux  et  qu'il  en  sera  de  même  pour  les  composantes  des 
pressions  parallèles  à  CD;  de  là,  suivant  d'Alembert,  le  paradoxe 
singulier,  car  en  repliant  le  bas  de  la  figure  sur  le  haut,  en  le  fai-« 
sant  tourner  autour  de  CD,  les  tangentes  aux  courbes  orthogonales 
aux  trajectoires  fluides,  aux  points  où  ces  courbes  orthogonales 
partent  de  la  surface  du  corps  et  pour  la  partie  N  -4-  N',  viendront 
recouvrir  exactement  celles  qui  sont  relatives  à  la  partie  supé- 
rieure M  -h  M'  ;  la  résultante  des  pressions  sera  donc  nulle. 

Si,  au  lieu  de  cela,  nous  introduisons  le  principe  posé  dans 
notre  publication  de  la  Bévue  d* Artillerie,  que  le  mouvement 
d'un  point  matériel  ou  son  impulsion  ne  se  transmet  pas  instanta- 
nément à  un  point  voisin,  situé  sur  la  même  courbe  orthogonale 
aux  trajectoires,  mais  bien  avec  une  vitesse  égale  à  celle  du  son, 
dans  le  fluide  considéré  et  pour  la  température  à  laquelle  se  trouve 
ce  fluide,  alors  les  choses  changent  bien  sur  la  figure  que  nous 
avons  considérée.  Tandis  que  le  fluide  se  meut  avec  la  vitesse  p 
tangentiellement  à  la  trajectoire,  Timpulsion  se  transmet  avec  la 
vitesse  Ç  de  transmission  du  mouvement,  normalement  à  cette 
trajectoire;  et  alors,  au  lieu  de  considérer  des  courbes  orthogo- 
nales aux  trajectoires,  nous  devons  considérer  des  lignes  inclinées 

sur  elles  de  l'angle  dont  la  tangente  est?;  alors,  quelque  petite  que 
soit  la  tangente  de  l'angle,  r»  nous  voyons  qu'il  n'y  a  pas  recou- 
vrement pour  ces  nouvelles  lignes,  quand  on  rabat  la  partie  de 
figure  CBD  sur  CAD,  ces  nouvelles  lignes  étant,  pour  CBD,  incli- 
nées par  rapport  aux  courbes  orthogonales  aux  trajectoires,  de 
l'autre  côté  que  lorsque  Ton  considère  CAD.  Loin  de  se  détruire, 
les  pressions  s'ajouteront  pour  la  partie  antérieure  du  corps  im- 
mergé et  pour  la  partie  postérieure. 


M.  RivEREAu  adresse  la  Note  suivante  : 

Invariants  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre 
linéaires  et  homogènes. 

Soit  Téquation 

du         ,     d^z  âU  ,dz  àz         . 

^  '  d.r*  dx  dy  dy^  dx  ày      '^  ' 
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OÙ  les  coefficienls  de  a^  •••)/  sont  des  fonctioDS  de  x  et, y.  Celte 
équation  conserve  la  même  forme  si  Ton  fait  le  changemeol  de 
fonction  ou  de  variables 

(•2)  z  =  w(ar,^);,        ?  =  V,{x,y\      11  =  F,(x,j^), 

OÙ  X^  est  une  fonction  des  nouvelles  variables  indépendantes  Çeti). 

Pour  trouver  des  expressions  invariantes,  nous  {)articulariserons 
les  fonctions  indéterminées  f<,  F|,Fs,  de  manière  à  obtenir  udc 
transformée  de  forme  réduite,  méthode  employée  dans  le  cas  des 
équations  différentielles  ordinaires. 

L'équation  obtenue  à  Taide  des  formules  (2)  est 

I**  Si  6^  —  aCj^Oy  on  pourra  choisir  pour  Cet  Y)  des  valeurs  X,  Y 
annulant  a  et  y.  Il  suffit,  comme  on  sait,  de  prendre  pour  Xet  Y 
deux  solutions  distinctes  de  Téquation 


\àxl  àx  dy  \ày }   "~ 


Pour  simplifier  l'écriture,  nous  pouvons  supposer  que  Ton  fasse 
d'abord  le  seul  changement  de  variables  X,  Y.  On  obtient  une 
équation  de  la  forme 

où  Ton  a 


dX  dY 
ày  dy* 


à\  d\        -  /dX  dY       dX  à\\ 

*  àx  dx  \dx   dy       dy  àx J 
d«X         ,    d«X  d»X  ,dX  dX 

*  dx*  âxây  ày*  àx  dy 
d»Y         ,    d«Y           d»Y          .dY           dX 

^^«  =  «d^-^^*d^-^^dr«-^"^5J"^^"dj^' 

Si  nous  posons  maintenant 

5  =  U(X,Y)Z 
et  si  nous  déterminons  U  de  manière  &  annuler  le  coefficient  de 
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T=T9   par  exemple,  nous  obtiendrons  une  équation  réduite  de  la 

forme 

d«Z  „  dZ      ^^ 


Le  calcul  des  coefficients  H  et  K  va  nous  fournir  deux  inva* 
riants  relatifs.  On  trouve  facilement  que  U  doit  vérifier  l'équa- 
tion 

bi  3 hdiU  =  0. 


H  et  K  peuvent  alors  s'écrire 


"=/[À(i;)-â(è)]-. 

"  6,  b\  dX\bt  J 


àU 


^  et  K  s'expriment  en  fonction  des  coefficients  de  l'équation 
proposée  et  du  déterminant  fonctionnel 


dX 

dX 

dx 

ày 

d\ 

d\ 

dx 

ày 

Voici  comment  on  peut  faire  ce  calcul.  Posons 


dX  ^     dX 

dx  ~     djr 


dx       ^  dy 


a  et  ^  sont  alors  les  deux  racines  distinctes  de  Téquation 


Prenons 


v/6*-< 


P= a .' 


O  Cf.  Darboux^  Théorie  des  turfaceê,  t.  II,  p.  27. 
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nous  aurons 

a  dy  dy 


On  calculera  les  dérivées  de  a  à  Taide  de  la  relation 

aa«-t- a^a-h  c  =  o. 
Ainsi  Ton  aura 

f ,  da  db\  àa  de 

àoL  _^     \     dx  ày]  dx  dx 

àx  ""  '20(09  +  b)  * 

Or 


aflc  +  6  ^"-^b^  —  ac^        a  p  +  6  =H-  /6*—  oc. 
Nous  obtiendrons  finalement 

!></t  _  P-HttQ  7,ex  _      P  +  pQ 

où  nous  avons  posé 

0  «  r    «^^  àc         f  àb      ,  dc\       ,,-  .,1 

4(6«  — ac)»*-  ^     -^  ^^  -^ 

rt  r    da  de  /.àa  àb\       ,^  .^1 

En  remarquant  que  Ton  a  les  formules 

d\  A  CI7  \<^a:        ^  ày) 

A  ^      L  ^  (J.  ^a^) 
ây  ~~      A  ()y  \dx  àyj* 
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on trouve,  après  quelques  réductions, 


»5Y 


=  Àœ)-À(^)  =  l[.>-")Q-|(P-«)^]^ 


or 


^_a=4._v 

On  a  donc 


Puis 
|,  _  j/i  _  arf|g| ^  /arf,  \ 

I   <^«  /        g        \  d*     /        b        \       là*/        c       \ 

d^\^/{tZr^)      àjr[^S^tZ:^cràa,\         a         J'^âjr\        a         J^ 
On  simplifierait  récriture  en  posant 

v/ô*  —  ac  =  h. 
Alors,  en  appelant  J  la  quantité  en  j  |,  on  aurait 

^^7i[^-^  ^î  (aP«-  26PQ  +  cQ«)] 

dx\h)       dy\h)'^  dx\  a  J"^  dy\  a  )* 


Alors 


K-i- 


Les  expressions  I,  J  sont  des  fonctions  des  coefficients  de 
l'équation  proposée  et  de  leurs  dérivées.  Si  Ton  fait  une  transfor- 
mation quelconque 


5  =  «!;,        \=--^\{x,y\        irj  =  Fj(x,7) 
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et  si  l'on  appelle  A|  le  déterminant  fouclionnel 


àk     à^ 

dx     dy 

A|  = 

di\     àr^ 

dx     dy 

les  fonctions  (I),  (J),  composées  avec  les  coefficienls  de  Téqua- 
tîon  transformée  comme  I,  J  le  sont  avec  ceux  de  Téquation  pri- 
mitive, vérifient  les  relations 


<^)=aV 


(J)  = 


àZ 


Si  l'on  avait  annulé  le  coefficient  de  ^^^  »^  l'eu  d^annuler  celui 
de  ^1  on  eût  obtenu  un  autre  invariant  d^  au  lieu  de  J.  On  a  entre 
ces  deux  invariants  Ja  relation 

En  résumé,  les  invariants  obtenus  sont  ceux  de  M.  Darboux. 
La  relation  1  =  0  exprime  que  les  invariants  J  et  d  sont  égaux 
et  que  l'équation  peut  se  ramener  à  la  forme 

M.  Picard  a  étudié  les  équations  du  second  ordre  obtenues,  en 
écrivant  que  la  variation  première  de  l'intégrale 


//(v.  S- 


ày) 


dx 


est  nulle;  f  étant  une  forme  quadratique.  Pour  ces  équations, 
I  =  o.  Cela  explique  comment  on  peut  les  ramener  à  la  forme 

2®  Soir  b^  —  ac  =  o. 


(*)  Acta  mathematica,    t.  XI,  i888,  et  Bulletin  des  Sciences  rnathémiques f 
avril  1893  . 
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Nous  prendrons  comme  variable  Y  une  solution  de  Téquatiôn 

dY      '   âY 
âx  oy 

ce  qui  annule  les  termes  en  ^  ,y  et  -r^*  Puis,  Z\  et  ^^  étant  deux 
solutions  distinctes  de  Tëquation  proposée,  nous  poserons 

L'équation  réduite  sera  de  la  forme 

] 
Le  calcul  de  M  fournit  un  invariant.  On  a,  en  eiïct, 

,  -,       ,  da  dh  àa       ,  âb 

*  /     dX       ,  à\\*  ày'  ■       . 

Pour  trouver  la  relation  d^invariance,  nous  ferons  le  raisonne- 
ment suivant.  On  peut  obtenir  la  même  forme  réduite  précédente 
en  faisant  d'abord  un  changement  de  fonction  et  de  variables  quel* 

conques 

^  =  i*î,         î  =  F,(a?,  y),        r,  =  F,( X,  y) 

qui  donne  la  transformée  (3).  Nous  opérerons  sur  cette  équation 
comme  sur  Téquation  primitive  en  posant 

OÙ  2^1  et  2^2  sont  les  solutions  de  (3)  correspondant  à  z^  et  z^.  Les 
fonctions  X,  Y,  Z  peuvent  être  supposées  les  mêmes  que  dans  le 
cas  précédent,  puisque  les  équations  qui  les  déterminent  sont  pré- 
cisément les  mêmes.  On  a,  en  effet, 

D'où 


1 
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l 


D'ailleurs,  on  a 


d  à  ^  à  âi\ 
àx  o^  àx  èi\  àx 
à         d   d^         â   dT, 


ày       d\  ày       «hj  dy 
à        ,    â  a  /    à       ^   0\ 


Les  équations 


a  -^ — ho  T-  =0, 


âx 


sont  donc  bien  équivalentes.  Les  deux  formes  réduites  ainsi  obte- 
nues étant  identiques,  nous  aurons 


a(ac  —  bd) 


âY 


,da  db  àa       ,  db 

dx  dx  dy  ày  dY 


K^Tx-^'^é^) 


ày 


Appelons,  pour  abréger  (L),  L  les  numérateurs  des  expressions 
précédentes,  et  remarquons  que  nous  avons 

^  &t\  ày  àx       àx  ày       a\    àx  ày)  ày  * 

nous  obtenons  donc 
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Or 

Dous  avons  finalement 

Nous  obtenons  ainsi  un  seul  invariant  —=^'  S'il  est  nul,  l'équation 

/a 

est  réductible  à  la  forme  intégrable 

Les  Téquations  de  M.  Picard  (^loc.  cit.)  rentrent  dans  ce  type 

lorsque  la  partie  homogène  du  second  degré  en  ^  ,  ~  de  la  forme 

quadratique /(V,  j-y  -r-j  est  un  carré  parfait. 

Remarquons  en  terminant  que,  si  L  =  o,  un  seul  changement 
de  variables  ramène  Téquation  à  la  forme  intégrable 

d^z  jdz        - 

dx*  àx      '' 

II  suffit  de  garder  la  variable  x  et  de  prendre,  pour  nouvelle 
variable  j^,  une  solution  de  l'équation 

a h  6  -r-  =  o. 

ox  ay 


SÉANCB  DU  21  NOVEMBRE  1900. 

PBBSIDENCB  DE  M.  POINCARB. 

Élections  : 

M.  Auric,  présenté  par  MM.  Maillet  et  d'Ocagne  ;  M.  Lcvi  Civita, 
présenté  par  MM.  Drach  et  Borel;  M.  Estanave,  présenté  par 
MM.  Blutel  et  Borel  ;  M.  Z.  de  Galdeano,  présenté  par  MM.  Laisant 
et  Borel  ;  M.  Dickstein,  présenté  par  MM.  Niewenglowski  cl  Borel; 
M.  Ackermann-Teubner,  présenté  par  MM.  Claude  Lafontaine 
et  Gauthier-Villars ;  M.  Hardel,  présenté  par  MM  d'Ocagne 
et  Bricard,  sont  élus,  à  l'unanimité,  membres  de  la  Société. 
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Communications  : 

M.  Borel  :  Sur  les  prolongements  analytiques  des  séries  de 
fractions  rationnelles. 

M.  Hadamard  :  Sur  les  discontinuités  dans  l'étude  du  dépla- 
cement des  fluides. 

MM.  Poîncaré  et  Borel  présenlent  quelques  observations  à  ce 
sujet. 

M.  Appell  adresse  la  Note  suivante  : 

Déformation  spéciale  d'unmiliea  continu;  tourbillons  de  divers  ordres. 

I.  Soit  une  transformation  ponctuelle  continue  transformant 
une  région  .^o  de  Tespace  en  une  région  ^  par  les  formules 

faisant  correspondre  à  chaque  point  Mo(a,6,c)  de  ^o  "n  point 
M(^,j^,  z)  de  «^,  et  réciproquement.  Nous  supposons  que 
X  da  -^ydb  -{-  zdc  est  une  différentielle  exacte. 

Soient  trois  fonctions  A.  B,  C  de  a,  bj  c  et  trois  fonctions  X,  Y, 
Z  de  X,  y,  z.  Nous  imaginerons  le  champ  des  vecteurs  Po  de  pro^ 
jections  A,  B,  G  appliqués  aux  points  Mq,  et  le  champ  des  vec- 
teurs P  de  projections  X,  Y,  Z  appliqués  aux  points  M. 

Supposons  que  Ton  ait,  en  vertu  des  relations  (i),  Tidentité 

(7)  Xda-\-ndb'+^Cdc=:\dx-h'Ï€fy-^7sdJi 

ou 

(  3  )  Po  dso  cos  1%,  dso  =Pds  cos  P,  dsy 

ds  et  dsQ  étant  deux  déplacements  correspondants  dans  les  deux 
régions.  On  peut  établir  alors  la  propriété  suivante  : 

Permutons  les  deux  champs  de  vecteurs.  cVst-à-dire  appliquons 
les  vecteurs  P  aux  points  M© (a,  6,  c)  et  les  vecteurs  P©  aux  points 
M(^,jK9  ^)'  ^^  P^ut  évidemment  supposer  X,  Y,  Z  fonctions  de 
«,  6,  c  et  A,  B,  C  fonctions  de  x^  y^  z.  Alors  les  lignes  de  vec^ 
leurs  des  champs  ainsi  permutes  se  correspondent  dans  la 
transformation . 
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IL  Mais  il  esl  possible  d'aller  plus  loin  el  de  déduire  de  Tiden 
tité  (a)  d'autres  identités  en  nombre  infini,  de  même  forme  et 
donnant  lieu  aux  mêmes  propriétés.  Pour  cela,  considérons  les 
tourbillons  de  ces  deux  vecteurs 

dC       dB 

^'-  àfâc' 

M.  _  1^ 

^~  de        àa' 

y  _àB_âX 

*  ■"  âa         ôb 

D  étant  le  déterminant  fonctionnel  de  x^  y,  z  par  rapport  à  a, 
6,  c.  On  a  la  nouvelle  identité 

Aj  da  -\-Bxdb-\-  G|  de  =  X,  cf^  -f-  Yi  dy  -h  Zi  dz, 

qui  donne  lieu  aux  mêmes  propriétés,  et  par  la  même  transforma- 
tion à  une  identité  nouvelle,  etc. 
En  outre  on  a  la  relation 

AX, -hBY, -f- CZi  =  AjX -f- B,  Y -+- G,  Z. 

On  obtient  ainsi  une  infinité  d'autres  champs  de  vecteurs  pos- 
sédant des  propriétés  analogues  et  donnant  des  tourbillons  des 
divers  ordres.  Ces  théorèmes  se  rattachent  à  ceux  que  nous  avons 
développés  dans  un  Mémoire  inséré  dans  le  Journal  Aq  M.  Jordan 
(i*' fascicule,  1899). 


SÉANCE  DU  5  DÉCEMBRE  1900. 

PRÉSIDENCR    DE   M.    d'OCAGNE. 

Communications  : 

M.  Duporcq  :  Sur  C hypocycloïde  à  trois  rcbroussenients. 

XXIX.  2 
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M.  Servant  :  Sur  la  théorie  des  sur/aces  et  la  déformation 
du  paraboloïde. 

M.  Brigàrd  fait  la  Communication  suivante  : 
Sur  une  propriété  du  cylindroide. 

1.  Dans  une  Note  récemment  insérée  au  Bulletin  (*),  M.  Âppell 
a  donné  une  démonstration  directe  et  fort  élégante  du  théorème 
suivant  : 

Le  cylindre  et  le  cylindroide  (ou  conoïde  de  Plucker)  sont 
les  seules  surfaces  réglées  telles  que  le  lieu  des  projections 
dUin  point  quelconque  de  l'espace  sur  leurs  génératrices  soit 
une  courbe  plane. 

Ce  même  théorème  peut  être  dérivé  simplement  de  résultats 
connus,  ainsi  que  je  vais  le  montrer. 

Soit  (S)  une  surface  réglée  telle  que  le  lieu  des  projections 
d'un  point  quelconque  de  l'espace  a  sur  ses  génératrices  soit  une 
une  courbe  plane  et  G,  Tune  de  ces  génératrices.  Quand  G  se 
déplace  sur  (S),  le  symétrique  a'  du  point  a  par  rapport  à  G  dé- 
crit aussi  une  courbe  plane. 

Si  donc  on  considère  une  figure  fixe  quelconque  F,  et  si  pour 
chaque  position  de  G  on  construit  la  figure  F'  symétrique  de  F 
par  rapport  à  cette  droite,  la  figure  F',  qui  est  évidemment  de 
grandeur  invariable,  sera  assujettie  à  une  loi  de  déplacement  telle 
que  tous  ses  points  décrivent  des  courbes  planes. 

Or  les  conditions  d'un  pareil  déplacement  sont  connues  par  les 
travaux  de  MM.  Darboux  et  Mannheim  (^);  elles  se  résument  en 
ceci  : 

Soit  (C)  un  cylindre  de  révolution  fixe  :  faisons  rouler  à 
V intérieur  de  (C)  un  cylindre  de  révolution  (C|)  de  rayon 
moitiéy  ce  cylindre  pouvant  en  outre  recevoir  un  glissement 
parallèle  à  son  axe,  et  achevons  de  déterminer  le  déplacement 


C)  1900,  p.  a6i. 

(^)  V.    Kœnios,    Leçons  de  Cinématiquey  p.   353  (Note  de    M.    Darboux); 
Mannheim,  Principes  et  développements  de  Géométrie  cinématique,  p.    176 

et  389. 
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de  (C)  en  assujettissant  un  point  quelconque,  relié  à  ce  cy- 
lindre, à  rester  sur  un  plan  fixe,  également  quelconque;  tous 
les  points  invariablement  liés  à  {CC)  décrivent  alors  des  courbes 
planes  {des  ellipses),  et  ces  conditions  de  déplacement  sont  les 
plus  générales  qui  permettent  à  tous  les  points  d^  une  figure  de 
grandeur  invariable  de  décrire  des  courbes  planes.  {On  laisse 
de  côté  le  cas,  sans  intérêt,  où  la  figure  en  question  serait 
animée  d'une  translation  telle  que  l'un  de  ses  points  décrive 
une  courbe  plane.) 

Le  déplacement  de  la  figure  F'  doit  donc  pouvoir  s'obtenir  de 
cette  manière.  Mais  il  faut  observer  que,  F'  étant  constamment  S)r- 
métrique  d^une  figure  fixe  par  rapport  à  une  droite,  le  déplace- 
ment de  F'  relativement  à  F  doit  être  identique  au  déplace- 
ment inverse. 

Il  faut  donc  particulariser  les  conditions  que  j*ai  rappelées  plus 
haut  de  manière  à  réaliser  cette  identité  du  déplacement  direct  et 
du  déplacement  inverse.  Cela  n'est  possible,  on  le  voit,  que  si  les 
cylindres  (C«)  et  (C)  sont  égaux,  ce  qui  exige  qu'ils  soient 
tous  deux  réduits  à  une  droite  D. 

Le  déplacement  de  F'  est  donc  ainsi  défini  :  une  droite  D,  in- 
variablement liéeàF',  occupe  une  position  fixe  dans  l'espace, 
tout  en  pouvant  glisser  sur  elle-même,  et  un  point  m'  de  F' 
reste  sur  un  plan  fixe. 

Réciproquement,  quand  F'  se  déplace  dans  ces  conditions,  cette 
figure  reste  symétrique  d'une  figure  fixe  F  par  rapport  à  une 
droite  qui  se  déplace  suivant  une  loi  convenable. 

Soit,  en  effet,  m  un  point  fixe  tel  que  sa  distance  à  D  soit 
égale  à  la  distance  constante  du  point  m'  à  la  même  droite.  Appe- 
lons G  la  perpendiculaire  commune  à  D  et  mm'  :  G  rencontre 
le  segment  mm'  en  son  milieu  [x.  La  figure  constituée  par  le 
point  m'  et  la  droite  D  est  symétrique  par  rapport  à  G  de  la  figure 
constituée  par  le  point  m  et  la  droite  D.  Tout  point  de  la  figure  F', 
point  invariablement  lié  à  m'  et  à  D,  reste  donc  symétrique  par 
rapport  à  G  d'un  point  invariablement  lié  à  /n  et  à  D,  c'est-à-dire 
d'un  point  fixe.  c.  q.  f.  d. 

Puisque  tous  les  points  de  F'  décrivent  de»  courbes  planes,  la 
projection  d'un  point  fixe  quelconque  sur  G  décrit   aussi   une 
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courbe  plane,  el  la  surface  engendrée  par  G  jouit  bien  de  la  pro- 
priélé  énoncée. 

La  droite  G,  avons-nops  dît,  est  la  perpendiculaire  commune  à 
D  et  à  mm!j  et  passe  par  le  point  ui,  milieu  du  segment  mm'.  Or 
le  point  m'  décrit  une  section  plane  d'un  c^^lindre  de  révolution 
ayant  pour  axe  D  et  passant  par  le  point  m.  Le  point  [x  décrit  une 
courbe  bomothétique  de  la  précédente  par  rapport  au  point  m,  le 
rapport  d'homolhétie  étant  ^,  c'est-à-dire  une  section  plane  d'un 
cylindre  de  révolution  contenant  D. 

La  droite  G  est  donc  assujettie  à  rencontrer  constamment  à 
angle  droit  une  droite  D  et  s'appuie  sur  une  section  plane  d'un 
cylindre  de  révolution  contenant  D  :  on  retrouve  une  génération 
classique  du  cylindroïde. 

Nous  avons  laissé  de  côté  le  cas  où  P  serait  animée  d'une  trans- 
lation :  on  voit  immédiatement  qu'à  ce  cas  correspond  celui  où 
la  surface  cherchée  (S)  est  un  cylindre. 

2.  Il  y  aurait  lieu  de  chercher  à  généraliser  la  propriété  du  cy- 
lindroïde, en  traitant  la  question  suivante  : 

Quelles  sont  les  surfaces  réglées  telles  que  le  lieu  des  pro- 
jections d^un  point  quelconque  de  l'espace  sur  leurs  généra- 
trices soit  une  courbe  sphérique? 

Je  n'ai  pu  encore  résoudre  complètement  ce  problème,  mais  je 
signalerai  le  résultat  suivant,  qui  se  présente  comme  conséquence 
immédiate  de  recherches,  déjà  publiées,  relatives  au  déplacement 
d'une  figure  dont  tous  les  points  décrivent  des  lignes  sphériques('). 

On  considère  le  conoïde  droit ,  ayant  pour  directrice  curvi- 
ligne la  courbe  d' intersection  dUin  cylindre  de  révolution 
dont  l'axe  se  confond  avec  celui  du  conoïde^  et  d'une  sphère 
ayant  son  centre  sur  le  cylindre  :  ce  conoïde  est  tel  que  le  lieu 
des  projections  sur  ses  génératrices  d'un  point  quelconque 
de  l'espace  est  une  courbe  sphérique. 

On  a  une  propriété  moins  étendue  pour  la  surface  définie  de  la 
manière  suivante  : 


(*)  Voir,  sur  ce  sujet,  un  Mémoire  de  M.  E.  DuroRCQ  et  un  Mémoire  de  l'au- 
teur, insérés  dans  le  Journal  de  Mathématiques  p^res  et  appliquées  (années 
1897  et  1898). 
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Soit  Oxyz  un  tvihdre  trirectangle.  Considérons^  dans  le 
plan  Oxy^  un  cercle  C  ayant  son  centre  sur  Oz  et  passant  par 
le  point  O.  La  surface  en  question  {?>)  est  engendrée  par  une 
droite  qui  s^ appuie  sur  C  et  sur  Oz,  et  qui  de  plus  fait  un 
angle  constant  avec  cette  dernière  droite. 

Le  lieu  des  projections  d'un  point  quelconque  du  plan  Oxy 
ou  du  plan  Oxz  sur  les  génératrices  de  (S)  est  une  courba 
sphérique. 

J^énonceraî  en  dernier  lieu  deux  théorèmes  qui  peuvent  être 
utiles  dans  l'élude  de  la  question  indiquée  plus  haut. 

Je  dirai,  pour  abréger  le  langage,  qu'une  droite  variable  D  est 
en  relation  sphérique  avec  le  couple  de  points  a,  a'  si  le  symé- 
trique du  point  a  par  rapport  à  D  reste  constamment  sur  une 
sphère  de  centre  a'. 

Il  est  alors  évident  que  le  symétrique  du  point  a'  par  rapport  à  la 
rnême  droite  resle  sur  une  sphère  de  centre  a,  et  que  les  projec- 
tions des  points  a  et  a'  sur  D  restent  sur  une  même  sphère  ayant 
pour  centre  le  point  milieu  de  aa' , 

Cela  posé,  on  a  les  théorèmes  suivants  : 

1®  Si  une  droite  variable  est  en  relation  sphérique  avec  deux 
couples  de  sommets  opposés  d'un  quadrilatère  complet,  elle 
est  également  en  relation  sphérique  avec  le  troisième  couple 
de  sommets  opposés  (*). 

(La  droite  en  question,  assujettie  à  deux  conditions,  engendre 
une  congruence.) 

2**  Si  une  droite  variable  est  en  relation  sphérique  avec 
trois  couples  de  points  quelconques  situés  dans  un  même  plan, 
elle  est  également  en  relation  sphérique  avec  une  infinité 
d'autres  couples  de  points  répartis  sur  une  cubique  plane 
passant  par  les  six  points  donnés;  deux  points  faisant  partie 
d'un  même  couple  sont  en  correspondance  steinérienne  su 
cette  cubique  {autrement  dit^  les  tangentes  en  ces  deux poii 
à  la  cubique  vont  se  couper  sur  la  même  courbe). 


(*)  Ce  théorème  est  dû  à  M.  Diipoi-cq>. 
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M.  BoREL  fail  la  Communicalloo  suivante  : 

Snr  les  formules  d'Olinde  Rodrignes. 

On  sait  que,  si  Ton  désigne  par  or,  j^,  z  les  coordonnées  d'un 
point  d\ine  surface.,  et  par  c,  c',  c''  les  cosinus  directeurs  de  la 
normale,  on  a,  pour  tout  déplacement  le  long  d'une  ligne  de  cour- 
bure L  les  formules 

Idx  -h  Rdc  =0, 
rf/  -+-  R  ûfc'  =  o, 
.  djs  -4-Rrfc'=  o, 

dans  lesquelles  R  désigne  le  rayon  de  courbure  qui  correspond  à  L. 
Ces  formules  permettent  de  trouver  aisément  Féqualion  différen- 
tielle des  lignes  de  courbure  et  Téquation  aux  rayons  de  courbure 
principaux. 

Les  trois  formules  (i)  se  réduisent  d'ailleurs  à  deux,  comme  on 
le  voit,  en  remarquant  que  l 'on  a,  pour  tout  déplacement  effectué 
sur  la  surface, 

V  cidx-h  Rrfc)=  o. 

Dans  les  applications,  il  y  a  souvent  avantage  à  employer,  au 
lieu  des  cosinus  directeurs  c,  c',  c",  des  quantités  proportionnelles 
M,  V,  iv.  Si  dans  les  formules  (i)  on  remplace  c,  c',  c^  par  m,  r,  iv 
et  R  par  p  on  obtient  les  formules 

IcLv  "h  p  du  =  o, 
dy  -h  p  dv  =  o, 
dz  -i-  p  dw—  o, 

dont  nous  allons  chercher  la  signification.  Les  différentielles  se 
rapportant  toujours  à  un  déplacement  effectué  sur  la  surface, 
on  a 

V  m( ^j:  -f-  p  du)  =  p{udu-i-  V  dif-h  w  dw). 

On  déduit  donc  des  formules  (2)  la  suivante  : 
prf(w*+  «''H-  »•')  =  o 
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qui  se  décompose  en  deux  : 

w' -f-  i'* -h  w*  =  A', 
h  élant  une  constante.  D*ailleurs,  si  Ton  pose 

U  =  c/l,  V  =a  c'a,  W  =  C*A, 

R 

les  formules  (2)  deviennent  identiques  aux  formules  (i). 

Donc  les  formules  (2)  peuvent  remplacer  les  formules  (1) 
pour  la  détermination  des  directions  principales  et  des  rayons 
de  courbure  principaux;  il  y  a  lieu  seulement  de  remarquer  : 
I**  que  Ton  a 

2®  que  les  équations  (2)  peuvent  fournir  la  solution  p  =  o,  étran- 
gère à  la  question. 

Comme  application,  proposons-nous  de  déterminer  les  rayons 
de  courbure  principaux  d'une  surface  représentée  par  Téqualiôn 
tangentielle 

(4)  f(u,v,w,s)  =  o. 

Nous  supposons  les  axes  rectangulaires  et  l'équation  d'un  plan 
écrite  sous  la  forme 

ux  -^  vy  -{-  wz  -h  s  =:  o; 
les  coordonnées  d*un  point  de  la  surface  (4)  sont  alors 

EL 
'^~¥ 

ds  Os  Os 


df 

à/ 

du 

<)v 

"  =  -c!/' 

'-  Of 
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et  les  formules  (2)  deviennent 


as      du        du      ds 


ds      dw       dw      ds       ^  \ds )  ~"    * 

L'introduction  d'un  paramètre  auxiliaire  cTk  permet  de  rem- 
placer ces  équations  par  les  suivantes  plus  symétriques 

^àf       àf  ^  df  , 


du       du 

dv        dv  ^  ds 


d^  -h  ^  d\  -h  p  -^  da>  =  o, 


àf 
'ai- 


ds        ds 


o, 


auxquelles  il  y  a  lieu  de  joindre  la  relation 

^d^^'-f 


'^du^fd...     . 
du  dv  dw 


ds 


ds  —  o, 


obtenue  en  difTérentiant  totalement  l'équation  (4).  Si  l'on  éli- 
mine du^  dv^  dw,  ds,  d\  entre  les  équations  précédentes,  on  ob- 
tient l'équation 


(5)  A:- 


Pi 

du  dv 

•à\f 
dudw 

du  ds 

àf 
du 

dudv 

dv  ds 

dv 

dudw 

d\f 
dvOw 

dwds 

dw 

du  ds 

di>  ds 

dw  ds 

àf 
as 

àf 
dû 

à/ 
àv 

if 

dw 

ds 

0 

le  on  a 

posé 

Pi 

àf 

àf 
'ds' 
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L'ëqualion  (5)  est  du  troisième  degré  en  pi;  il  est  aisé  de  s'as- 
surer qu'elle  admet  la  solution  étrangère  prévue  p,  =  o;  les  deux 
autres  racines  fournissent  les  deux  rayons  de  courbures  principaux 
de  la  surface  donnée. 

On  peut  éliminer  aisément  la  solution  pi=  o  en  remarquant 
que,  si  l'on  désigne  par  m  le  degré  d'homogénéité  de/(iiy  ç',  pp,  s), 
ou  a 


àV^.àV_ 


(^» 


du  dv 


àf  àf 

du  dv 


ôudw 

M. 

àw 


duos 


^  du 


L'équation  (5)  se  transforme  en  la  suivante  (*) 


-(//i-i)A  = 


du^ 

dudç 

dudw 

Jll 

duds 

if 

du 


^^    dudç 

d\f 

dv* 


-^-P»      ÂITa 


difdw 
dvds 


àf 


àV 
dudw 

JLL 

dv  dw 

d2f 

àV 

Ow  ds 

^1 

dw 


Pt 


duds 

Èll 

09  ds 
dwds 

d2f 

ds^ 

àf 
d's 


Upi 

vpi 
«vpj 


dans  laquelle  le  facteur  pi  est  en  évidence  et  peut  être  supprimé. 
En  le  supprimant  et  en  effectuant  sur  les  lignes  l'opération  ana- 
logue à  celle  que  nous  avons  effectuée  sur  les  colonnes,  on  obtient 
Féquation 

àV 
dudv 


(6) 


(fft  — i)«A 
Pi 


du* 

dudv 

à»/ 
Oudw 

à*/ 
du  ds 

upi 


■Pi 


àV 
àV 


dv  dw 

à\f 
dv  ds 


t'pi 


dudw 

àV 

dv  dw 

dw  Os 
wp, 


:nf.,  -+-P1 


duds 

dv  ds 

à*f 

dw  ds 

djf 
ds^ 


A» 


(*)  On  peut  toujours  supposer  que  m  n'est  pas  égal  à  un.  Cette  hypothèse 
sera  toujours  yérifiée  dans  le  cas  d'une  surface  algébrique,  si,  comme  il  est  na- 
turel, on  prend  pour /un  polynôme. 
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La  formule  (5)  montre  immédiatement  que,  dans  A,  le  coeffi- 
cient de  pj  est  —  (^j  :  d'autre  part  le  coefficient  de   pi  est, 
d'après  (6), 


A« 


{m-i)« 


du* 


àV        à*f 


duôv 


dudw 


duds 


du  à» 

dv* 

dv  dw 

dvds 

à'/ 
dudw 

dvdw 

d\f 
dw* 

dwds 

duds 

dff 

dvds 

à\f 
dwds 

à\f 
as* 

h* 


(/n-i)« 


H. 


On  en  déduit  immédiatement  l'expression  de  la  courbure  totale, 
car  l'on  a 

Ri  Rf  = TUTTI  ^  » 


(m 


-'•©' 


H  désigne  le  hessien  de  la  forme/.  On  retrouve  ainsi  très  sim- 
plement ce  fait  bien  connu,  que  la  relation  H  =  o  est  la  condi- 
tion nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'équation  (4)  représente, 
non  une  surface,  mais  une  courbe. 


M.  N.  Weill  adresse  la  Note  suivante  : 
Sur  les  points  de  base  d'an  faisceau  linéaire  de  conrbes  algébriques. 

Considérons  une  conique  et  un  premier  groupe  G  de  a  m  points 
sur  celte  conique,  ces  2m  points  étant  les  points  communs  à  la 
conique  et  à  une  première  courbe  C  de  degré  m  ;  les  droites,  au 

nombre  de ; >  qui  Joignent  ces  points  deux  a  deux,  for- 
ment un  premier  groupe  D.  Considérons,  sur  la  conique,  un  se- 
cond groupe  G'  de  a  m  points,  ces  points  élant  les  points  com- 
muns à  la  conique  et  à  une  seconde  courbe  C  de  degré  m;  les 
droites  qui  joignent  ces  points  deux  à  deux  forment  un  groupe  D'. 
Les  courbes  C  et  G  ont  m'  points  communs;  si  par  ces  m^  points 
nous  faisons  passer  une  courbe  quelconque  C^  de  degré  m,  elle 
déterminera  sur  la  conique  un  groupe  G"  de  2m  points  et  un 
groupe  D"  de  droites  ;  Tcnveloppe  des  droites  du  groupe  variable  ÏT 
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est  une  courbe  de  classe  (^m  —  i),  et  les  droites  des  groupes  D 
et  D'  ont  aussi  cette  courbe  pour  enveloppe*  On  peut  énoncer  ce 
résultat  de  la  manière  suivante  :  Étant  donnés  sur  une  conique 
deux  groupes  de  2  m  points  chacun^  les  droites  qui  joignent  deux 
à  deux  les  points  du  premier  groupe,  et  les  droites  qui  joignent 
deux  à  deux  les  points  du  second  groupe,  au  nombre  total  de 
2  m  (a  m  —  1),  sont  tangentes  à  une  courbe  de  classe  (2  m  —  i). 

Le  même  résultat  subsiste  pour  un  nombre  impair  de  points  pris 
sur  une  conique  ;  il  suffit  d'adjoindre  un  point  fixe  de  la  conique. 
Transformant  ce  résultat  par  polaires  réciproques,  on  a  enfin 
l'énoncé  suivant  : 

TnéoiiÈME.  —  Deux  polygones  de  m  côtés  étant  circonscrits 
à  une  conique,  il  existe  une  courbe  de  degré  (m  —  1)  passant 
par  tous  leurs  sommets^  au  nombre  de  m{m  —  i). 

Ainsi  les  six  sommets  de  deux  triangles  circonscrits  à  une  co- 
nique sont  sur  une  conique,  résultat  bien  connu. 

Considérons  2  quadrilatères  circonscrits  à  une  conique;  leurs 
12  sommets  sont  sur  une  cubique.  Laissons  fixes  Tun  des  quadri- 
latères et  3  droites  de  Tautre,  lesquelles  formeront  un  triangle  de 
sommets  A,  B,  C,  circonscrit  à  la  conique;  soient  P,  Q,  R  les 
points  où  les  côtés  du  triangle  ABC  sont  rencontrés  par  le  qua- 
trième côté  du  second  quadrilatère;  si  ce  quatrième  côté  se  dé- 
place, nous  aurons  des  cubiques  passant  par  les  i  points  variables 
P,  Q,  R  et  par  9  points  fixes,  savoir  :  les  6  sommets  du  premier 
quadrilatère  et  les  3  points  A,  B,  C;  en  d'autres  termes,  ces 
9  points  sont  les  points  de  base  d'un  faisceau  de  cubiques. 

En  généralisant  ce  raisonnement,  nous  arrivons  au  théorème 
suivant  que  nous  avions  en  vue  : 

Théorème.  —  Étant  donnés  un  polygone  de  (m  +  i)  côtés 
circonscrit  à  une  conique  et  un  polygone  de  m  côtés  circonscrit 
à  cette  même  conique,  leurs  sommets,  au  nombre  de 


c^est-à'dire  de  m*,  sont  les  points  de  base  d'un  faisceau  li- 
néaire de  courbes  de  degré  m. 
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Ce  théorème  général^  qui  a  de  nombreuses  conséquences,  est  le 
premier,  croyons-nous,  qui  permette  de  construire  effectivement 
le  groupe  des  points  de  base  d^un  faisceau  linéaire  de  degré  quel- 
conque. 

Le  cas  le  plus  simple,  celui  où  m  =  3,  a  été  signalé  par  La- 
guerre.  Ainsi,  si  Ton  considère  toutes  les  cubiques  qui  passent 
par  les  6  sommets  d\in  quadrilatère  et  par  2  points  Â,  B,  on 
obtient  le  neuvième  point  du  faisceau  en  construisant  une  conique 
inscrite  dans  le  quadrilatère  et  tangente  à  la  droite  AB,  et  prenant 
le  point  de  rencontre  des  tangentes  menées  de  A  et  B  à  cette  co- 
nique. 

Considérons  la  valeur  m  =  4;  les  10  sommets  d'un  pentagone 
circonscrit  à  une  conique  et  les  6  sommets  d^un  quadrilatère  cir- 
conscrit à  cette  même  conique  sont  les  16  points  de  base  d'un 
faisceau  de  courbes  du  quatrième  degré.  Dès  lors,  considérons 
un  pentagone  circonscrit  à  une  conique  et  3  points  A,  B,  C,  pris 
sur  une  tangente  à  cette  conique;  toutes  les  courbes  du  quatrième 
degré  qui  passent  par  les  10  sommets  du  pentagone  et  les  3  points 
A,  B,  C  passent  par  3  autres  points  fixes  que  Ton  obtient  en 
menant  par  A,  B,  C  les  3  tangentes  à  la  conique,  lesquelles  se 
coupent  aux  3  points  cherchés.  On  pourrait  de  même  prendre  un 
point  A  quelconque  et  les  points  B  et  C  respectivement  sur  les 
a  tangentes  partant  de  A;  on  aurait  les  3  points  restants  en  menant 
par  B  et  C  des  tangentes  à  la  conique,  qui  forment  avec  les  tan- 
gentes AB,  AC  le  quadrilatère  dont  les  sommets  sont  les  6  points 
qui,  avec  les  10  sommets  du  pentagone,  forment  les  16  points  de- 
mandés. Si  les  points  A,  B,  C  étaient  les  sommets  d'un  triangle 
circonscrit  à  la  conique,  les  i3  points  donnés  ne  seraient  plus  dis- 
tincts; on  ne  pourrait  donc  en  déduire  les  3  points  restants. 

On  peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Etant  donnés  un  polygone  de  (/n-hi)  côtés 
circonscrit  à  une  conique,  et  [ni  —  i)  points  sur  une  tangente 
à  cette  conique,  toutes  les  courbes  du  degré  m  qui  passent  par 
les  sommets  du  polygone  et  par  les  (m  —  1)  points  passent  par 

(m  —  i)(m  — 9.)  .         ^  ,,  -. 
autres  points  Jixes  que  l  on  obtient  en  menant 

par  les  {m  —  1)  points  des  tangentes  à  la  conique  et  prenant 
leurs  points  d^ intersection. 
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'  Plus  généralement,  on  peut  prendre  {m  —  i)  points  sur  des 
tangentes,  pourvu  que  ces  points  permettent  de  déterminer  com- 
plètement le  polygone  de  m  côtés  circonscrit  à  laconique  et  doot 
ces  points  sont  des  sommets. 


SÉANCE  DU  19  DÉCEMBRE  1900. 

PRESIDENCE   DE  M.    LAISANT. 

Communications  : 

M.  Saltykow  :  Sur  les  systèmes  d'équations  aux  linéaires 
partielles. 

M.  DupoRCQ  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  une  extension  à  l'espace  du  théorème  de  Simson. 

Le  lieu  des  points  dont  les  projections  sur  les  faces  d'un  té- 
traèdre sont  situées  dans  un  même  plan  est,  comme  on  sait,  une 
surface  du  troisième  ordre  à  quatre  points  doubles,  corrélative, 
par  conséquent,  d'une  surface  de  Steiner.  Cette  surface  correspond 
au  plan  de  l'infini  au  moyen  de  la  transformation  qui  associe  entre 
eux  les  points  dont  les  coordonnées  normales,  par  rapport  au 
tétraèdre,  sont  inversement  proportionnelles;  il  suffit,  pour  le 
voir,  de  remarquer  que  deux  points  ainsi  associés,  qu'on  peut  ap- 
peler inverses  par  rapport  au  tétraèdre,  sont  les  foyers  principaux 
d'une  même  quadrique  de  révolution  inscrite  au  tétraèdre  :  l'in- 
verse du  plan  de  l'infini  est  donc  bien  le  lieu  des  fojers  des  para- 
boloïdesde  révolution  inscrits  au  tétraèdre. 

On  peut  remarquer  encove  que  deux  points  inverses  sont  con- 
jugués à  tous  les  hyperboloïdes  équilatères  conjugués  au  tétraèdre, 
et  il  en  résulte  que  la  surface  obtenue  est  aussi  le  lieu  des  centres 
de  ces  hyperboloïdes,  nouvelle  analogie  avec  le  problème  corres- 
pondant dans  le  plan.  Mais  on  peut  en  tirer  encore  une  consé- 
quence intéressante. 

Rappelons,  à  cet  effet,  que  toutes  les  quadriques  qui  passent 
par  cinq  points  coupent  un  plan  fixe  P  suivant  des  coniques  har- 
moniquement  circonscrites  à  une  conique  fixe  F,  qu'on  dit  con- 
juguée  au  pentagone  des  cinq  points  :  cette  conique  est  commune 
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aux  cinq  quadriqiies  qui  admettenl  Tun  des  cinq  points  comme 
pôle  du  plan  P  et  le  tétraèdre  des  quatre  autres  comme  tétraèdre 
conjugué.  Si  P  est  le  plan  de  Tinfini,  on  voit  que  les  cinq  qua- 
driques  admettant  un  des  points  pour  centre  et  respectivement 
conjuguées  aux  tétraèdres  des  quatre  autres,  sont  homothétiques  : 
en  particulier,  elles  seront  en  même  temps  équilatères.  On  en 
conclut  que  : 

Si  cinq  points  sont  tels  que  les  projections  de  l'un  sur  les 
faces  du  tétraèdre  déterminé  par  les  quatre  autres  soient  dans 
un  même  plan,  cette  propriété  est  symétrique  par  rapport  aux 
cinq  points. 

D'après  ce  qui  précède,  on  peut  énoncer  sous  forme  symétrique 
la  relation  qui  existe  entre  ces  cinq  points  de  la  manière  suivante  : 

Il  faut  et  il  suffit  que  la  conique  du  plan  de  V  infini,  conju* 
guée  au  pentagone  gauche  formé  par  les  cinq  points,  soit 
harmoniquement  circonscrite  à  r ombilicale. 

Pour  terminer,  je  me  contenterai  d'indiquer  que  dans  toute 
cubique  gauche  on  peut  inscrire  une  double  infinité  de  té- 
traèdres sur  les  faces  desquels  tout  point  de  la  cubique  a  ses 
projections  dans  un  même  plan. 

Enfin,  si  les  points  à  l'infini  de  la  cubique  forment  un 
triangle  circonscrit  à  l'ombilicale,  la  propriété  précédente  a 
lieu  pour  tout  tétraèdre  inscrit  à  cette  cubique. 


M.  DE  Sparre  adresse  la  Note  suivante  : 

Snr  une  application  des  fonctions  elliptiques  à  Tétude  du  mouTement 

des  projectiles. 

Lorsqu'on  suppose  la  résistance  de  l'air  proportionnelle  à  la 
quatrième  puissance  de  la  vitesse,  si  Ton  désigne  par 

Pi  la  vitesse  horizontale  du  projectile; 
0  l'angle  de  la  tangente  à  la  trajectoire  avec  l'horizon; 
X  et  y  les  coordonnées  horizontale  et  verticale  du  projectile  dans 
le  plan  de  tir; 
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y  une  constante  dépendant  de  la  forme  et  du  poids  du  projectile; 
g  l*accélération  de  la  pesanteur; 

et  si  Ton  pose  de  plus 
on  a 

-'i  =  A-4-F(eo)-F{e), 

u>>é/tangO,        'î  =   /      w'' tangOûftangO 

OÙ 

F (6)  =  tang6Uec*0-h  -  seoBj  -+-  -  0*"&(~  -r-  -)• 

Mais  si  l'angle  0  de  la  tangente  avec  Thorizon  ne  dépasse  pas 
45"  à  46^9  on  peut  prendre,  avec  une  approximation  très  suffi- 
sante, 

F(e)  =  Al  tange  4-  A,  tang»6 

avec 

A|  =3,91,        Aj  =  a,36. 

Par  suite,  si  l'on  pose  de  plus 

A  =  --L)         P=T^>         a  =  taDg»eo-+-ptang6«-t-  .-'-r, 

on  aura 

1  ^^ 


v/—  4  langue  —  4ptang6  h- 4a 
Faisons  maintenant 

tangO  4P  4a 

il  viendra 

2A 

tv»  =  —  > 

et,  par  suite,  p  désignant  la  fonction  de  Weierstrass,  dont  les  inva- 
riants sont  g^a  et  gz 
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Nous  supposerons  y*  toujours  réel  et,  par  suite,  y*  positif;  nous 
sommes  donc  dans  le  cas  du  discriminant  négatif. 

Les   formules  (78)   et   (80)   du   précis  de  M.  Lévj  donnem 
alors  (*) 

K 


-,=-^-.    H=vA^î^' 


y/H  a        4H 

p(u)  =  ^,^H y^ 

D'ailleurs  e^  est  la  racine  réelle  de  Téquation 

4^»— ^î-»  — ^3  =  0, 

de  sorte  que,  si  Q|  désigne  la  valeur  réelle  de  0,  comprise  enlr€ 
et  -  9  racine  de  Féquation 

tang'O  -h  ^tangO  —  a  =  o, 
on  a 

lange, 

et  aussi 

a  =  tang)6i+  ^  tangOi. 

Nous  disposerons  maintenant  de  y»  quî  est  arbitraire^  de  faço 

que  H  =  7*  En  tenant  compte  de  la  valeur  de  H  écrite  plus  hau 

ainsi  que  de  celles  de  et  et  a  que  nous  venons  d^écrire,  cette  coi 
dition  donne 


Les  formules  écrites  plus  haut  deviennent  alors 

wj-  !•       ï       o  '        3tang8, 

a  2  Y* 

'  ^^    ^        "      4  I  — cna       4   i  —  coa  Y* 


('  )  En  supprimant,  pour  simplifîer  récrilure,  les  indices  de  K,  K'  et  A-,  ce 
est  ici  sans  inconvénient. 
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Les  valeurs  de  Ç  et  7^  deviennent  de  plus 


5=±y-("-"o), 


,  =qr2AY  /     p{u)du. 


Nous  distinguerons  maintenant  deux  cas  (*)  : 

1**  On  veut  se  servir  des  Tables. 

Il  faudra  alors  faire  en  sorte  que  u  soit  réel;  il  faudra  donc 
prendre  d'abord  pour  y^  une  valeur  positive;  nous  prendrons 
donc 

Y*  =  4/3tang«e,-f-p,  y  =  2  y3tâng«ê7+^. 

Nous  aurons  ensuite  pour  calculer  u 


d'où 


tangOi  —  tango  —  ^ 
4 


tang6|  —  tango  -h  — 
4 

Cette  dernière  formule  fait  voir  que^  lorsque  0  décroît  de  0|  à 

—  ~9  cni/  croît  de  —  i  à  4- 1;  on  pourra  donc,  entre  les  mêmes 

limites,   faire  décroître   i/  de  aK  à   o,  et  il  faudra,  par  suite, 
prendre  les  signes  inférieurs  dans  les  valeurs  de  Ç  et  7^  et  l'on  aura 

donc 

i-      2A  ,  . 

Si  Ton  se  propose  d'introduire  l'argument  <p  des  Tables,  en  po- 
sant 

snu  =  sincp 


(')  Cet  exemple  met  en  évidence  un  des  avantages  des  fonctions  de  Weierstrass. 
En  effet,  nous  passerons  d'un  cas  à  l'autre  par  le  simple  changement  du  signe  de 
y',  tandis  qu'avec  les  fonctions  de  Jacobi  il  faudrait  recourir  à  la  théorie  de  la 
transformation. 

XXIX.  3 
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on  aura 

langOi  —  tangO —  -i- 

cnM  =  cos^= -* 

tang6i  —  lange  -h  \ 

On  a  d'ailleurs 

/iH-cnM    ,          /*! -4- 2  en  a  H- en*  a    ,              ri-^cnu    , 
au=   I   r au  =  2.   I  i du  —  u; 
i  —  cnu            J               sn'  u                           J      sn*  u 

cPailleurs 

dntt  cnu 


%nu  sn'u 


de  plus,  la  relation  connue 


donne,  en  changeant  «/  en  a  -+-  «K', 

sn*w  K  6(m) 

On  aura  donc 

/i-f-cn^   .    _  J_     _  Q'(")  __  dnM 
sn*a  "~  K  B(a)        snw 

Pour  se  servir  des  Tables,  il  faiit  introduire  la  fonction  E((p) 
de  Legendre;  on  a,  pour  cela, 

E«p)=jr"dn.«=«-jr"A-.s„.„=(.-y«-Hjîl^ 

et,  de  plus, 

cnudnw  '  ^'{u)      0',(a) 

d'où 

9'(a)       ÔUm)      cnadnw       t./    ^       /  J\  cnwdnw 

0  (tt)       Oi(a)  sna  •  \         K/  snw 


0 
et,  par  suite, 

/i  -h  enw    ,                 „,    .       dna 
rfw  =  w  —  E  (  9  ) (  i  -4-  en  M  ) 


dnu 
sn  u 

=  M  — E('^)  —  /i  -  A-5sin-îp  rot 
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puisque 

snu  =  sin9,         cnM  =  cosç,         dnM  =  /i — A:*sin'ç,. 

On  a  donc,  en  fin  de  compte, 

,,  =•.!.  + a(J-^^^)  «-AT  [E(?)  +  /.-;t«sin.»cotS] 


avec 


La  formule 

Y* 
tangGi  —  tangO  — -  -y- 

4 
cos  9  = 

Y 

tangOi  —  tang8  -+-  -— 
4 

donnera  cp,  qui  est  compris  entre  o  et  u  sans  ambiguïté. 

Si  cp  est  compris  entre  o  et  -f  on  en  déduira  de  suite,  au  mo}^en 
des  Tables,  E('^)  et  u  =  F(<f  ). 

Si  (p  est  compris  entre  -  et  tt,  on  aura 

E(©)=  2E  — E(«  — q), 
u  =  F(ç)  =  2K  — F(ir  — 9), 

Ë  et  K  désignant  les  intégrales  complètes. 

2^  Supposons  maintenant  qu'on  veuille  recourir  aux  dévelop- 
pements en  séries. 

On  devra  alors,  pour  que  les  séries  soient  plus  convergentes, 
faire  en  sorte  que  k^  soit  plus  petit  que  5. 

On  prendra,  par  suite  (^), 

Y»  =  -4/3tang«ô,H-[i=-Y{, 

Yi  étant  réel  et  positif. 

On  aura  alors 

_  I       3tangQ,       i 


(*)  Y  étant  toujours  choisi  de  façon  que  H  —  ^ 
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Les  valeurs  de  Ç  et  en  u  deviennent,  par  suite, 

iang6i—  lang6  -t-  2^ 

en  tt  = ^  • 

tang6|— tang6—  '^^ 
4 

Cette  formule  fait  voir  que  cm/  est  toujours  réel  et  plus  grand 
que  I  en  valeur  absolue.  II  décroit  de  —  i  à  — oo  lorsque  tang  ( 

décroît  de  tangOi  à  tangOi  —  ^  pour  décroître  ensuite  de  -\-ço  à  i 

lorsque  tangO  décroît  de  tangO,  —  ^  à  —  oo.  11  résulte  de  là  que 

Ton  peut  prendre  la  valeur  de  u  entre  o  et  2/K'  et  que^  lorsque 8 

décroît  de  6<  à y  u  variera  de  2fR'à  o.  i/ sera  donc  de  la  forme 

2 

u  —  ui,  u  étant  réel.  Il  faudra  donc  prendre  les  signes  inférieurs 
dans  les  valeurs  de  Ç  et  t),  et  Ton  aura 

Il  y  a  lieu  toutefois  de  faire  ici,  comme  toutes  les  fois  où  u 
est  imaginaire,  une  remarque  très  importante. 

Il  faut,  si  Ton  convient,  par  exemple,  de  négliger  les  termes 
de  l'ordre  de  q"^  dans  les  séries,  s'assurer  que  les  termes  que  Ton 
néglige  sont  bien  effectivement  de  cet  ordre. 

Prenons,  en  effet,  la  série 

0,(U)  =  I  +  2^C0S-g-  H-  2y*C09--=^-h..., 

comme  dans  le  cas  actuel  u  =  \ji,  nous  aurons 

D*ailleurs,  nous  avons  dit  que  u  varie  de  o  à  aK',  par  suite 

e  •"  varie  de  i^à  e  ^  =  q~*  de  telle  sorte  que  le  terme  2q*  e  ^  est 
égal  à  I  pour  u=  2/K'  et  nullement  très  petit  de  l'ordre  de  y*. 
Si  donc  on  gardait  pour  variable  u  et  que  l'on  voulut  obtenir  les 
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résultais  aux  termes  effectivement  de  l'ordre  Aeq^  près,  on  de- 
vrait, dans  la  série  que  nous  venons  de  considérer,  garder  les 
termes  en  5^*. 

On  évitera  toutefois  cet  inconvénient  en  posant 


S  variant,  par  suite,  de  / K'  à  —  i¥J . 
La  formule 


cn(iK' 4- :;)  =  -* 


.  dnC 


nous  donne  alors 

1-4-  en  g  __  A:snÇ  —  tdnÇ 
donc 


I  —  cnu       /:snÇH-idnÇ 


=  (A:snî;-idnO«    (>), 


ij  =  aAYii  r  />(i4)<iw  =  aAYii  y     j    ^"^  *  -h  J(^snÇ  — ednuÇ)»    é/Ç. 


Mais 


f{k  sn  Ç  —  tdn  ;)«éfÇ  =  AaA:»  sn«Ç  —  lAt  snÇ  dnÇ  -  1)  rfÇ 


D'ailleurs,  aux  termes  de  q^  près, 

£  _  ej;(o)  _  iq-K^ 

K  ""  e,(o)  ~     K«    ' 
de  sorte  que  Ton  aura 

OÙ 

.       .r/tangO|       I       QTz^W^        t..      ^        iB'j(îo) 

On  pourra  d'ailleurs,  dans  la  série  Qa(2^),  négliger  les  termes 

en  q^^  si  Ton  néglige  ceux  qui  sont  effectivement  de  l'ordre  de  q^. 

En  effet,  ici  Ç  =  X«,  \  étant  réel  et  plus  petit  que  K'  en  valeur 

(*)  On  a,  en  eiïet, 

(Ar  sn^  +  ednÇXArsnÇ  —  idn;)  =  A-=snH4-dn'!;  =  i. 
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absolue,  de  sorte  que  dans 

co,î<=i(e.--Hr-ir), 
on  a  pour  X  positif 


de  sorte  que  q^  cos  — ^^  est  inférieur  à  q^  en  valeur  absolue. 
On  pourra  donc  prendre,  avec  cette  approximation, 


I  —  a  ^  cos  — 

Pour  calculer  ensuite  en  2^  et  2^,  nous  poserons 

A:  sn  Ç  —  i  dn  Ç  =  —  t"  tang  |ji, 

d'où 

A:  sn  Ç  -H  «  dn  Ç  =  I  cot  fi. 

On  déduit  ensuite  de  ces  formules  et  de  celles  dont  nous  nous 
sommes  déjà  servi  plus  haut 

.    ,       tansOi       .  .         lang6 

d'où 

I  j     _  tangOt  —  tangQ  _    sin^6|— 6) 

-lang  fi-  ^j  ______ 

Celte  formule  fera  connaître  |x. 
On  aura  ensuite 

iànX^  =  -(colfx-t-  tangfi)  =  -r- 


ArsnÇ  =  -.(cotjx  —  tangfi)  =  icoli.^. 


et  Ton  en  déduira 


^    /  col*  2  11 


Puis,  aux  termes  effectivement  de  Tordre  q^  près,  d'après  ce 
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que  nous  avons  vu, 


d'où 


•  -•2^cos^^       V^^'        V^Xr'sinatx 


en  posant  comme  plas  haut  ^  =  Xi,  X  étant  réel,  tout  est  main- 
tenant connu  dans  le»  expressiojfis  de  ^  et  t;.  qui  se  calculeront 
sans  peine. 

M.  A.  Demouliit  atlresse  la  Note  suivante  : 

Stir  le  cylindroîde  et  sur  la  théorie  des  faisceaux  de  complexes 

linéaires. 

Dans  le  dernier  fascicule  du  Bulletin  de  la  Société  mathéma- 
tique  de  France,  M.  P.  Appell  a  établi  que  le  cylindroîde  est  la- 
seule  surface  réglée  qui  jouisse  de  la  propriété  suivante  :  le  lieu 
des  projections  orthogonales  d'un  point  pris  arbitrairement 
dans  l'espace  sur  les  génératrices  est  une  courbe  plane.  Je  pos- 
sède depuis  près  de  deux  ans  une  démonstration  analytique  de  ce 
théorème  et  je  la  fais  connaître  ci-après.  A  cette  méthode  échappent 
les  surfaces  réglées  à  plan  directeur  isotrope.  Une  méthode  directe 
me  conduit  aux  surfaces  de  cette  nature  qui  possèdent  la  propriété 
du  cylindroîde.  Ce  sont  :  i**  une  surface  (A)  qui  est,  comme  le- 
cylindroïde,  le  lieu  des  axes  centraux  des  complexes  linéaires 
compris  dans  une  série  linéaire  à  deux  termes;  2°  une  surface  (B) 
qui  n'admet  pas  ce  mode  de  génération.  Ainsi  se  trouve  mis  en. 
évidence  un  fait  curieux  :  alors  que  la  propriété  du  cylindroîde 
caractérise  cette  surface  parmi  les  surfaces  réglées  réelles  ou,  plu& 
généralement,  parmi  les  surfaces  qui  n^ont  pas  un  plan  directeur 
isotrope,  cette  même  propriété  ne  caractérise  pas  la  surface  (A),. 
de  même  définition  que  le  cylindroîde,  parmi  les  surfaces  à 
plan  directeur  isotrope. 

I. 
Soit  à  délerminer  la  surface  réglée  la  plus  générale  telle  que  le 
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lieu  des  projections  d'un  point  quelconque  de  l'espace  sur  ses 
génératrices  soit  une  courbe  plane.  Nous  considérerons  la  sur- 
face cherchée  comme  engendrée  par  l'axe  Os  d'un  trièdre  tri- 
rectangle  Oxyz,  Sur  chaque  génératrice,  il  y  a  un  point  central 
déterminé  et  situé  à  distance  finie,  à  moins  toutefois  que  la  surface 
soit  un  cylindre  ou  qu'elle  admette  un  plan  directeur  isotrope. 
Les  cylindres  constituent  une  solution  évidente  du  problème  et  il 
n'y  a  pas  à  s'en  occuper  davantage.  Quant  aux  surfaces  à  plan 
directeur  isotrope,  nous  les  étudierons  au  §  III.  Ces  deux  cas  par- 
ticuliers écartés,  nous  achèverons  de  définir  le  trièdre  Oxyz  en 
plaçant  l'origine  O  au  point  central  de  la  génératrice  et  en  faisant 
coïncider  le  plan  xOz  avec  le  plan  tangent  en  O  à  la  surface. 
Soient  ^,  t\y  ^fP,  7,  /*  les  translations  et  les  rotations  du  trièdre  : 
ce  sont  des  fonctions  d'une  variable  /.  La  vitesse  d'un  point  de 
coordonnées  relatives  x,y,  z  h  pour  composantes 

yy=ri-i-rx  —  pz  -^y,  (x'^-^y   ...V 

yz=}i-^py  —  qx-h  z' 

Le  plan  tangent  à  la  surface  au  point  de  coordonnées  (o.  o,  s} 
fait  avec  le  plan  xOz  un  angle  0  tel  que 

langO=^  =  ^^l^. 

L'hypothèse  5  =  0  doit  donner  6  =  0,  donc  yi  ==  o.  L'hypo- 
thèse s  =  00  doit  donner  0  =  -,  donc  q=  o.  Nous  pourrons  sup- 
poser />  p^  o,  car  l'hypothèse  p  =  o  correspond  au  cas  des  cylindres. 
Observons  enfin  que  le  paramètre  de  distribution  h  égale  —  -• 

Soient  P(^,  y,  z)  un  point  fixe  pris  arbitrairement  dans  l'espace 
et  H(o,  o,s)  la  projection  orthogonale  du  point  P  sur  Oz. 

Nous  exprimerons  la  fixité  du  point  P  en  égalant  à  zéro  les 
composantes  de  sa  vitesse,  d'où  les  trois  relations 

Ii  —  ry  -\'X'=  o, 
rx  —  pz-hy  =  o, 
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La  vitesse  du  point  H  a  pour  composantes 

Soient  A,  B,  C  les  projections  d'un  vecleur  unitaire  normal  au 
plan  de  la  trajectoire  du  point  H.  On  a 

AVx-t-BVj.-4-CV,=  o 
ou 

(a)  AA-t-B«-+-Gj^=o. 

Par  un  point  fixe  de  Tespace,  menons  un  segment  géométri- 
quement égal  au  vecteur  (Â,  B,  C)  et  un  trièdre  parallèle  au 
trièdre  Oxyz.  Par  rapport  à  ce  Irîèdre,  les  coordonnées  de  l'ex- 
trémité du  segment  sontÂ,  B,  C  et,  comme  ce  point  est  fixe,  on  a 

I— rB  -+-A'=o, 
rA— /?G-4-B'=o, 
/?B-+-G'  =  o. 

Difierentions  l'équation  {%)  en  tenant  compte  des  relations  (i) 
et  (3),  il  viendra 

(4)  A(A'  — r«)  -h  B(A:  —  ipy)  -h  Q{ipz  —  rx)  =  o, 

pourvu  qu'on  pose 

p 

Différentions  l'équation  (4)  à  son  tour,  en  tenant  compte  des 
mêmes  relations  (i)  et  (3), 

(  A(a  —  r'z  H-  Zpry)  h-  B(P  —  ^p'y  —  4/?«V-h  ^prx) 

\  -+-G(— 3/?î-|-2/?'>5  — r'a?  —  4/?«-hr«)  =  o. 

On  a  posé,  pour  la  simplicité, 

A'  -f-  î  r  —  A:r  =  a, 

L'élimination  de  A,  B,  C  entre  les  égalités  (2),  (4);  (5)  conduit 
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à  la  relation 

h        A'—  rz  OL  —  r' z  -h  "^pry 

z      k — ipy  p  —  "^py  —  ^p^ z  -^-^prx 

y    ipz  —  rx    —  3/)  j;  -h  'i.p* z  —  r' x  —  ( 4/?»  -h  r* )  v 

qui  doit  avoir  lieu  quels  que  soient  x^  y^  z,  t. 

Divisons  les  éléments  de  chaque  colonne  par  j^,  puis  faisons  y 
infini.  Il  viendra /?^r=:  o  el,  comme/?  n'est  pas  nulle,  r=  o. 

Faisons  ensuite  57=^  = -5  =  o,« d'où/? J^ M  =  o  ou  ÇJ^2_-q,  g; 
Ç=  o,  Oz  reste  tangente  à  une  courbe  plane,  solution  évidente. 
Il  faut  donc  supposer  ÎJ  =  o. 

En  résumé,  on  a  jusqu'ici 

^  =  o,        r  =  o,        T,  =  o,        Ç  =  o, 

Par  conséquent,  la  sur/ace  cherchée  est  nécessairement  un 
conoïde  droit  dont  ta  directrice  rectiligne  est  Vaxe  Ox  du 
trièdre. 

Introduisons  ces  valeurs  des  rotations  et  des  translations  dans 
l'équation  ci-dessus;  il  viendra,  après  quelques  réductions, 

A'- =^-4- 4/^*^  =  0. 

En  choisissant  convenablement  la  variable  indépendante  t,  on 
peut  supposer/?  constant.  Si  l'on  prend /?  égal  à  J,  l'équation  pré- 
cédente devient 

A'-+-A=o, 

ou,  comme  A  =  —  -f 
P 

On  déduit  de  là,  en  intégrant, 

\  =  A  cos(/  +  B). 

Nous  allons  établir  l'équation  du  conoïde  en  prenant  comme 
trièdre  de  référence  la  position  O,  X  YZ  qu'occupe  le  trièdre  Oxyz 
à  l'instanl  /  =  —  B. 
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Soit  X  Tabscisse  du  point  O.  On  a 


L'angle  des  plans  zOx  et  Z0|  X  égale • 

Soient  X,  Y,  Z  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la 
génératrice  Oz  et  o,  o,  z  ses  coordonnées  relatives.  On  a 

X  =  Asin(<-f-B), 
t-h  B 


Y  =  ^  sin 

Z  =  3  COS 


2 

£H-B 


L'élimination  de  ^  et  de  /  entre  ces  trois  équations  donne 
l'équation  classique  du  cjlindroïde 

y_    aAYZ 
Y«4-Z«' 

ce  qui  démontre  le  théorème  de  M.  Appell. 

IL 

A  l'analyse  qui  précède  échappent,  nous  l'avons  vu,  les  surfaces 
iréglées  à  plan  directeur  isotrope.  Si  l'on  veut  traiter  ce  cas  par  la 
méthode  du  trièdre,  on  pourra  faire  décrire  à  l'origine  O  une 
trajectoire  orthogonale  des  génératrices  et  prendre  pour  plan 
des  xz  le  plan  tangent  à  la  surface  à  l'origine,  d'où  les  deux  con- 
ditions 7^  =  0,  2^  =  o.  On  aura  également,  le  plan  asymptote  étant 
isotrope,  /?^-i-y^=  o.  Malgré  la  simplicité  de  ces  relations,  on 
est  conduit  à  des  conditions  très  compliquées  desquelles  il  serait 
difficile  de  déduire  les  valeurs  des  translations  et  des  rotations. 
Aussi  avons-nous  étudié  par  une  méthode  directe  les  surfaces  en 
question.  Avant  d'exposer  cette  méthode,  nous  allons  faire  voir 
qu'il  existe  au  moins  une  surface  de  cette  nature  jouissant  de  la 
propriété  du  cylindroïde. 

Soient  C  =  o,  C  =  o  les  équations  de  deux  complexes  linéaires  ; 
l'équation 
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où  p  désigne  un  paramètre  variable,  définit  une  série  simplement 
infinie  de  complexes  linéaires  dont  les  axes  centraux  sont  paral- 
lèles à  un  même  plan.  Si  ce  plan  n'est  pas  isotrope,  le  lieu  des 
axes  centraux  est  un  cjlindroïde.  Si  ce  plan  est  isotrope,  le  lieu 
des  axes  centraux  est  une  certaine  surface  (A).  Pour  cette  surface 
comme  pour  le  cjlindroïde,  le  lieu  des  projections  d'un  point 
quelconque  de  Tespace  sur  les  génératrices  sera  une  courbe  plane. 
Si  l'on  démontre,  en  effet,  cette  propriété  pour  le  cylindroïde,  en 
prenant  des  axes  quelconques ,  les  calculs  s'appliqueront  éga- 
lement à  la  surface  (Â).  C'est,  au  reste,  ce  que  nous  allons  vérifier 
par  un  calcul  direct  après  avoir  établi  l'équation  réduite  de  la 
surface  (A). 

Parmi  les  complexes  de  la  famille  C  H-  pC'=  o,  il  y  en  a  deux 
qui  sont  spéciaux  ;  supposons  que  ce  soient  C  et  G,  Les  axes  étant 
rectangulaires,  nous  prendrons  l'axe  central  de  C  pour  axe  des  z 
et,  pour  axe  des  j;,  une  droite  rencontrant  Taxe  central  de  O, 

Soient  a,  p,  y,  p,  q^  r  les  coordonnées  pluckériennes  d'une 
droite  quelconque  de  l'espace  ;  un  complexe  linéaire  étant  défini 
par  l'équation 

les  coordonnées  de  son  axe  central  ont  pour  valeurs 

a  =  P,         /?  =  A-A:P, 

^-Q,        y  =  B-A-Q, 

Y=R,         r  =  G  — A:R, 

AP  -H  BQ  -H  CR 

L'axe  central  du  complexe  G  est  parallèle  à  Tun  des  plans  iso^ 

tropes  passant  par  Oz,  de  là  résulte  la  condition  P*-f-  Q*  =  o; 

nous  prendrons  P=i,  Q  =  i.  L'axe  central   rencontrant  l'axe 

des  x,  une  de  ses  équations  se  réduit  à  yf  —  5  p  =  o,  donc  /?  =  a, 

et,  par  suite,  A  =  o.  Le  complexe  C  a  donc  une  équatian   delà 

forme 

BP-H  Cy-^p-^iq-^  Rr  =  o, 

avec  la  condition 

B£4-CR=o. 

L'équation  du  complexe  C  est  r  =  o,  l'équation  de  la  famille  de 
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complexes  sera  donc 

Bp  -h  Cy  -h/)  -t-  *^  -+-(  R  h-  p)  r  =:  o; 

L'axe  central  du  complexe  du  paramètre  p  a  pour  coordonnées 

Cp 


p  =  - 


p-.-,         «"B-nriH?. 


(R  +  P)» 

_2i 

Gp 


On  déduit  de  là  les  équations  de  cette  droite 

RC 


XI — y  = 


H4-p' 


J^(R-hX)-«|r- ^ 


(R-hp)« 


et,  par  l'élimination  de  p  entre  ces  deux  équations,  l'équation  de 
la  surface  (Â) 

—  —  (^  — *'^)-g*  _  {y  —  ixY  __  (y  —  ix)'^ 
•^""  RC  R«G«  R»C      * 

Cette  équation  est  de  la  forme 

(A)  y  =  M^(^— ia?)-hM«(j^  — ta?)«-l-N(^— t>)», 

M  et  N  désignant  deux  constantes  essentiellement  différentes 
de  zéro. 

Vérifions  que  la  surface  (Â)  jouit  bien  de  la  propriété  indiquée. 

Les  équations  d'une  génératrice  quelconque  g  de  la  surface 
peuvent  s'écrire 

Iy  —ix  =  X, 
^  =  MX-5-HM*X»-f.NX«. 

Soient  (xoï^Oî  ^^o)  les  coordonnées  d'un  point  P  pris  arbitrai- 
rement dans  l'espace. 

Le  plan  mené  par  le  point  P,  perpendiculairement  à  la  généra- 
trice g^  a  pour  équation 

MX  \{x  —  Xq)  -h  i{y  — 7o)]  -h  ({z-^z^)  =  o. 
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Le  lieu  de  la  projection  du  point  P  sur  La  génératrice  ^  s^ob- 
tient  en  éliminant  X  entre  cette  dernière  équation  et  les  équa- 
tions (^),  ce  qui  donne  pour  équation  du  lieu  cherché,  l'équa- 
tion (A)  et  la  suivante 

(i)  M{y  —  ix)[(x  —  xo)  -+-  i(y  —yo)]-^  ii^  —  ^o)  =  o. 

L'élimination  de  z  entre  les  équations  (A)  et  (i)  donne 

y  =  Mzoiy—  *ar)-+.(Mao  — N)(7— !>)«, 

pourvu  qu'on  pose  y©  —  i^o  ^  «o^  et  si  l'on  porte  dans  cette  der- 
nière équation  la  valeur  de  (y  —  «"^)^,  tirée  de  (i),  il  viendra 

(ic)       y  =  Mzo{y  —  ix)  -+-       ^^'    [M  Uo(y  —  ix)  —  z -\-  Zq]. 

Celte  équation  étant  linéaire,  le  théorème  est  démontré. 

On  reconnaîtra  aisément  que  le  plan  iz  renferme  la  génératrice 

qui  correspond  à  la  valeur j^^ du  paramètre  X. 


III. 


Cherchons  maintenant  toutes  les  surfaces  réglées  à  plan  direc- 
teur isotrope  qui  ont  la  même  propriété  que  le  cylindroïde. 

Soient 

y  —  ix  =  X, 

y  =  zf(\)^f^a) 

les  équations  d'une  génératrice  variable  de  la  surface.  Les  coor- 
données de  la  projection  d'un  point  quelconque  (^09  J'o?  «o)^i>^ 
cette  génératrice  ont  pour  expression 

-  =     50     -+-    Mo/  —  a/. 

Pour  abréger,  on  a  écrit/ et  ©  au  lieu  de  fQ^)  et  'f  (a),  et  l'on 
a  posé  Uq  =jKo  —  i^Qt  '^  =  'i(^0  ==  ?  — ^^f^- 

Ces  équations  doivent  définir  une  courbe  plane  quels  que  soient 
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-^o^yo  3o',  il  fsiul  donc  et  il  suffit  qu^il  y  ait  une  relation  linéaire 
entre  a:,  y^  z  ou  bien  entre  y^  z  tly  —  ix  ou  X.  De  là  cette  con- 
dition très  simple 

qui  s'écrit,  en  tenant  compte  des  valeurs  dey  et  de  ^, 

-  Mo/'  -h  X/"  +  Si/'      Z^f   ^  Uo  (/»  )'  +  4^" 

Si/'  est  nulle,  celle  équation  est  identiquement  vérifiée  et  cp  est 
arbitraire.  La  surface  correspondante  est  un  cylindre  dont  les  gé- 
nératrices sont  parallèles  au  plan  j^  —  ix  =  o,  solution  évidente. 
Nous  pourrons  donc  supposer/'  y£  o. 

Divisons  les  éléments  de  la  seconde  colonne  du  déterminant 
par^oj  puis  faisons  z^  infini;  il  viendra 

W  ifT  =  3/'«. 

Divisons  ensuite  les  éléments  de  chaque  colonne  par  i/o>  puîs 
faisons  u^  infini,  nous  obtiendrons,  toutes  réductions  faites, 

3/'*=/'/-. 

Pour  que  cette  équation  soit  compatible  avec  Féquation  (2), 
il  faut  que/''  =0,  c'est-à-dire  que/'  soit  constante.  On  a  donc 

/(X)  =  aX-ha'. 

L'équation  (i)  se  réduit  alors  à  i^"  =  o,  d'où 

<|^(X)  =  6X>-+-6'X-+-^>' 
et 

(p(X)  =  X(«X  ^  a')»  -4-  6X«  -{.  6'X  +  h\ 

Les  équations  de  la  génératrice  peuvent  donc  s'écrire 

y  ~  ix  —  X, 

^=  3(aX-f-a')-f-a*X»-+- /nX«-i- wi'X  +  /?i'. 

On  conclut  de  là  Téquation  de  la  surface  cherchée 

y  =  z  \a{y  —  ix)  -\-  a']  -h  a'^iy  —  ixY 
-^  m(y  —  ixy  -f-  m' (y  —  ix)  -f-  m  . 

Le  changement  d'axes  coordonnés  défini  par  les  équations 

-.«a:  =  -iX-4-/i,        y=.\-^h'.         z  =  Z -h  h' 
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permet,  par  un  choix  convenable  et  toujours  possible  des  con- 
stantes A,  h'j  /t",  de  ramener  cette  équation  à  la  suivante 

(S)        Y  =  aZ(Y  -  iX)-h  aî(Y  — iX)»-h  (m  —  3aa')(Y  —  tX)«. 

Il  y  a  maintenant  deux  cas  à  distinguer  :  i^  si  m  —  3(za' n^est 
pas  nul,  l'équation  ci-dessus  est  de  même  forme  que  l'équation  (A), 
et  la  surface  (S)  est  une  surface  (A);  2°  si  m  —  Zaal=^  o,  l'équa- 
tion (S)  se  réduit  à 

(B)  Y  =  aZ(  Y  -  i\)  4-  a» (Y  -  iX)K 

La  surface  (B)  est-elle  une  surface  (A)?  En  d'autres  termes, 
est-il  possible  de  déterminer  les  coefficients  M  et  N  de  manière 
que  les  équations  (A)  et  (B)  représentent  deux  surfaces  égales? 
La  réponse  est  négative  :  en  effet,  si  les  deux  surfaces  étaient 
égales,  elles  seraient  applicables  l'une  sur  l'autre  avec  correspon- 
dance des  asymptotiques;  or,  nous  allons  montrer  que  cette  con- 
dition nécessaire  (et  d'ailleurs  sufGsante)  n'est  pas  vérifiée. 

Occupons-nous  d'abord  de  la  surface  (A)  ou  plus  généralement 
de  la  surface  (A')  définie  par  l'équation 

(A')  y  =  }\kz{y  —  ix)  -*-  W{y  —  *>)»  -h  N(x  ~  *>)' 

qui  se  réduit  à  l'équation  (A)  pour  Ar  =  i . 

Si  l'on  pose  y  —  1  j:  =  \  l'équation  des  lignes  asympto tiques 

sera  5  = r — h  [a,  [jl  désignant  une  constante  arbitraire.  On 

déduit  des  trois  équations  ci-dessus  les  expressions  des  coordon- 
nées de  la  surface  (A')  en  fonction  des  paramètres  des  asympto- 
tiques  et  l'on  trouve,  pour  le  carré  de  l'élément  linéaire,  l'expres- 
sion 

^  i^  { X:«  -  3  )  rfX  ^/ïx  -+.  ^/,i«. 

Pour  Âr  =  ifc  y/ï,  le  terme  en  dkd\k  s'évanouit  et  la  surface  (A') 
est  minima.  Nous  retrouvons  ainsi  la  surface  minima  réglée  ima- 
ginaire, signalée  en  premier  lieu  par  Bibaucour,  et  que  nous  avons 
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étudiée  ailleurs  d*une  manière  détaillée  (*).  La  relation  entre  la 
surface  (A)  et  cette  surface  minima  est  extrêmement  simple  : 
deux  points  correspondants  ont  mêmes  coordonnées  x  et  y^  et 
leurs  z  sont  dans  le  rapport  de  y/î  à  i . 

Si  Ton  fait  dans  la  formule  ci-dessus  A:  =  i,  on  aura  le  ds^  de  la 
surface  (A) 

Quant  au  carré  de  ^élément  linéaire  de  la  surface  (B),  il  est 
donné  par  la  formule 

rf«'»  =  (  2  a  ji' -+- 1 5  a«  X'î  —  I  )  c?X'«  —  4  a  â' rfX' fifix' H- rf(jL'». 

Pour  que  ces  deux  surfaces  fussent  applicables  l'une  sur  l'autre 
avec  correspondance  des  as^mptoliques,  il  faudrait  que  l'on  eût 

ds^  =  ds'i 

pour  toutes  les  valeurs  de  ^,  J*.,  rf^M  d^i  l^s  paramètres  )/  et  a' 
étant  respectivement  fonctions  de  Xet  de  [a  seulement.  Or,  on  re- 
connaîtra aisément  que  cette  identité  est  impossible.  La  sur- 
face (B)  n'est  donc,  en  aucun  cas,  une  surface  (A)  et  nous  pou- 
vons énoncer  ce  théorème  : 

Il  y  a  deux  surfaces  réglées  à  plan  directeur  isotrope  qui 
jouissent  de  la  propriété  du  cylindroïde  :  la  surface  (A)  et  la 
surface  (B). 

Celte  dernière  n'est  pas,  comme  la  surface  (A)  et  le  cylindroïde, 
le  lieu  des  axes  centraux  des  complexes  linéaires  définis  par  une 
équation  de  la  forme  C  -|-  pG'=  o.  Autrement  dit,  la  propriété 
qui  caractérise  le  cj^lindroïde  parmi  les  surfaces  réglées  qui  n'ont 
pas, de  plan  directeur  isotrope,  ne  caractérise  pas  la  surface  (A) 
parmi  celles  qui  ont  un  plan  directeur  isotrope. 

La  surface  (B)  est,  comme  la  surface  (A),  une  transformée  ho- 


(  »  )  A.  Demoulin,  Sur  les  surfaces  minima  réglées  et  les  sur/aces  minima 
à  lignes  de  courbure  planes  {Mémoires,  iïi-8",  de  l'Académie  royale  de. Bel- 
gique, t.  lAUl;  1899}. 
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mographique  d'une  surface  minima  réglée  de  Kibàucoun  Or  deux 
surfaces  minima  de  Ribancour  sont  nécessairement  semblables. 
Concluons  de  là  que  les  surfaces  (A)  et  (B)  se  correspondent  dans, 
une  homographie. 

Observons  enfin  que,  pour  M  =  a,  les  surfaces  (A.)  et  (B) 
sont  applicables  l'une  sur  l'autre  :  c'est  ce  qu'on  reconnaîtra  en. 
exprimant  leurs  ds^  en  fonction  des  paramètres  des  génératrices 
et  de  leurs  trajectoires  orthogonales. 


M.  Hadàmard  adresse  la  Note  suivante  : 


Sur  la  propagation  des  ondes. 


On  sait  que  Hugoniot  a,  le  premier,  défini  avec  précision  ce 
que  Ton  doit  entendre  par  propagation  d'un  mouvement  dans 
un  autre.  Il  a  appliqué  sa  méthode  aux  équations  de  l'Hydrody- 
namique et  a  retrouvé;  soùs  ce  nouveau  point  de  vue,  la  formule 
classique  donnant  la  vitesse  des  ondes  dans  les  gaz;  d'autre  part,, 
il  a  indiqué  les  conditions  de  compatibilité  de  deux  mouvements, 
gazeux,  mais  dans  le  cas  du  mouvement  rectiligne  seulement. 

Non  seulement  il  y  a  lieu  d'étendre  la  définition  et  l'étude  de 
la  compatibilité  au  mouvement  à  trois  dimensions,  mais,  d'une 
manière  plus  générale,  la  méthode  d'Hugoniot  demandait  à  être 
complétée  sur  deux  points  importants,  dont  le  premier  est  l'inter- 
prétation géométrique  et  le  second,  la  distinction,  nécessaire. icr 
comme  en  toute  autre  question  de  Mécanique,  entre  les  faits  d'ordre 
proprement  dynamique,  ayant  leur  source  dans  les  propriétés 
propres  aux  fluides,  et  les  faits  d'origine  purement  cinématique. 

Dans  le  Cours  que  j'ai  professé  au  Collège  de  France  en  1898- 
1899  et  i89y-i9oo,  j'ai  été  amené  à  étudier  cette  question.  J'indi- 
querai ici  sommairement  les  conclusions  auxquelles  je  suis  par- 
venu. 

1.  Soit  un  milieu  déformante,  divisé  en  deux  régions  1  et  2 
par  une  surface  qui  occupe,  à  l'instant  /o)  ^^  position  S.  Nous 
supposons  :  i*^  que,  dans  chacune  des  régions  1  et  2,  les  coordon- 
nées X,  y.  z  sont  des  fonctions  continues,  tant  des  coordonnées 
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initiales' a,  by  c  que  du  temps  t,  et  quUl  en  est  de  même  de  leurs 
dérivées  jusqu'à  un  ordre  déterminé  n  ;  2°  que,  au  contraire,  lors- 
qu'on traverse  S,  l'une  au  moins  des  dérivées  d'ordre  n  éprouve 
une  variation  brusque,  toutes  les  dérivées  d'ordre  inférieur  à  n 
restant  d'ailleurs  continues. 

Nous  considérons  comme  ordre  d'une  dérivée  quelconque 
Tordre  total  de  dérivation  par  rapport  à  a,  6,  c  et  ^  indistinc- 
tement. Nous  nommerons,  par  exemple,  dérivées  du  second  ordre 
les  dérivées  des  trois  catégories  suivantes  : 

I®  Dérivées  du  second  ordre  par  rapport  à  a,  6,  c; 

2°  Dérivées  du  premier  ordre  par  rapport  à  a,  6  ou  c  et  du  pre- 
mier ordre  par  rapport  à  /  ; 

3**  Dérivées  du  second  ordre  par  rapport  à  t 
(la  première  catégorie  comprenant  18  dérivées,  la  seconde  9,  la 
troisième  3  seulement,  qui  ne  sont  autres  que  les  composantes  de 
l'accélération  ).  D'une  manière  générale,   les  dérivées  d'ordre  n 
se  distribueront  en  /i  4- i  catégories  analogues  aux  précédentes. 

Cela  posé,  il  est  aisé  de  voir  que,  en  toute  hypothèse,  les  va- 
riations brusques  qu'éprouvent  les  dérivées  d'ordre  n  lorsqu'on 
traverse  la  surface  S  ont  entre  elles  des  relations  qui  permettent 
de  les  exprimer  toutes  par  le  moyen  de  n  h-  i  vecteurs  seulement. 
Si,  pour  simplifier  l'écriture,  nous  nous  bornons  au  cas  de  /i  =  2, 
un  premier  vecteur  (X,  ijl,  v)  fera  connaître  les  variations  brusques 
des  dérivées  appartenant  à  la  première  des  trois  catégories  distin- 
guées plus  haut,  et  cela  par  le  moyen  des  formules  que  Ton  dé- 
duira des  identités  (par  rapport  à  A,  B,  C) 

où  a,  ^,  Y  sont  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  S  au  point 
considéré  ;  (M)  désignant,    pour   abréger,    la    variation    brusque 
éprouvée  par  la  quantité  quelconque  M,  à  la  traversée  de  S. 
Le  second  vecteur  >.,,  jx,,  v,  fera  connaître  les  dérivées  de  la 
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seconde  catégorie,  par  les  formules  déduites  des  Iderilîlés 

Enfin  le  troisième  vecteur  (X21  [^^2»  ^2)  n'est  autre  que  la  variation 
brusque  de  raccélération. 

2.  Il  semble,  au  premier  abord,  que  ces  relations  sont  les  seules 
qu'il  y  ait  lieu  d'écrire  :  elles  sont,  en  effet,  suffisantes  pour  que, 
à  l'instant  ^O)  il  existe  une  discontinuité  de  la  nature  indiquée  en 
chaque  point  S.  Mais  si  d'autres  relations  ne  sont  pas  vérifiées,  la 
nature  du  phénomène  sera  assez  profondément  modifiée  avant  et 
après  l'instant  t^.  Si,  en  effet,  les  trois  vecteurs  précédents  ont  des 
composantes  arbitraires,  il  est  cinémaliquement  impossible  de 
concevoir  aucun  mouvement  dans  lequel,  aux  instants  to±z 
existe,  comme  à  l'instant  /qj  ^^ne  discontinuité  du  second  ordre 
suivant  une  surface  unique  (voisine  de  S).  Il  faut  tout  au  moins 
supposer  (c'est  l'hypothèse  la  plus  simple)  que  la  surface  S  en- 
gendre deux  feuillets  (au  moins)  de  discontinuité,  réunis  seule- 
ment à  l'instant  ^0  ^t  séparés,  avant  et  après,  par  toute  une  région 
intermédiaire  3  dans  laquelle  règne  un  troisième  mouvement,  en 
discontinuité  du  second  ordre  avec  chacun  des  deux  premiers. 

Pour  que  les  mouvements  i  et  2  soient  ciné mattquement  com- 
patibles, c'est-à-dire  pour  que  la  surface  de  discontinuité  puisse 
rester  unique,  il  faut  donc  des  conditions  nouvelles.  Ces  condi- 
tions s'énoncent  ainsi  : 

Les  trois  vecteurs  (a,  ia,  v),  (  A|,  [jl,,  v,),  (  âj,  Ua,  vj)  sont  de 
même  direction  et  en  progression  géométrique. 

La  raison  de  cette  progression  donne  d'ailleurs  la  vitesse  d^ 
propagation. 

Pendant  la  durée  d'un  mouvement  déterminé  quelconque,  on 
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doit  considérer  la  compatibilité  oomme  le  oai  général;  on  peut 
alors  parler  de  ia  direction  d'une  discontinuité  :  cette  direction 
est  (si  la  discontinuité  est  du  second  ordre)  la  direction  commune 
des  trois  vecteurs  (X,  u,  v),  (Xo  {Ai?  V|),  Çk^i  ^t^  v^). 

3.  Signalons  quelques  conséquences  des  principes  précédents. 
Puisqu'on  a   défini  la  direction  d'une  discontinuité,  on  peut 

considérer,  en  particulier,  des  discontinuités  purement  longitu- 
dinales, dans  lesquelles  la  direction  de  la  discontinuité  est,  en 
chaque  point,  perpendiculaire  à  celle  du  plan  tangent  à  la  sur- 
face S;  et  des  discontinuités  purement  transversales,  dans  les- 
quelles ces  deux  directions  sont  parallèles  entre  elles. 

Or  on  sait  que,  dans  la  théorie  des  vibrations,  on  est  obligé  de 
renoncer  à  la  définition  primitive  des  mouvements  longitudinaux 
et  transversaux  lorsqu'on  sort  du  cas  des  ondes  planes  ou  sphé- 
riques,  pour  en  adopter  une  autre  fondée  sur  la  densité  ou  la  ro- 
tation moléculaire.  Cette  nécessité  disparaît  lorsqu^on  se  place  au 
point  de  vue  d'Hugoniol,  complété  comme  nous  venons  de  l'indi- 
quer. Les  deux  définitions  n'en  font  d'ailleurs  plus  qu'une  :  en 
effet,  on  constate  que  les  variations  brusques  des  dérivées  de  la. 
densité  dépendent  de  la  composante  normale  de  la  discontinuité, 
tandis  que  les  variations  du  tourbillon  et  de  ses  dérivées  dépendent 
de  la  composante  tangentielle. 

4.  A  cette  remarque  s'en  rattache  une  autre  d'un  certain  intérêt 
théorique. 

Les  discontinuités  dont  nous  venons  de  parler  s'introduisent 
nécessairement  dans  la  mise  en  équation  des  problèmes  d'Hydro- 
dynamique des  gaz  :  il  est  impossible,  en  effet,  sans  leur  concours, 
de  faire  cadrer  les  équations  du  mouvement  interne  avec  les  équa- 
tions aux  parois. 

On  peut  se  demander  si  la  présence  de  ces  <K«eonttiMi4t6s  oe 
compromettrait  pas  la  validité  des  propositions  bien  connues  rela- 
tives au  potentiel  des  vitesses  ou  aux  tourbillons.  Il  n'en  est  rien  : 
s'il  j  a  compatibilité,  les  discontinuités  hydrodynamiques  sont 
toujours  normales  et  il  en  résulte,  ainsi  que  nous  venons  d%  le 
dire,  qu'elles  n'influent  pas  sur  la  ratation  moléeukire  (*). 

^')  La  n«cesêUé  du  raiftouoement  que  noua  veooas  d'indit^ucr  apparaît  claire- 
XXIX.  4- 
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:  S;  Supposons  .mainlenaot  qaaii  sèio  d^un  fluide  dn  coa^idè^^ 
deâx  mouvements  cantigus  avec  discontinuité  et  non  eolnpattblE^d 
entre  eux.  Les  éqiiatlbhs  prédédemment  éci^ités  permet^nt  d'étu^ 
dier  le  mouvement  ou  les  mouvements  intermédiaires  qui  pren^ 
dront  naissance. 

Prenons  d'abord  le  cas  d'un  liquide.  Alors,  en  vertu  du  n^  3, 
les  trois  vecteurs  caractéristiques  de  la  discontinuité  (dont  deux 
seulement  seront  donnés,  puisque  l'accélération  se  calcule  par  Ip^ 


P'ig.  I. 


équations  générales  de  l'Hydrodynamique)  seront  tangentiels.  Le 
premier  (le  vecteur  X,  |a,  v  )  influera  directement  sur  Taccéléra' 
tiqn.  :  il  produira,  s'il  n'est  pas  nul^  un  glissement  (au  sens  vul^ 
gairé  du  mot)  des  deux  couches  liquides  l'une  sur  Tauti^e,  de  sorte 
que  des  lignes  tracées  à  la  fois  dans  les  deux  couches  et  à  l'in^^ 
staat./ot  commis;  .^indique  la  fig.  i ,  auront  à  l'instant  /«  +  s  l'as^ 
pect  représentée^*  a. 

Fig.  a. 


Le  second  vecteur  (X|,  (Xi,  V|)  n*inflaera  pas  sur  Taccéléralion 
dos  points,  situé»  sur  la  surface  de  discontinuité  :  il  produira  un 
glissement  (au  sens  que  ce  mot  a  en  théorie  de  l'élasticité)  de 


ment  lorsqu'on  se  rapporte  à  un  cas  un  peu  différent,  lequel  paraît  d'ailleurs  trèi 
intéressant  et  sur  lequel  j'espère  avoir  l'occasion  de  revenir  :  je  veux  parler  des 
iquides  ^à  frottement.  On  sait  que,  pour  de  tels  liquides,  le  théorème  sur  le, 
potentiel  des  vitesses  cesse  de  s'appliquer.  Cette  circonstance  est  uniguemeni 
due  aux  singularités  du  mouvement  :  tant  que,  dans  une  région  déterminée, 
celui-ci  reste  analytique,  le  théorème  dont  nous  parlons  conserve  sa  validHéi 
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chaque  couche  sur  elle-même,  ces  glissemeùts  ëtant  dîflTérents 
entre  eux  :  autrement  dit,  les  lignes  qui  avaient  à  l'instant  t^ 
Taspect  de  Wfig*  i  prendront,  à  l'instant  lo4-  e»  celui  qui  est  ^é•^ 
présenté  fig.  3.  C'est  ce  qui  se  produit,  par  exemple,  dans  les 


Fig    3. 


mouvements  bien  connus  où  le  tourbillon  est  discontinu. 

Bien  entendu,  il  y  aura,  dans  cas  le  plus  général,  superposition 
des  deux  effets» 

6.  Si  maintenant  nous  passons  au  cas  d'un  gaz,  nous  pourront 
commencer  par  considérer  Thjpothèse  où  les  deux  vecteurs  carac^ 
téristiques  sont  normaux.  Si  leur  rapport  a  la  valeur  bien  connue 

d^  i/^- '  il  y  aura  compatibilité,  et  l'onde  se  propagera  suivant  la 

loi  classique.  On  observera  qu'{7  n^y  a  aucune  ambiguïté  sur  le 
^ens  de  cette  propagation  [puisque  le  signe  du  radical  résulte  de 
la  connaissance  des  deux  vecteurs  (X,  [j.,  v)  et  (X|,  [j.|,  V|)]  :  ce 
qui  ne  reçsortait  pas  des  développements  d'Hugoniot  (^}. 

Si  le  rapport  y  n'a  pas  la  valeur  ±1/^,  la  discontinuité  se 

divisera  en  deux,  qui  se  propageront,  en  sens  inverse  l'une  de 

l'autre,  avec  la  même  vitesse l/—'»   La  valeur  de  l'accélération 

dans  la  triainche  intermédiaire  qui  prendra  naissance  sera,  bien 
entendu,  différente  des  valeurs  que  prendra  cette  grandeur  dans 
lesdeiiï  mouvements  donnés  :  on  saura  d'ailleurs  calculer  cette 
valeur  nouvelle. 

.  Supposons  enfin  que  la  .discontinuité  donnée  ait  des  compo^ 
santés  tangentielles.  Il  y  aura  alors  superposition  du  phénomène 
que  nous  venons  d'indiquer  avec  celui  dont  nous  avons  parlé  dans 

(*)  V\>ir  DufiEK,  Hydrodynamique,  Élasticité,  Acoustique,  t.  I,  p,  19/1.  •     * 
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le  cas  des  liquides;  de  sorte  que  l'on  Irouvera,  dans  le  cas  le  plus- 
général,  quatre  mouvemenls  séparés  par  trois  surfaces  de  discon^ 
liauité  donl  deux  seront  mobiles  61  une  fixe. 


7.  La  méthode  d^Hugoniot  s'applique  aux  ondes  qui  peuvent  se 
produire  dans  les  solides  élastiques,  et  cela  non  seulement  dans 
le  cas  des  déformations  infiniment  petites,  mais  aussi  dans  celui 
des  déformations  finies  tel  que  Tout  traité  MM.  Boussinesq  et 
Brillouin.  Il  est  intéressant  de  comparer  les  conclusions  aux- 
quelles on  parvient  dans  les  deux  cas. 

Dans  rhypothèse  des  déformations  finies  comme  dans  celle  des 
déformations  infiniment  petites,  à  une  direction  d'onde  déter- 
minée correspondent  trois  directions  de  disconlinuité  différentes 
que  cette  onde  est  susceptible  de  propager,  et  ces  trois  directions 
sont  rectangulaires  entre  elles  dans  le  milieu  déformé  :  ce  sont 
les  directions  d'axes  d'une  certaine  quadrique  E,  dont  l'équation 
dépend  de  la  direction  d'onde. 

Si  l'équilibre  interne  du  solide  (sous  l'influence  des  forces 
données  et  des  forces  d'inertie)  est  stable,  la  quadrique  E  sera 
toujours  un  ellipsoïde  réel,  ce  qui  est  nécessaire  pour  que  les 
vitesses  de  propagation  soient  réelles.  Le  calcul  qui  établit  celte 
proposition  fournit  une  interprétation  simple  de  l'ellipsoïde  Ë 
(autrement  dit,  de  l'ellipsorde  de  polarisation  dans  le  cas  des  mou- 
vements infiniment  petits).  Le  premier  membre  de  son  équation 
n'est  autre  que  le  travail  interne  correspondant  à  une  certaine  dé- 
formation immédiatement  liée  à  une  direction  de  discontinuité 
arbitrairement  donnée. 


8.  Jusqu'ici,  les  résultats  sont  le»  mêmes,  qu'il  s'agisse  de  dé* 
formations  înQniment  petites  ou  finies.  Au  contraire,  la  proposi- 
tion d'après  laquelle,  dans  un  milieu  isotrope,  les  discontinuité» 
correspondant  à  une  direction  d'onde  donnée  sont,  les  unes  excln^ 
sivement  longitudinales,  les  autres  exclusivement  transversales, 
est  partkutière  aux  déformations  infiniment  petites. 

Si,  en  efiet,  o<i  ekerche  les  conditions  pour  qu'un  axe  de  l'ellip* 
solde  £  soit  toujours  normal  à  Tonde,  on  constate  que  la  fonc- 
lion  W  qui  représente  Ténergie  de  déformation  rapportée  à  l'unité 
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de  masse,  doil  avoir  la  forme 

W  =  F(D)+2«/(ïî-4s/.s/)-4-2^'i(VxY/-2£/Y,) 

i=i  i 

(à  «ne  partie  linéaire  près),  où  Si,  Sj,  ê3>Yi>Y27  Ya  désignent, 
comme  dans  le  travail  de  MM.  E.  et  Fr.  Cosserat  (Annales 
de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  t.  X)  les  composantes 
de  la  déformation,  /,  k,  l  étant  une  permutation  des  indices  i ,  a,  3  ; 
D,  la  densité.  F  est  une  fonction  arbitraire,  mais  les  a  et  les  b 
sont  des  constantes. 

Or  Tisolropie  du  solide  se  caractérise  par  ce  fait  que  W  est 
une  fonction  de  D  et  des  quantités 

A  =  E|  -;-  £j  -h  S3,        ^  =2  ^^^  —  -^  ^*2/ )• 

On  voit  que  cette  condition  n'entraîne  pas  la  précédente,  laquelle 
exige  que  W  soit  linéaire  par  rapport  à  A,  A^  et  B.  La  séparation 
des  mouvements  longitudinaux  et  transversaux  est  donc  excep- 
tionnelle lorsqu'on  sort  du  cas  des  déformations  infîniment  petites. 

9.  Les  résultats  d'Hugoniot  ne  sont  que  l'interprétation  méca- 
nique de  ceux  auxquels  conduit  la  théorie  des  caractéristiques 
pour  les  équations  aux  dérivées  partielles  à  plus  de  deux  variables 
indépendantes  (•).  Toutefois,  pour  adapter  celte  théorie  à  la  Mé- 
canique, il  est  nécessaire  de  l'étendre  aux  systèmes  d'équations. 
Le  cas  d'un  système  de  trois  équalions  à  trois  fonctions  inconnues, 
par  exemple,  est,  comme  on  sait,  essentiellement  distinct  en 
général  de  celui  d'une  seule  équation  à  une  seule  inconnue. 
L'étude  des  caractéristiques,  lesquelles  sont  définies  en  égalant  à 
zéro  un  certain  déterminant  A,  s'y  fait  toutefois  d'une  façon  ana- 
logue en  général  à  ce  qui  se  passe  pour  le  cas  d'une  seule  équa- 
tion; mais  cette  analogie  n'est  pas  absolue,  en  ce  sens  que  (si  Tort 
suppose,  pour  fixer  les  idées,  les  équalions  du  second  ordre)  elle 
ne  commence  qu'au  calcul  des  dérivées  du  troisième  ordre. 


(')  Ce  fait,  dont  j'ai  développé  les  conséquences  au  Collège  de  France  dans 
les  premiers  mois  de  l'année  1900,  a  été  constaté,  d'autre  part,  indépendamment 
par  M.  Coulon  (  Comptes  rendus,  17  avril  1900). 
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Le  calcul  des  dérivées  du  second  ordre  impose  bien  certaines 
conditions  restrictives  aux  dérivées  premières,  mais  ces  condi- 
tions laissent  complètement  arbitraires  les  dérivées  de  deux  des 
fonctions  inconnues  et  ne  jouissent  nullement  (du  moins  si  Ton 
n'ellectue  pas  un  changement  d^iuconnues  convenables)  des 
mêmes  propriétés  que  les  conditions  analogues  relatives  au  cas 
d*iine  seule  équation  ou  aux  dérivées  d'ordre  supérieur.  Aussi  la 
théorie  des  ondes  de  choc  ne  présente-t-elle  pas  une  analogie 
complète  avec  celle  des  ondes  d'accélération  et  n'est-elle  pas, 
comme  cette  dernière,  complètement  dépendante  de  la  théorie 
des  caractéristiques. 

Les  conclusions  dont  nous  venons  de  parler  sont  celles  que  l'on 
obtient  dans  le  cas  général  où  les  caractéristiques  annulent  le 
déterminant  A  sans  annuler  tous  les  mineurs.  II  est  des  problèmes 
importants,  tels  que  celui  des  vibrations  transversales  des  corps 
isotropes,  dans  lesquels  les  caractéristiques,  tout  en  conservant 
le  même  degré  de  généralité  que  dans  le  cas  général,  annulent 
à  la  fois  A  et  tous  ses  mineurs.  Les  conclusions,  dans  ce  cas,  ne 
sont  d'ailleurs  pas  notablement  modifiées.  Mais  il  n'en  est  pas  de 
même  dans  l'hypothèse  intermédiaire  où  certaines  caractéris- 
tiques, à  l'exclusion  des  autres,  annulent  tous  les  mineurs  de  A. 
Cette  hypothèse  est  réalisée  dans  le  phénomène  de  la  réfraclion 
conique,  lequel  mériterait  d'être  étudié  à  ce  point  de  vue. 

10.  A  ces  restrictions  près,  la  théorie  pour  les  systèmes  de  n 
équations  à  n  inconnues  se  développe  d'une  manière  analogue 
à  celle  qui  est  relative  au  cas  de  n  =  i.  On  a,  en  particulier, 
à  considérer  des  lignes  correspondant  à  celles  que  Beudon  a  dé- 
couvertes (*)  et  qu*on  peut  appeler  les  bicaractéristiquesy  ou 
encore  les  rayons.  Cette  dernière  dénomination  aurait  l'avantage 
de  rappeler  l'une  des  propriétés  les  plus  importantes  de  ces 
lignes,  au  point  de  vue  du  physicien.  Si,  en  effet,  les  caractéris- 
tiques correspondent  aux  ondes  sonores  ou  lumineuses,  les  bi- 
caractéristiques  correspondent  aux  rayons  sonores  ou  lumi- 
neux. On  peut,  dans  une  certaine  mesure,  prévoir  l'importance 


(^)  Ce  Bulletin,  tome  XXV,  pages  io8  el  suiv.  ;  1R97. 
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(Tu  rôle  physique  dévolu  aux  lignes  en  question  parla  proposition 
suivante  : 

Un  ébranlement  étant,  à  l'instant  ^o>  If'mité  à  une  certaine 
région  de  C espace,  soit  P  un  point  extérieur  à  cette  région,  et 
qui  est  atteint  par  Vonde  à  V instant  /q -+- T.  Le  mou^>ement 
produit,  à  cet  instant,  au  point  P,  ne  dépend  que  du  mous^e^ 
ment  qu'avait,  à  V  instant  /©,  le  point  de  la  surface  d^'ondepri- 
mitive  situé  sur  la  même  bicaractéristique  que  P. 

11.  Beudon  (*)  a  également  démontré  la  proposition  suivante, 
généralisation  d^un  théorème  de  M.  Goursat  : 

Étant  donnée  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre  analytique  aux  variables  indépendantes  x^^  /i|,  • .  -,x„, 
telle  que  X/,_o  ^^  ^/i~i  =  o  soient  des  caractéristiques  (ou  même 
simplement  soient  tangentes  à  des  caractéristiques  en  un  de  leurs 
poinls  communs),  il  existe  une  solution  holomorphe  qui  prend 
des  valeurs  données  (]esque\les  sont  supposées  fonctions  holo- 
morplies  des  variables  dont  elles  dépendent)  sur  chacune  de  ces 
multiplicités  ^,,  =  o,  a:„__i  =  o. 

Cette  proposition  a  également  son  importance  an  point  de  vue 
de  l'étude  des  ondes. 

Nous  avons  vu,  en  effet,  que, lorsque  deux  mouvements  contigus 
avec  discontinuité  (celle-ci  étant  supposée  normale  pour  fixer  les 
idées)  ne  sont  pas  compatibles,  il  naît  entre  eux  un  mouvement 
intermédiaire  dont  on  peut  aisément  indiquer  l'accélération  ini- 
tiale. Or,  SI  l'on  veut  les  équations  complètes  de  ce  mouvement 
intermédiaire,  et  qu'il  y  ait  potentiel  des  vitesses  (de  manière 
qu'on  n'ait  qu'une  seule  équation  à  considérer),  on  est  ramené 
précisément  au  problème  qui  fait  l'objet  de  la  proposition  rap- 
pelée tout  à  l'heure. 

La  proposition  analogue  dans  le  cas  des  systèmes  s'énonce  ainsi  : 

Si  un  système  de  trois  équations  du  second  ordre  définissant 
les  inconnues  a,  v,  w  en  fonction  des  variables  indépendantes 

(')  Loc.  ciV.,  pages  116-119. 
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j-'a,  . . . ,  x,,  ne  contient  pas  ^-j-  et  est  résoluble  par  rapport 


n  -^2) 


ôx. 


à  T-^j  -r-T»  ^; — r »  Il  existe  (sous  les  conditions  de  régularité 

habituelles)  une  solution  telle  que  m,  v -^ — *5Ï"'  ^  p^^^^^^^ 

des  valeurs  données  pour  x,t  =  o  et  que,  en  outre,  w  prenne  des 
"valeurs  également  données  pour  Xn-\  =  o. 

Autrement  dit  : 

Un  système  de  trois  équations  du  second  ordre  à  trois  fonc- 
tions inconnues  étant  donné,  ainsi  que  deux  multiplicités, 
Vune  caractéristique.  Vautre  quelconque  (^),  sécantes  entre 
elles,  on  peut  opérer  un  changement  de  fonctions  inconnues 
tel  que  la  solution  soit  déterminée  par  les  valeurs  de  deux  des 
nouvelles  inconnues  et  de  leurs  dérivées  premières  sur  la  mul- 
tiplicité caractéristique j  jointes  aux  valeurs  de  la  troisième 
inconnue  sur  la  seconde  multiplicité  {loules  ces  données  étant 
supposées  analytiques  et  régulières). 

Cette  proposition  démontre,  en  particulier,  l'existence  de  la 
solution  pour  le  problème  suivant  : 

Trouver  le  mouvement  produit,  dans  une  masse  gazeuse 
animée  initialement  d'un  mouvement  analytique  donné,  par 
un  mouvement  analytique  donné  des  parois. 

Par  contre,  il  ne  faudrait  pas  croire  que  la  question  se  préseale 
aussi  simplement  pour  le  mouvement  intermédiaire  entre  deai 
mouvements  non  compatibles  donnés,  dans  le  cas  où  il  n'existe 
pas  de  potentiel  des  vitesses.  Dans  ce  cas,  pour  qu'il  n'y  ait 
qu'un  mouvement  intermédiaire  (en  Hydrodynamique,  pour  qu'il 
ne  se  produise  pas  de  glissements  analogues  à  ceux  dont  nous 
avons  parlé  au  n"  5),  il  faut  une  série  de  conditions  nouvelles 
introduites  par  les  éléments  infinitésimaux  d'ordre  supérieur. 


(*)  La  restriclion  d'après  laquelle  la  seconde  multiplicité  devrait  être  caraclé- 
ristique  est  inutile,  ainsi  qu'il  est  connu  dans  le  cas  de  n  =:  2. 
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La  Société  mathématique  de  France  a  pour  objet  ravancement  et  la  propa- 
gation des  études  de  Mathématiques  pures  et  appliquées.  Elle  y  concourt  par 
ses  travaux  et  ses  publications.  Elle  a  son  siège  à  Paris. 

La  Société  se  compose  de  sociétaires  perpétuels,  de  membres  rcsidenls  et 
de  membres  non  résidents,  en  nombre  illimité. 

Sont  considérés  comme  résidents  les  membres  qui  ont  à  Paris  leur  domi- 
cile ou  leurs  occupations  professionnelles. 

Les  Étrangers  peuvent  faire  partie  de  la  Société. 

Los  conditions  à  remplir,  pour  être  membre  de  la  Société,  sontlessuivanles  : 
i""  avoir  été  présenté  par  deux  de  ses  membres  et  agréé  par  le  Conseil  d^admi- 
nistration  ou  parle  Bureau  agissant  en  vertu  d'un  mandat  du  Conseil;  a'  avoir 
obtenu,  à  Tune  des  séances  qui  ont  suivi  la  présentation,  tes  suffrages  de  la 
majorité  des  membres  présents;  3'  avoir  versé  un  droit  d'admission  de  dU 
francs;  4**  payer  une  cotisation  annuelle  dont  le  montant  est  de  vingt  francs 
pour  les  membres  résidents,  et  de  quinze  francs  pour  les  membres  non  résidents. 

La  cotisation  annuelle  peut  toujours  être  rachetée  par  une  somme  de  trois 
cents  francs,  versée  dans  les  conditions  ftxées  par  le  règlement  administratif 
de  la  Société. 

Ce  versement  confère  le  titre  de  sociétaire  perpétuel, 

La  cotisation  annuelle  est  payée  au  commencement  de  chaque  exercice  dont 
l'origine  est  6xée  au  i*"  novembre  de  chaque  année. 

Les  nouveaux  membres  doivent  payer  la  totalité  de  la  cotisation  de  l'exer- 
cice en  cours,  quelle  que  soit  l'époque  de  leur  admission. 

La  Société  tient  des  séances  ordinaires  deux  fois  par  mois;  elle  prend 
trois  mois  de  vacances,  en  août,  septembre  et  octobre. 

Pour  assister  aux  séances,  les  personnes  étrangères  à  la  Société  doivent 
être  présentées  par  l'un  de  ses  membres. 

La  Société  publie  par  livraisons  un  Recueil  annuel  quia  pour  titre  :  Bulletin 
de  la  Société  mathématique  de  France,  et  qui  contient,  avec  un  extrait  des 
procès-verbaux  des  séances,  des  Notes  et  Mémoires  sur  les  Mathématiques 
pures  ou  appliquées,  ayant  pour  auteurs  des  membres  de  la  Société,  et  pré- 
sentant  quelque  originalité  au  point  de  vue  de  la  méthode  ou  des  résultats. 

Les  livraisons  du  Bulletin  sont  adressées  à  tous  les  membres  de  la  Société, 
au  fur  et  ù  mesure  de  leur  publication.  Toutefois,  dans  le  cas  où  un  sociétaire 
se  met  en  retard  dans  le  payement  de  sa  cotisation,  l'envoi  du  Bulletin  est 
suspendu  pour  lui,  jusqu'à  ce  qu'il  ait  acquitté  l'arriéré. 
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TOME  XXIX.  -   FASCICULE   IL 


PARIS, 
AU    SIÈGE   DE   LA   SOCIÉTÉ, 


A     LA    SORBONNE. 


MM.  les  Membres  do  la  Société  sont  priés  d'adresser  leur  cotisation  à  M.  Claudc-Uifontainç, 
i       banquier,  rue  do  Tréviae,  n*»  Si,  à  Paris ,  Trésorier  de  la  Société .  Digitized  by  GoOQle 

î.  On  s'abonne  et  l'on  trouve  les  Volumes  déjà  publiés  au  siègo  de  la  Société  et  à  la  Librairie 

l\      Gauthier- Yillars,  55,  quai  des  Grands-Augustins,  Paris. 


liés  sëanees  île  la  Société  naiàtltéiiiatlque  ont  lien  le»  ^ 
lirentler   et   troisième  hiereredio   de  elui^ué   mois   n 
9  iieures  et  deniie. 

Bepni»  le  1°'*  JflarfS  tSOD  le«  séaneeii  de  la  Soelëté  ont 
lien  dans  une  salle  de  la  Faeulté  des  Selenees  (entrée 
place  de  la  S^orbonné,  escalier  tout  au  bout  de  la  gale- 
rie, deumième  étage  à  droite). 

lies  JUenibres  de  la  Société  ont  «Itk  recevoir  uneearle« 
portant  le  timbre  du  Secrétariat,  leur  donnant  accès  à 
la  BibliotKèque»derUniversité,  et  fournissant  à  ce  sujet 
les  renseignements  nécessaires;  ceux  qui  ne  yauraient 
pas  reçue  sont  pries  d^cn  informer  le  Secrétariat* 

li»  correspondance  peut  être 'adressée^  soit  à  la 
X*aéiîlté  des  Selenees»  place  de  la  SorlMmue,  soit  au  domi* 
elle  de  Tun  des  secrétaires,  de  préférence  à  Wi»  Bltatel» 
sauf  ce  qui  concerne  la  rédaction  dit  Bulletin  qui  doit 
être  adressé  de  préférence  h  M*  Borel» 


AVIS. 


Dans  sa  séance  du  2  février  i883,  le  Conseil  de  la  Société  ma- 
thématique de  France  a  décidé  qu'à  l'avenir  tout  Membre  de  la 
Société  qui  voudra  compléter  sa  collection  du  Bulletin  aura  Iq 
droit  personnel  de  le  faire,  une  seule  fois  pour  chacun  des  volumes 
publiés  avant  soii  admission,  aux  prix  suivants  : 

Le  Tolume. 
fr 

Dix  volumes  au  moins 4j6o 

De  cinq  à  neuf  volumes 5, 00 

Moins  de  cinq  volumes ,  ..• 6,00 


Dans  sa  séance  du  28  février  1900,  le  Conseil  de  la  Société 
mathématique  de  France  a  décidé  qu'à  Tavenir  tout  Membre  de 
la  Société,  auteur  d'un  travail  çwe/co/i^rwe  inséré  dans  le  Bulle- 
tin et  désirant  en  obtenir  des  tirages  à  part,  devra  en  faire  la 
demande  en  retournant  l'épreuve  corrigée. 

Si  le  nombre  demandé  ne  dépasse  pas  cinquante,  les  frais  du 
tirage  à  part  seront  faits  par  la  Société. 


Conformément  à  des  décisions  prises  parle  Conseil  et  par  la 
Commission  d'impression  : 

i«  Le  Bulletin,  depuis  le  Tome  XXVII,  paraît  tous  les 
trois  mois. 

2*^  Les  auteurs  de  tous  les  travaux  destinés  au  Bulletin  sont 
instamment  priés  d'inscrire  en  tête  de  leurs  manuscrits  la 
classification  que  leur  assigne,  d'après  le  sujet  traité,  V Index  du 
Répertoire  bibliographique  des  Sciences  mathématique  s. 

3^  Ils  sont  également  invités  à  ne  pas  dépasser,  autant  que  pos- 
sible, la  proportion  de  une  figure  pour  quatre  pages  de  lexU; 
imprimé. 
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MÉMOIRES. 


SUR  L£S  SORFAGES  DE  TRANSLATION  ET  LES  FONCTIONS  ABÉLIENNES; 
Par  M.  H.  Poincaré. 

M.  Lie,  dans  une  série  de  Noies  (^Archw  for  Mateniatik  og 
Naturvidenskab,  vol.  7;  Comptes  rendus;  189a;  Berichle  der 
K.  Sàchsischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften;  1896),  a 
monlré  qu'une  surface  (ou  une  variété  de  IVspace  à  plus  de  trois 
dimensions)  ne  peut  être  doublement  de  translation  que  si  elle 
est  engendrée  d'une  certaine  manière  par  un  s)'stème  de  fonctions 
abéliennes  ou  par  leurs  dégénérescences. 

La  démonstration  de  Lie  repose  sur  la  considération  de  cer- 
taines équations  aux  dérivées  partielles. 

Dans  un  Mémoire  publié  au  Journal  de  Liomnlle  (1895),  j'ai 
été  conduit  moi-même  à  aborder  le  même  problème  par  une  voie 
toute  différente. 

Depuis,  en  réfléchissant  à  cette  question,  j'ai  trouvé  un  troi- 
sième chemin  qui  peut  conduire  au  but;  le  théorème  fondamental 
se  trouve  démontré  d'une  façon  pour  ainsi  dire  intuitive  et  sana 
qu'on  ait  à  faire  intervenir  des  équations  aux  dérivées  partielles 
de  Lie. 

Malheureusement,  la  démonstration  de  ce  théorème  n'est  pas 
tout  et  elle  devrait  être  suivie  d'une  longue  discussion  à  cause  du 
très  grand  nombre  de  cas  particuliers  que  l'on  est  forcé  de  dis- 
tinguer. Je  ne  les  ai  pas  tous  traités;  je  me  suis  borné  à  parler  de 
ceux  sur  lesquels  j'avais  à  dire  quelque  chose  de  nouveau.  Pour 
les  autres,  qui  sont  d'ailleurs  très  particuliers,  je  n'aurais  pu  que 
renvoyer  aux  travaux  de  Lie. 

I.  —  Théorème  fondamental. 

Supposons    qu'une    surface    soit   doublement  de   translation. 
Comme  elle  est  de   translation,  ses  équations  pourront  se  mettre 
XXIX.  5 
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sous  la  forme 

I  ^=4'i('i)  +  4't(^t), 

où  ^1  et  t^  sont  deux  variables  indépendantes;  et  comme  elle  est 
doublement  de  translation,  cela  pourra  se  faire  de  deux  manières, 
de  sorte  qu^on  aura,  outre  les  équations  (i),  les  équations 

(  z=  4^,(^3) -4- **(^). 

tz  et  ^4  étant  deux  autres  variables. 
Posons 

/l('l)=Wl,  /î(^t)  =  Wj,  /8('a)=-M8,  Mh)=—u^, 

En  rapprochant  les  équations  (i)  et  (i  bis)y  nous  aurons 

(Ml  -4-  tta  -h  M3  -h  «4  =  o, 
l'i  -f-  i't  -^  ^a  -^-  ^^4  =  o, 

(   Wy-\-  iPj  -^  tv,  -+-  tV4  =  o. 

Ces  relations  doivent  avoir  lieu  quelles  que  soient  les  va- 
riables ^1  et  ^a,  les  deux  autres  variables  ^3  et  t^  étant  précisément 
définies  eu  fonctions  de  ^1  et  de  ^2  ^^^  ces  relations  (2). 

Considérons  les  trois  dérivées /*,  (^,  ),  «^'^(^i),  <]/',  (/|)  des  trois 
fonctions  /i,  ?•  et  ^j^i  et  regardons-les  comme  les  coordonnées 
homogènes  d'un  point  M|  dans  un  plan. 

Définissons  de  même  le  point  M|  dont  les  coordonnées  homo- 
gènes seront 

fi^ti),    o\{ti\    ^\{ti)       (i  =  i,a,3,4). 

Nous  aurons  ainsi  quatre  points  M|,  M2,  M3,  M4.  Chacun  de 
ces  points  décrira  une  courbe  plane.  J'appellerai  C/  la  courbe 
décrite  par  le  point  M,. 

Nous  pouvons  dire  également  que  les  coordonnées  homogènes 
de  M|  sont 

dui  =  /; ( //)  dti,        dii  =  ç;.( //)  dti,        divi  =  ^iiii) dti        (1=1,  9.), 
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ou 

dui=z-'fi(ti)dti,    d9i^-o\{ti)dti,    dwi=^-^\{ti)dti        (1=3,4). 

Faisons  d'abord  varier  t^  en  laissant  ^2  constant,  de  telle  sorte 

que 

dtx  =  dui  =  dvt  =  dw%  =  o  ; 

la  différentiation  des  équations  (2)  nous  donnera 

Idux  -+-  dui  -h  dui^  =  o, 
dvx  -r-  dvi  -\-  dsf^  =  o, 
c/wi -h  c/wj -h  rftPt  =  o. 

Faisons  ensuite  varier  t^  en  laissant  ^1  constant,  de  telle  sorte 

que 

dtx  =  dux  =  dvx  =  dw  1  =  0; 

la  diflTérentiation  des  équations  (2)  nous  donnera 

idui  -h  duz  ■+•  dui,  =  o, 
dv^  -h  rfcj  -1-  rft'v  =  o, 

(    C?tVj-*-  É^Wj-h  C?«'4=  o. 

Les  équations  (3)  signifient  que  les  trois  points  M|,  M3,  1Vf4 
sont  en  ligne  droite  et  les  équations  (3  bis)  que  les  trois  points  M29 
M3,  M4  sont  en  ligne  droite.  Les  quatre  points  M|,  M2,  M3,  M4 
sont  donc  en  ligne  droite. 

La  droite  M|  M2  M3M4  est  une  ligne  droite  quelconque  du  plan  ; 
en  effet,  les  variables  t^  et  t^  étant  indépendantes,  le  point  M{  est 
un  point  quelconque  de  C{  et  le  point  M2  un  point  quelconque 
de  €2-  En  joignant  un  point  quelconque  de  C|  et  un  point  quel- 
conque de  C2,  on  obtient  évidemment  une  droite  quelconque  du 
plan. 

Supposons  que  nous  fassions  varier  cette  droite  d'une  manière 
continue;  les  quatre  points  M|,  M2,  M3,  M4  varieront  également 
d'une  manière  continue.  Supposons  maintenant  qu'au  bout  d'un 
certain  temps  cette  droite  mobile  soit  revenue  à  sa  position  ini- 
tiale; on  peut  se  demander  si  les  quatre  points  M/  reviendront 
également  à  leur  position  initiale. 

Ce  que  je  me  propose  de  démontrer,  c'est  que,  quand  la  droite 
mobile  revient  à  sa  position  initiale,  l'ensemble  des  quatre  points 
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n'a  pas  changé;  ces  points  ont  pu  seulement  sMchanger  entre 
eux. 

Ten  déduirai  que  l'ensemble  des  courbes  C|,  C29  C^y  C4  forme 
une  courbe  plane  algébrique  du  quatrième  ordre.  Dans  certains 
cas  particuliers,  cette  courbe  peut  se  décomposer,  de  telle  façon 
que  plusieurs  des  courbes  C/  peuvent  être  distinctes.  Mais,  en 
général,  la  courbe  du  quatrième  degré  est  indécomposable,  de 
sorte  que  les  quatre  courbes  sont  le  prolongement  analytique  l'une 
de  l'autre. 

Pour  établir  ces  différents  points,  j'envisage  d'abord  une  tan- 
gente T  à  la  courbe  C|.  Je  suppose  qu'il  s'agisse  d'une  tangente 
ordinaire  et  non  d'une  tangente  d'inflexion.  Je  suppose  que  la 
droite  M4M2M3M4  que  j'appelle  D  soit  d'abord  très  voisine  de  T, 
qu'on  la  fasse  varier  d'une  manière  continue  de  façon  qu'elle  reste 
toujours  très  peu  différente  de  T  et  qu'elle  revienne  finalement  à 
sa  position  initiale  après  avoir  tourné  autour  de  T. 

Dans  ces  conditions,  le  point  M|  est  d'abord  très  voisin  du 
point  de  contact  de  T  et  de  C^ ,  il  reste  ensuite  très  voisin  de  ce 
point  de  contact;  mais,  quand  la  droite  D  revient  à  sa  position 
initiale,  le  point  M|  ne  revient  pas  à  sa  position  initiale;  il  s'est 
échangé  avec  un  autre  point  d'intersection  M',  de  la  droite  D  et 
de  la  courbe  C| . 

Soient  de  même  M^,  M,,  M'^  ce  que  deviennent  les  points  d'in- 
tersection de  D  avec  C2,  C3  et  C4  quand  la  droite  D,  après  avoir 
tourné  autour  de  T,  revient  à  sa  position  initiale.  Ces  points  M^, 
M',,  M'^  peuvent  différer  des  positions  initiales  M2,  M3,  M4  de  ces 
points  d'intersection  ou  se  confondre  avec  elles. 

Soient  u]y  ç^^  w]  les  valeurs  de  ±fi{ti)^  ±Oi{ti)^  ±A/(/i) 
correspondant  au  point  M',  (on  prend  le  signe  -h  pour  e  =  i,  2, 
et  le  signe  —  pour  i  ==  3,  4)9  on  a  alors  les  relations 

iu\  -f-  u\  -f-  Mj  -+-  u\  =  o, 
v\  -4-  v\  -t-  v\  -H  v\  =  o, 
W\  -H  wi  -h  tVj  -h  w\  =  o. 

Le  point  M',  différant  du  point  M4,  on  ne  saurait  avoir 
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On  aura  donc,  par  exemple, 


u\  ^  Ui, 


Dans  ces  conditions,  on  ne  saurait  avoir  à  la  fois 

Ui  =  li',  ,  1*3  =  1^3 ,  u^  =  u\ , 

sans  quoi  il  y  aurait  incompatibilité  entre  la  première  relation  (2) 
et  la  première  relation  (2  bis).  Il  faut  donc  que  Tun  au  moins 
des  points  M'^,  M3,  M',  diffère  du  point  correspondant  Ma,  Mj 
ou  M4. 

Il  faut  donc  que,  par  exemple,  le  point  Mj  se  soit  échangé  avec 
un  autre  point  d'intersection  M'^  de  la  courbe  Cj  et  de  la  droite  D 
quand  cette  droite  D  a  tourné  autour  de  T. 

Il  est  clair  qu'il  n'en  serait  pas  ainsi  si  la  droite  T  coupait  la 
courbe  C2  en  un  point  ordinaire  (très  voisin  de  M2)  et  sans  le 
loucher. 

D'où  cette  conclusion  :  la  droite  T  doit  être  tangente  à  l'une 
des  courbes  C2,  C3,  C4  ou  passer  par  l'un  des  points  singuliers  de 
ces'courbes. 

Ce  raisonnement  s'applique  à  toutes  les  tangentes  de  la 
courbe  C|  ;  or,  il  est  clair  que  toutes  ces  tangentes  ne  peuvent 
pas  passer  par  un  des  points  singuliers  de  C2,  C3  ou  C4  ou  loucher 
en  deux  points  différents,  outre  la  courbe  Ci,  une  autre  des 
courbes  Ca,  Cj  et  C4. 

Si  une  tangente  T  de  C|  passe  par  un  point  singulier  de  Ca?  C3 
ou  C4,  il  est  clair  que  la  tangente  infiniment  voisine  ne  passera 
pas  par  ce  point.  Si  une  droite  T  touche  C|  et  Ca  en  deux  points  Pi 
et  Pa  différents,  il  est  clair  que  la  tangente  de  C|  dont  le  point 
de  contact  est  infiniment  voisin  de  P|  ne  touchera  pas  C2. 

Il  faut  donc  que  le  point  de  contact  d'une  tangente  quelconque  T 
de  C|  se  confonde  avec  le  point  de  contact  de  cette  même  tan- 
gente avec  une  autre  de  trois  courbes  Ca,  C3  et  C4-,  il  faut  donc 
que  deux  au  moins  des  quatre  courbes,  C|  et  C,  par  exemple, 
se  confondent  ou  plutôt  soient  le  prolongement  analytique  l'une 
de  l'autre. 

Que  se  passera-t-il  alors  si  la  droite  D  tourne  autour  de  la  tan- 
gente T  qui  touche  les  deux  courbes  C|  et  Ca  (qui  se  prolongent 
analytiquemeat  l'ime  l'autre)  en  un  certain  point  P? Dans  la  posi- 
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lion  initiale,  les  deux  points  Mi  et  M2  seront  très  voisins  Tun  de 
l'autre  et  très  voisins  du  point  P.  Quand  la  droite  D  aura  décrit 
un  tour  complet,  les  deux  points  d'intersection  M|  et  M^  se  seront 
échangés,  les  points  M3  et  M4  étant  d'ailleurs  revenus  à  leurs  po- 
sitions initiales. 

\J ensemble  des  quatre  points  M|,  M^,  M3,  M4  n'aura  pas 
varié. 

Ce  raisonnement,  toutefois,  demande  à  être  complété.  Car 
l'échange  entre  plusieurs  points  d'intersection  de  la  droite  D  et 
de  la  courbe  C|  pourrait  se  faire  aussi  quand  la  droite  D,  au  lieq 
de  tourner  autour  d'une  tangente  ordinaire  de  la  courbe  C|,  tour- 
nerait autour  d'une  tangente  singulière,  par  exemple  d'une  tan- 
gente d'inflexion,  ou  autour  d'une  droite  passant  par  un  point 
singulier  de  C|. 

Pour  ne  pas  avoir  à  répéter  notre  raisonnement  pour  chacun 
de  ces  cas,  j'emploierai  l'artifice  suivant.  J'envisage  une  position 
particulière  D©  de  la  droite  D  et  les  positions  correspondantes  MJ, 
M^,  M3,  M4  des  quatre  points  M|,  M2,  M3,  M4. 

Supposons  que  la  droite  D©  vienne  couper  la  courbe  C|  en  un 
point  M'î  autre  que  le  point  M^.  Soient  P|  etQi  deux  points  delà 
courbe  C|  très  voisins  de  M^;  nous  pouvons  toujours  supposer 
que  la  tangente  en  Qi  est  une  tangente  ordinaire.  Soit  T  cette 
tangente  en  Qi  ;  les  points  P|  et  M^  appartenant  tous  deux  à  la 
courbe  C|  et  étant  très  voisins  de  Qi,  la  droite  MJPi  différera 
très  peu  de  T. 

Considérons  maintenant  une  suite  continue  de  points  M",  tous 
situés  sur  la  courbe  C|  et  allant  de  M',  jusqu'en  Pi;  soit  S  cette 
suite.  Faisons  maintenant  varier  la  droite  D  de  la  manière  sui- 
vante :  nous  joindrons  successivement  le  point  M^  à  tous  les 
points  M*  de  la  suite  S  depuis  le  point  M',  jusqu'au  point  P|,  de 
telle  façon  que  la  droite  D  se  confonde  à  l'origine  avec  M,  M', 
et  à  la  fin  avec  M,  Pi. 

La  droite  D  étant  ainsi  devenue  très  voisine  de  T,  je  pourrai  la 
faire  tourner. autour  de  T,  sans  qu'elle  cesse  jamais  d'être  très 
voisine  de  celte  tangente.  Après  un  tour  complet,  elle  se  confon- 
dra de  nouveau  avec  MJ  P| . 

Je  joindrai  ensuite  le  point  M^  à  tous  les  points  M",  de  la  suite  S 
depuis  le  point  P|  jusqu'au  point  M",  de  telle  façon  que  la  droite  D, 
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repassant  par  les  mêmes  positions  dans  Tordre  inverse,  se  con- 
fonde à  l'origine  avec  M^P|  pour  revenir  finalement  à  sa  position 
primitive  MJM''^. 

La  droite  D  a  ainsi  décrit  un  véritable  lacet,  qui  se  divise  en 
trois  parties;  comment,  dans  ces  trois  parties,  se  sont  comportés 
lés  points  d'intersection?  Dans  la  première  partie,  la  droite  D  a 
occupé  successivement  les  positions  MJM',,  M^M^,  M"Pi;  Tud 
des  points  d'intersection  M^  est  resté  fixe;  un  autre  est  parti 
de  M\  pour  aboutir  en  P|  en  parcourant  d'une  façon  continue 
loule  la  suite  S. 

.  Dans  la  deuxième  partie,  la  droite  D  tourne  autour  de  T  etj 
comme  T  est  une  tangente  ordinaire  et  que  M^  et  P|  sont  très 
voisins  du  point  de  contact,  les  deux  points  d'intersection  M^ 
et  P|  s*échangent. 

Dans  la  troisième  partie,  la  droite  D  repasse,  dans  l'ordre  in- 
verse, par  les  mêmes  positions  que  dans  la  première  partie;  le 
point  qui  coïncidait  avec  M^  pendant  toute  la  première  partie 
coïncidera  avec  P|  à  la  fin  de  la  deuxième  partie  et,  pendant  la 
troisième  partie,  variera  d'une  façon  continue  de  Pi  à  M',  en  par- 
courant toute  la  suite  S.  Le  point  qui  coïncidait  avec  M^,  au  début 
de  la  première  partie  et  avec  P|  à  la  fin  de  la  première  partie  se 
trouvera  en  MJ  à  la  fin  de  la  deuxième  partie  et  restera  fixe  en  MJ 
pendant  toute  la  troisième  partie. 

Finalement,  les  deux  points  M*  et  M',  se  seront  échangés. 

Voj^ons  ce  que  deviennent  les  quatre  points  Mi,  M2,  M3,  M4 
quand  on  fait  varier  ainsi  la  droite  D.  Le  point  M(  est  celui  des 
points  d'intersection  de  D  et  de  C|  qui  se  confondait  primitive- 
ment avec  M^.  Il  se  confondra  donc  avec  M^  pendant  toute  la 
première  partie  du  lacet,  s'échangera  avec  P|  pendant  la  deuxième 
partie  et  variera  de  P|  à  M'^  pendant  la  troisième  partie. 

D'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  quand  D  tournera  autour 
de  T,  M|  doit  s'échanger  avec  l'un  des  trois  points  M2,  M3,  M^;  si, 
par  exemple,  il  s'échange  avec  M2,  les  points  M,  et  M4  reviennent 
à  leur  position  primitive,  et  la  courbe  C^  est  le  prolongement  ana* 
lytique  de  la  courbe  C| .  , 

Dans  la  deuxième  partie  du  lacet,  les  deux  points  d'intersection 
M®  et  Pi  s'échangent;  or,  M|  coïncide  avec  MJ  au  début  de  la 
deuxième  partie  et  avec  P|  à  la  fin.  Comme  il  doit  s'échanger 
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avec  M2,  c'est  que  M2  coïncide  avec  P|  au  début  de  la  deuxième 
partie  et  avec  MJ  à  la  fin. 

Comment  maintenant  se  comporte  M2  dans  la  première  et  la 
deuxième  parties  du  lacet  ?  Ma  est  Tintersection  de  D  avec  la 
courbe  C2  qui  est  identique  à  la  courbe  C|  ;  il  est  clair  que  si  nous 
faisons  parcourir  à  D  en  sens  inverse  la  première  partie  du  lacet, 
de  façon  à  ramener  le  droite  D  dans  sa  position  initiale  Dq,  le 
point  M2,  qui  coïncide  avec  P|  quand  la  droite  D  (à  la  fin  de  la 
première  partie  du  lacet)  est  en  MJPi,  parcourra  en  sens  inverse 
la  suite  S,  de  sorte  qu'il  se  trouvera  en  M'\  quand  la  droite  D  sera 
enDo. 

Ainsi,  le  point  MJ  (c'est-à-dire  la  position  que  prend  Mj 
quand  D  est  en  Do)  n'est  autre  chose  que  M'^ • 

Si  donc  la  droite  D©  coupe  la  courbe  d  en  un  autre  point 
que  MJ,  cet  autre  point  ne  peut  être  que  l'un  des  points 

MS,     Mg,    M}. 

Ainsi,  la  droite  Dq  (qui  est  une  droite  quelconque)  ne  peut 
avoir  avec  l'ensemble  des  courbes  C|,  C2,  Cs,  C4  d'autres  points 
d'intersection  que  les  quatre  points  MJ,  M^,  MJ,  MJ. 

Donc  l'ensemble  de  ces  quatre  courbes  forme  une  courbe  algé- 
brique du  quatrième  degré.  c.  q.  f.  d. 

De  là,  il  est  aisé  de  déduire  le  théorème  de  Lie  que  les  seules 
surfaces  qui  soient  doublement  de  translation  sont  les  surfaces 

(où  ©  est  la  fonction  6  ordinaire  à  trois  variables)  et  leurs  dégé- 
nérescences. 

II.  —  Extension  des  résultats  précédents. 

Le  raisonnement  s'étend  presque  sans  changement  au  cas  d'un 
plus  grand  nombre  de  variables. 

Soient  œ^y  X2,  ...,  :x:p  les  coordonnées  d'un  point  dans  l'espace 
à  p  dimensions  et  supposons  que  Ton  ait  dans  cet  espace  une 
variété  V  à/>  —  »  dimensions  qui  soit  doublement  de  translation. 

Les  équations  de  la  variété  V  pourront  se  mettre  sous  la  forme 

^1,  ^2}  •  .  .'5  tp^\  étant/?  —  i  variables  indépendantes. 
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La  variété  Y  étant  deux  fois  de  translation,  ses  équations  pour- 
ront se  mettre  de  deux  manières  sous  la  forme  (i),  de  sorte  que 
nous  aurons,  outre  les  relations  (i),  les  relations 

{ibis)        Xg  =  fg,pitp)-h/q.p+l{tp+l)-h,..-^fç,ip-'l{itp-'t)  (y  =1,2,   ...,/?), 

où  tp^  ^/>+i>  h+iy  •••>^2i»-2  représentent  p  —  i  nouvelles  va- 
riables. 

Si  nous  posons 

fq.i{U)==-Uq,i        (^=1,  a,  ...,/?;  i=p,p-\-\,  ...,a/?— 2), 
des  relations  (i)  et  (i  bis)  nous  déduirons  les  suivantes  : 

(a)         M^.lH-  K^.ïH-.---*-"7.ï/»-8-i-My.l/>-t=  O  {q  =  1,2,  ...,/?), 

où  les  />  —  i  variables  ^4,  ^2,   ...,  tp_^   doivent  être  regardées 
comme  indépendantes,  tandis  que  les  /?  —  i  variables  tp^  ^/>+m  •••> 
/2P-.2  sont  des  fonctions  des  p  —  i  premières. 
Considérons  maintenant 

fx.iiti),  f^Ati).    ...,  fp.i(.ti) 
ou,  si  Ton  préfère, 

comme  les  coordonnées  homogènes  d'un  point  M/  dans  l'espace 
k  p  —  t  dimensions,  et  appelons  C|  la  courbe  gauche  de  Tespace 
k  p —  1  dimensions  qui  est  décrite  par  le  point  M,-. 

Supposons  que  l'on  fasse  varier  t^,  les  variables  t^y  fj,  ...,  tp^^ 
demeurant  constantes  de  telle  sorte  que  l'on  ait 

dti=duçj=o        (t  =  a,  3,  ...,/?  — i;  ^r  =1,2,  ...,i?). 

La  différentiation  des  relations  (2)  nous  donnera  alors 

(3  )  duq,i  -+-  duç,p  4-  duq,p+i  -h  duq,p+.%  -+-...-+-  duq,tp^\  =  o, 

et  l'on  trouverait  de  même 

Ci  bis)    \  ^"^'*"'"^"y/»"+"^^y/'-^»"^  -+- ûfM^.sp-ï  =  o 

1  (^  =  1,2,  ...,/?;  A:  =  1,2,  ...,/î  —  i). 
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Ces  relations  signifienl  que  les  2/)  —  2  polnls 

Ml,    Ml,     ...,    M,;,-, 

sont  dans  une  même  variété  plane  P  à  />  —  2  dimensions.  Je  dirai, 
pour  abréger,  dans  un  même  plan  P. 

Voyons  maintenant  comment  pourraient  s^échanger  entre  eux 
les  diDerents  points  d'intersection  de  la  courbe  C|  et  du  plan  P. 

Soient T un  plan  langent  à  C|  et  MJ  le  point  de  contact;  je  sup- 
poserai que  ce  plan  tangent  soit  un  plan  tangent  ordinaire  ren- 
contrant la  courbe  en  deux  points  confondus;  je  supposerai,  de 
plus,  que  ce  plan  ne  touche  ni  la  courbe  C|,  ni  aucune  des  autres 
courbes  C/  en  un  autre  point  que  MJ;  ce  n'est  donc  ni  un  plan 
tangent  commun  à  deux  courbes  Cj,  ni  un  plan  touchant  double 
à  C|.  Je  supposerai  que  ce  n'est  pas  non  plus  un  plan  tangent  à  la 
fois  en  M^  à  deux  branches  de  courbe  Ci  et  Q  tangentes  l'une  à 
l'autre.  Il  est  clair, en  effet,  que  les  plans  tangents  à  C|  satisfont 
en  général  à  toutes  ces  conditions. 

Supposons  ensuite  que  le  plan  P,  d'abord  très  peu  différent 
de  T,  fasse  un  tour  complet  autour  de  T.  Le  plan  P,  dans  sa  posi- 
tion primitive,  coupe  C|  en  deux  points  M|  et  M'^  très  voisins 
de  Mo.  Quand  P  a  tourné  autour  de  T,  ces  deux  points  M|  et  M'j 
s'échangent;  lesautres  points  d'intersectiondePaveclescourbesCi 
reviennent  à  leurs  positions  primitives. 

Quand  P  tourne  autour  de  T,  le  point  Mi  change;  par  consé- 
quent, pour  que  les  relations  (2)  subsistent,  il  faut  que  l'un  au 
moins  des  autres  points  M,-,  le  point  M2,  change  également. 

Or  cela  ne  peut  arriver  que  d'une  seule  manière,  puisque, 
d'après  nos  hypothèses,  le  plan  T  n'est  pas  tangent  à  la  fois  à 
deux  branches  de  courbe  différentes  5  cela  ne  peut  arriver  que  si 
les  deux  courbes  C|  et  C2  sont  le  prolongement  analytique  l'une 
de  l'autre. 

Dans  ce  cas,  M'^  n'est  autre  chose  que  Ma,  de  sorte  que  les  deux 
points  M|  et  M2  s'échangent  simplement. 

Reprenons  maintenant  le  raisonnement  dans  toute  sa  généra- 
lité. 

Soit  Po  une  position  particulière  du  plan  P  et  M?  la  position 
correspondante  du  point  M/. 

Je  suppose  que  P©  coupe  G,  en  un  point  M',  différent  de  M". 
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Soienl  Qi  et  R|  deux  points  de  C|  très  voisins  de  M^;  nous  pou- 
vons toujours  supposer  que  le  plan  tangent  T  en  Qi  est  un  plan 
tangent  ordinaire.  J'entends  par  là:  i**  que  ce  plan  langent 
rencontre  la  courbe  en  deux  points  confondus  seulement; 
2^  qu'il  n'est  pas  tangent  à  la  fois  à  deux  branches  de  courbe  C/ 
diflTérentes  (soit  en  touchant  la  courbe  C|  en  deux  points  diffé- 
rents, ou  en  touchant  la  courbe  C|  et  une  courbe  Cj- en  deux  points 
différents;  soit  en  touchant  en  Qi  deux  branches  de  courbe  C| 
et  C/  tangentes  l'une  à  Tautre,  mais  différentes  l'une  de  l'autre). 

Faisons  maintenant  décrire  au  plan  P  un  lacet. 

Dans  la  première  partie  du  lacet»  le  plan  P  part  de  la  position  P© 
et  aboutit  à  une  posilioq  finale  où  il  passe  par  R«  et  M,  et  est  très 
peu  différent  de  T;  dans  les  positions  intermédiaires,  il  ne  cesse 
pas  de  passer  par  M^.  Par  conséquent,  l'un  des  points  d'intersec- 
tion de  P  et  de  C|  est  resté  fixe  en  M%  l'autre  a  varié  d'une  ma- 
nière continue  de  M'^  à  Ri;  le  point  M|  en  particulier  est  resté  fixe 
enMJ. 

Danç  la  deuxième  partie  du  lacet,  le  plan  P  décrit  un  tour  com- 
plet autour  de  T.  Les  deux  points  d'intersection  de  P  et  de  C|  qui 
sont  en  M^  et  R|  s'échangent  entre  eux.  Le  plan  T  étant  un  plan 
tangent  ordinaire,  deux  des  points  M/,  à  savoir  M|  et,  par 
exemple,  M2  s'échangent;  les  autres  points  M/  reviennent  à  leurs 
positions  primitives.  Le  point  Mi  qui  était  en  M^  au  commence- 
ment de  cette  deuxième  partie  vient  donc  en  R 1  à  la  fin  et  l'on  voit 
qu'inversement  le  point  M2  devait  être  en  R|  au  commencement 
de  la  deuxième  partie  et  venir  en  M,  à  la  fin.  Enfin  les  deux 
courbes  Ci  et  Cj  doivent  être  le  prolongement  analytique  l'une  de 
l'autre. 

Dans  la  troisième  partie  du  lacet,  le  plan  P  repasse  dans  l'ordre 
inverse,  par  les  positions  qu'il  a  occupées  dans  la  première.  Les 
points  d'intersection  de  P  avec  C|  (ou  avec  son  prolongement  ana- 
lytique C2)  qui,  au  début  de  la  troisième  partie,  se  trouvaient 
en  R|  et  en  MJ,  doivent  venir  à  la  fin  de  cette  troisième  partie 
en  M,  et  MJ.  Les  points  Ma»  M4,  . . .,  M2p_2  qui  avaient,  à  la  fin 
de  la  deuxième  partie,  repris  les  mêmes  positions  qu'au  début  de 
la  deuxième  partie,  repasseront  dans  la  troisième  partie,  dans 
Tordre  inverse  par  les  mêmes  positions  que  dans  la  première  par- 
tie; de  sorte  qu'ils  seront  à  la  fin  de  la  troisième  partie  dans  les 
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mêmes  positions  qif  au  début  de  la  première  partie,  c'esl-à-dire 
en  MJ,  MJ,  . ..,  MJ^.^.  Le  point  M|  qui,  au  début  de  la  troisième 
partie,  était  en  R|,  viendra  à  la  fin  de  la  troisième  partie  en  M',;  le 
point  M2  qui  était  en  MJ  sera  encore  en  MJ  à  la  fin  de  la  troisième 
partie. 

Enfin,  le  point  Mj  qui  était  en  R|  à  la  fin  de  la  première  partie 
avait  dû,  pendant  cette  première  partie,  coïncider  constamment 
avec  un  des  points  d'intersection  de  C|  et  de  P,  puisque  C|  et  Cj 
ne  diffèrent  pas  au  point  de  vue  analytique.  Avec  lequel  de  ces 
points  d'intersection  ?  Il  est  clair  que  c'est  avec  celui  qui  est  en  R| 
à  la  fin  de  la  première  partie.  Nous  devons  donc  conclure  qu^au 
début  de  la  première  partie  il  était  en  M',. 

Donc  M',  n'est  autre  chose  que  M^. 

Ainsi,  il  ne  peut  pas  y  avoir  d'autre  point  d'intersection  de  Po 
et  de  C|  que  les  points  M®. 

Donc  l'ensemble  des  courbes  Q  forme  une  courbe  algébrique 
d'ordre  a/>  —  2. 

III.  —  Discussion. 

Considérons  donc  cette  courbe  d'ordre  2/?  —  2  que  j'appellerai 
la  courbe  C  et  qui  est  formée  de  l'ensemble  des  courbes  G/.  Je  dis 
maintenant  que  les  quantités  que  nous  avons  appelées  Uqj  sont 
des  intégrales  abéliènnes  de  première  espèce  relatives  à  cette 
courbe  algébrique. 

Nous  avons  représenté  par 

duijy    duii,    ...i    du  pi 

les  coordonnées  homogènes  du  point  M/;  nous  pouvons  repré- 
senter de  même  par 

du\y    dufy     ...,    dup 
où 

du^=f'yAt)dt 

les  coordonnées  homogènes  du  point  général  M  de  la  courbe  C 
[comme  en  général  G  est  indécomposable,  de  sorte  que  les  diffé- 
rentes courbes  G/  sont  le  prolongement  analytique  les  unes  des 
autres,  je  puis  écrire  simplement/^ (/)  au  lieu  de/^.,(/),  de  sorte 
que  duç=f^{t)dt)]. 
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Je  poserai  d*ailleurs 


dui       dut 

dUf^i       dup 

5.  ~  î«  "•■ 

î/»-i           ip 

Première  proposition.  —  Supposons  d* abord  que  la  courbe  C 
ne  présente  aucun  point  singulier,  tel  que  point  double,  point 
de  rebroussement,  etc. 

Alors  dans  le  voisinage  d'un  point  quelconque  de  Clés  rapports 
des  coordonnées  \  à  Tune  d'entre  elles,  à  \p  par  exemple,  seront 

des   fonctions   holomorphes  de  l'un  de   ces  rapports,  de  y-  par 
exemple. 

Soit  M  un  poini  de  C  dont  les  coordonnées  sont  ^i,  \^^  ...,  ^^; 

sî,  par  exemple,  dans  le  voisinage  de  ce  point,  tous  les  4^  sont  fonc- 

tions  holomorphes  de  1^9  je  dirai  que  toutes  les  fonctions  holo- 

morphes  p  sont  des  fonctions  holomorphes  du  point  analjrtique 

(ii9  \%t  -••7  \p)  ou   simplement  du  point  M.  Si,  dans  le  voi* 

sinage  de   M,  ce  n'étaient  pas  tous  les  1^  qui  fussent  fonctions 

holomorphes  de  ^->  mais  tous  les  t^j  par  exemple,  qui  fussent 
Çp  sp-x 

fonctions  holomorphes  de  ^^>  ce  seraient  alors  les  fonctions  ho- 
lomorphes  de  c-^  que  j'appellerais  fonctions  holomorphes  du 

point  M,  etc.  ;  dans  tous  les  cas,  cette  expression,  fonction  holo- 
morphe  du  point  M,  se  trouvera  parfaitement  définie. 

Si,  dans  le  voisinage  d'un  point  de  C,  la  fonction  u^  n'est  pas 
une  fonction  holomorphe  du  point  M,  je  dirai  que  ce  point  est  un 
point  singulier  de  la  fonction  Uq. 

Je  dis  maintenant  que  la  fonction  Uq  n'aura  pas  de  point  sin- 
gulier. Considérons,  en  effet,  le  plan  P  qui  coupe  G  aux 
^p  —  2  points 

Ml,    M„     ...,     M,p_,, 
de  sorte  qu'on  aura 

(î)  Uq.x-T-Ug.t-^.  .  .-r-  Uq,ip^i=0. 

Si  les  points  M3,  M3,  ...,  ^2p^2  ne  sont  pas  singuliers,  les 
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fondions 

seront  holomorphes;  en  vertu  de  (i),  la  fonction  Uq,i  le  sera  éga- 
lement, de  sorte  que  le  point  M|  ne  sera  pas  non  plus  singulier. 

Si  le  plan  P  passe  par  un  point  singulier  de  la  fonction  Uq  sur 
C,  il  devra  donc  passer  par  un  second  point  singulier.  Mais  le 
plan  P  est  quelconque;  quelles  que  soient  les  positions  attribuées 
aux  points  singuliers,  on  pourrait  donc  faire  passer  le  plan  P  par 
un  de  ces  points  et  par  un  seul.  Or,  cela  est  impossible,  nous 
venons  de  le  voir;  donc  il  ne  peut  y  avoir  de  point  singulier. 

En  particulier,  la  fonction  Uq  ne  pourra  devenir  infînie  (à 
moins  que  le  point  M  ne  décrive  une  infinité  de  cycles  sur  la  sur- 
face de  Riemann  S  relative  à  la  courbe  C),  mais  nous  ne  pouvons 
encore  affirmer  que  Uq  soit  une  fonction  uniforme  du  .point  M; 
nous  voyons  déjà  que  Uq  revient  à  sa  valeur  primitive  quand  le 
point  M  décrit  un  contour  fermé  infiniment  petit  sur  la  surface 
de  Riemann  S;  mais  il  pourrait  n*en  pas  être  de  même  quand  le 
point  M  décrit  un  cycle  fermé  sur  S. 

Le  raisonnement  ne  s'appliquerait  pas  si  la  courbe  C  présentait 
un  point  singulier,  un  point  double,  par  exemple;  car  alors  tout 
plan  P  passant  par  ce  point  double  couperait  C  en  deux  points 
confondus  qui  pourraient  être  tous  deux  singuliers  pour  la  fonc- 
tion u.  Tout  plan  P  passant  par  un  de  ces  points  singuliers  pas- 
serait alors  pai:*  l'autre.  En  revanche,  le  raisonnement  s'applique 
sans  changement  si  la  courbe  algébrique  C  se  décompose  sans  avoir 
de  point  multiple. 

Deuxième  proposition.  —  Soient  maintenant 

les  intégrales  abéliennes  de  première  espèce  de  la  courbe  C  et  soit 
r^.i  la  valeur  de  Vq  au  point  M/.  Nous  aurons 

(•^)  Vq.i-hVq.t-^.^.-hVq^ip-t^O, 

relations  analogues  aux  relations  (i). 
Considérons  maintenant 

les  dUq,i  (y  =  1,2,  ...,/?) 

elles  dvq.i         (^r  =  1,  2,  . ..,  A) 
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comme  les  coordonnées  homogènes  d'un  point  N/  dans  Tespace  à 
p  +  h  —  I  dimensions.  Nous  trouverons  comme  plus  haut  par 
dliTérenllation 

k  =  p 

('lois)  {  tp-i 

dUç.i-h^dUm,k-0  (/Il  =  1,2,  ...,/>) 

k=p 

(*  =  i,  2,  ...,/>  — i); 

ces  relations  nous  montrent  que  les  2p  —  a  points  N/ sont  dans 
une  même  variété  plane  P'  à  />  —  a  dimensions. 

Soient  C'i  la  courbe  décrite  par  le  point  N,-  et  G  l'ensemble  des 
courbes  C|. 

Soit  PJ,  une  position  particulière  du  plan  P'  et  soit  îij  la  position 
correspondante  du  point  N|.  Soit  T/  la  tangente  à  la  courbe  C'au 
point  NJ. 

Pour  définir  P'^,  il  suffira  de  nous  donner/?  —  i  des  points  N®, 
par  exemple  les  points  NJ,  N",  •..,  N"^.  Nous  pourrons  toujours 
supposer  que  ces  p  —  i  points  n'appartiennent  pas  à  une  même  va- 
riété plane  à  /?  —  3  dimensions.  Si,  en  effet,  les  points  N| .  Na, ..., 
Np_|  appartenaient  en  général  à  un  plan  de  p  —  3  dimensions, 
il  en  serait  de  même  des  points  M|,  Mj,  •••,  M^^i  et  alors  la 
courbe  C  devrait  être  contenue  dans  un  plan  k  p  —  2  dimensions, 
de  sorte  que  la  variété  V  se  réduirait  à  un  plan  k  p  —  2  dimen- 
sions. 

Soit  maintenant  NJ  un  point  de  G  infiniment  voisin  de  NJ;  par 
lesp  —  I  points 

t>       ^^1*       ^^S>       •••»       ^^/»-t» 

je  puis  faire  passer  une  variété  plane  P'^  kp  —  2  dimensions,  infi- 
niment peu  différente  de  P^. 

P'i  coupera  G  en  p  —  i  autres  points 

NI       1X11  NI 

infiniment  voisins  des  points 
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Les  deux  variétés  P'^  et  P,  ayant  p  —  a  points  communs 

No       NO  NO 

(non  situés   sur  une  même  variété  plane  k  p — 4   dimensions, 
puisque  avec  N^  ils  ne  sont  pas  dans  un  plan  à  />  —  3  dimensions) 
détermineront  une  variété  plane  Qo  kp  —  i  dimensions. 
Qo  contiendra  évidemment  la  droite 

NJNJ        (y  =!,/',/> H- 1,  ...,a/?  — 2), 

c'est-à-dire  la  tangente  T^.  (C'est  ainsi  que  le  plan  tangent  à  un 
cône  contient  les  tangentes  à  toutes  les  courbes  tracées  sur  le  cône 
et  coupant  la  génératrice  de  contact.) 

Ainsi,  la  variété  plane  qui  contient  P'^  et  la  tangente  T|  contient 
aussi  les  tangentes 

Comme  rien  ne  distingue  les  différents  points  d'intersection  de, 
C  et  de  P'^,  je  pourrais  démontrer  de  même  que  celle  variété 
contient  aussi  les  tangentes 

Tî,    Tj,     ...,    T^-i. 

En  résumé,  à  toute  variété  plane  P'  à/>  —  2  dimensions  coupant 
C  en  2/>  —  a  points  N/  correspondra  une  variété  plane  Qà 
p  —  I  dimensions  qui  contiendra  les  2/>  —  2  tangentes  T,-. 

Soit  maintenant  P^  une  position  de  P'  infiniment  voisine  de  Pj,; 
soient  Q©  et  Qa  les  variétés  Q  correspondant  à  PJ,  et  à  P'^.  Je  me 
propose  de  démontrer  que  Qo  et  Qj  sont  identiques.  Je  désignerai 
par  N|  et  N/  les  intersections  de  C  avec  P'^  et  avec  P'^  et  par  TJel 
Tj  les  tangentes  correspondantes  à  C, 

En  effet,  supposons  d'abord  que  P^  et  PJj  ait  un  point  commun) 
par  exemple  N^.  Alors  Q2  et  Q©  contiendront  tous  deux  la  tan- 
gente TJ. 

De  plus,  Qo  contient  la  tangente  T?  et  Qa  contient  la  tangente 
infiniment  voisine  TJ.  En  négligeant  des  infiniment  petits  d'ordre 
supérieur,  on  peut  dire  que  TJ  et  TJ  se  coupent  en  un  point  infi- 
niment voisin  de  NJ. 

Donc,  les  np  —  2  points  NJ  sont  infiniment  voisins  de  l'inier- 
seclion   de  Qo   et  Q©;    la  limite  de  rintersection  de  Qj  etQo, 
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quand  P'^  et  P,,  tendent  à  se  confondre,  ne  peut  donc  être  que  P'^. 
Or  cette  intersection  doit  contenir  la  tangente  T".  Mais  en  gé- 
néral (c'est-à-dire  si  les  points  N?,  NJ,  ...,N^,  qui  définissent 
P'^  ont  été  choisis  d'une  façon  quelconque  sur  C),  la  tangente  T^ 
ne  fait  pas  partie  de  P^  (sans  cela,  en  effet,  la  tangente  à  la 
courbe  C  au  point  M|  serait  également,  en  général,  dans  le 
plan  P;  or  le  plan  P  est  un  plan  quelconque  de  p  —  2  dimen- 
sions de  l'espace  plan  k  p  —  1  dimensions  où  se  trouve  C.  Il  est 
donc  impossible  que  la  langente  à  C  s'y  trouve  toujours).  La 
contradiction  ne  peut  être  levée  que  si  l'on  suppose  que  Qq  et  Q2 
se  confondent. 

Ainsi  Q2  et  Qo  se  confondent  si  P^  et  P^  ont  comme  point 
commun  NÎ=N^;  ils  se  confondraient  également  si  PJ^  et  P^ 
avaient  comme  point  commun  N"  =  N^. 

Supposons  maintenant  que  P'^  et  P!^  n'aient  aucun  point  com- 
mun. Je  pourrai  construire  une  variété  P3  passant  par  N^  et  par 
Na-  Alors  P'ç  et  P,  ayant  pour  point  commun  NJ,  Qo  et  Qj  se 
confondent^  d'autre  part,  P,  et  P.^  ayant  pour  point  commun  N^, 
Qs  et  Q2  se  confondent.  Donc  Qo  et  Q2  se  confondent  encore. 

Maintenant,  si  deux  variétés  Q  correspondant  à  deux  variétés  P' 
très  peu  différentes  se  confondent,  il  est  aisé  de  conclure  que 
deux  variétés  Q  correspondant  à  deux  variétés  V  quelconques 
se  confondront  encore.  Donc  toutes  les  variétés  Q  se  confon- 
dent. 

Donc,  la  courbe  C  est  située  dans  un  espace  plan  k  p  —  1  di- 
mensions (le  théorème  correspondant  dans  l'espace  ordinaire  est 
le  suivant  :  Si  toutes  les  droites  qui  /oignent  deux  points 
quelconques  d^une  courbe  gauche  vont  rencontrer  cette  même 
courbe  en  un  troisième  point ^  c^est  que  la  courbe  gauche  se 
réduit  à  une  courbe  plane).  Remarquons  que  le  raisonnement 
s'applique  quand  même  les  courbes  C  et  CJ  présenteraient  des 
points  multiples  ou  seraient  décomposables. 

Troisième  proposition.  —  Donc  entre  lesp-\-h  fonctions  u 
et  {^  il  y  a  A  relations  linéaires. 

Donc/>  est  au  moins  égal  à  A;  et,  parmi  les  fonctions  1/,  il  yen 
a  h  qui  sont  des  combinaisons  linéaires  des  intégrales  abéliennes 
de. première  espèce. 

XXIX.  6 
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Nous  pouvons,  sans  restreindre  la  généralité,  supposer  que 

a,,    w,,     ...,     Uft 

sdnt  des  intégrales  abéllennes  de  première  espèce. 

Je  dis  qu'il  en  est  de  même  de  Ui{i  >  h). 

En  effet,  dui  est  une  différentielle  abélienne,  puisque  du^  en  est 
une  et  que 

dui=  1^  dui. 

De  plus,  Ui  ne  devenant  pas  infini  sera  une  intégrale  abélienne 
de  première  espèce. 

Ainsi  toutes  les  fonctions  u  sont  des  intégrales  abéliennes 
de  première  espèce,  de  sorte  que  p=^  h. 

Il  semblerait  que  le  raisonnement  est  en  défaut  si  la  courbe  C 
est  unicursale,  c'est-à-dire  si  A  =  o;  on  n'a  pas,  en  effet,  dans  ce 
cas,  le  droit  de  dire  que  dus  est  une  différentielle  abélienne, 
puisque  nous  n'avons  plus  de  différentielle  abélienne  de  première 
espèce. 

Mais  ce  cas  doit  être  exclu.  Et,  en  effet,  si  la  courbe  C  est  uni- 
cursale, il  n'y  a  plus  de  cycles  sur  la  surface  de  Riemann  S;  il  en 
résulte  que  les  fonctions  u  qui  sont  des  fonctions  holoraorphes 
du  point  M  sur  toute  cette  surface  de  Riemann  sont  en  même 
temps  des  fonctions  uniformes.  Elles  doivent  donc  se  réduire  à 
des  constantes. 

Supposons  maintenant  que  la  courbe  C  présente  des  points 
singuliers,  par  exemple  des  points  doubles,  des  points  de  re- 
broussement,  etc. 

Nous  ne  pourrons  plus  dire  que  la  fonction  Ug  est  une  fonction 
holomorphe  du  point  M  sur  toute  la  surface  de  Riemann  S;  elle 
pourra  présenter  des  singularités  quand  le  point  M  vient  en  un 
point  singulier  de  C.  Voyons  quelle  peut  être  la  nature  de  ces  sin- 
gularités. 

Soit  donc  O  un  point  singulier  de  C;  le  plan  P  coupera  G  en 
2/>  —  2  points  et  quand  la  distance  de  ce  plan  P  à  O  tendra  vers 
zéro  de  la  manière  la  plus  générale,  m  de  ces  'Àp  —  2  points  ten- 
dront vers  O;  de  sorte  que  O  sera  un  point  multiple  d'ordre  m. 
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Je  suppose  d^abord  que  m  est  au  plus  égal  k  p  —  i . 

Nous  devons  introduire  ici  la  notion  des  intégrales  de  première 
espèce  dégénérées. 

Lorsqu\me  courbe  algébrique  acquiert  un  point  double  de  plus, 
son  genre  s^abaisse  d'une  unité;  elle  perd  donc  une  intégrale  abé- 
Uenne  de  première  espèce.  Que  devient  à  la  limite  cette  intégrale 
de  première  espèce  qui  disparaît  ainsi?  Elle  devient  une  intégrale 
de  troisième  espèce  que  j'appellerai  intégrale  de  première  espèce 
dégénérée. 

Dans  le  cas  d'un  point  double  ordinaire,  il  arrive  que  le  point 
double  correspond  à  deux  points  de  la  surface  de  Riemann.  L'in- 
tégrale dégénérée  correspondante  est  alors  Tinlégrale  de  troisième 
espèce  qui  admet  ces  deux  points  comme  points  singuliers  loga- 
rithmiques avec  deux  résidus  égaux  et  de  signe  contraire. 

En  vertu  du  théorème  d'Abel,  si  l'on-  coupe  une  courbe  de  l'es- 
pace k  p  —  I  dimensions  par  un  plan  k  p  —  2  dimensions,  la 
somme  des  valeurs  d'une  intégrale  de  première  espèce  relatives 
aux  diGTérents  points  d'intersection  sera  une  constante,  par 
exemple  zéro.  Par  raison  de  continuité,  cela  sera  encore  vrai  pour 
une  intégrale  dégénérée. 

Soit  donc  v  une  intégrale  de  première  espèce  ou  une  intégrale 
dégénérée  relative  à  C,  et  vi  sa  valeur  en  M/;  on  aura 

t'i  -H  t'j  -h .  .  .  -h  Vfp-^  =  O. 

Regardons 

comme  les  coordonnées  homogènes  d'un  point  N|  dans  l'espace  à 
p  dimensions. 

Soit  G  l'ensemble  des  courbes  décrites  par  les  points  N/^  la 
deuxième  proposition  restant  vraie,  cette  courbe  G  sera  dans  un 
espace  plan  kp  —  i  dimensions,  c'est-à-dire  que  l'on  aura 

dv  =  aj  dui-h  ttj  dut-h..  .-4-  tpdupy 

les  a  étant  des  coefficients  constants.  On  tire  de  là 

dufj  =  dv  ~p ^-^''^ , 

ce  qui  montre  que  duq  est  une  dilVérentielle  abélienne. 
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Le  raisonnement  s'applique  sans  difficulté  au  cas  où  la  courbe  C 
est  indécomposable,  et  où  elle  possède  au  moins  une  intégrale  de 
première  espèce  ou  une  intégrale  dégénérée. 

Or,  elle  aura  toujours  au  moins  une  intégrale  de  première  es- 
pèce, à  moins  qu^elle  ne  soit  unicursale. 

D'autre  part,  si  elle  a  un  ou  plusieurs  points  multiples,  elle 
aura  au  moins  une  intégrale  dégénérée.  En  un  de  ces  points 
multiples  viendront  passer  une  ou  plusieurs  branches  de  courbe 
distinctes.  Par  exemple,  en  un  point  double  à  tangentes  séparées 
passeront  deux  branches  sans  point  singulier;  en  un  point  de  re- 
broussement  une  seule  branche  avec  un  point  singulier;  en  un 
point  triple  pourront  passer  ou  bien  trois  branches  sans  point 
singulier,  ou  bien  une  branche  sans  point  singulier  et  une  autre 
à  point  de  rebroussemenl,  ou  bien  une  branche  unique  avec  un 
point  singulier  d'ordre  plus  élevé,  etc. 

Si  Tune  des  branches  de  courbe  présente  ainsi  un  point  singu- 
lier^ l'intégrale  de  deuxième  espèce  qui  admet  ce  point  singulier 
comme  pôle  sera  une  intégrale  dégénérée.  Si  aucune  des  branches 
n'admet  de  point  singulier,  il  y  aura  au  moins  deux  branches,  et 
le  point  multiple  correspondra  au  moins  à  deux  points  de  la  sur- 
face de  Riemann  (à  autant  de  points  de  cette  surface  qu'il  j  a  de 
branches  distinctes).  Alors,  l'intégrale  de  troisième  espèce  qui 
admet  ces  deux  points  comme  points  logarithmiques  avec  des  ré- 
sidus égaux  et  de  signe  contraire  est  une  intégrale  dégénérée. 

Si  la  courbe  C  était  indécomposable,  le  raisonnement  ne  serait 
donc  en  défaut  que  si  elle  était  unicursale  et  dépourvue  de  points 
multiples. 

Mais  ce  cas,  comme  nous  l'avons  remarqué  plus  haut,  doit  être 
excluy  car,  en  l'absence  de  point  multiple  et  d'après  la  première 
proposition,  les  fonctions  u  sont  holomorphes  sur  toute  la  surface 
de  Riemann  et,  si  la  courbe  est  unicursale,  elles  sont  uniformes 
et,  par  conséquent,  se  réduisent  à  des  constantes. 

11  en  serait  encore  de  même  si  la  courbe  C  était  décomposable 
et  qu'une  des  composantes,  que  j'appellerai  K,  soit  unicursale, 
sans  point  multiple  et  ne  coupant  aucune  des  autres  composantes. 
En  effet,  les  fonctions  u  ne  peuvent  avoir  d'autres  points  singu- 
liers que  les  points  multiples  des  diverses  composantes  et  leurs 
points  d'intersection;  comme  la  courbe  K  ne  passe  par  aucun  àe 
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ces  points,  les  foncUons  u  seront  holoinorphes  sur  toute  la  surface 
de  Rîemann  S  relative  à  K;  comme  K  est  unicursale,  celte  sur- 
face S  n*aura  pas  de  cycle  et,  par  conséquent,  les  fonctions  u 
seront  uniformes;  elles  se  réduisent  donc  à  des  constantes  sur 
toute  la  surface  S. 

Si  alors  nous  reprenons  les  relations 

un  certain  nombre  des  quantités  u^j  (à  savoir  celles  qui  corres- 
pondent aux  points  M/  qui  sont  sur  la  composante  K)  se  réduisent 
à  des  constantes  que  l'on  peut  supposer  nulles  sans  restreindre  la 
généralité.  Alors  la  variété  Y  aurait  moins  de  />  —  i  dimensions, 
de  sorte  que  ce  cas  doit  être  encore  exclu. 

Supposons  donc  que  C  se  décompose  et  qu'une  des  compo- 
santes K  soit  de  genre  supérieur  à  zéro,  on  ait  un  point  multiple. 
Cette  composante  admettra  une  intégrale  de  première  espèce  ou 
une  intégrale  dégénérée.  Appelons  c  cette  intégrale.  Sur  les  autres 
composantes  nous  supposerons  v=^o.  Si  la  composante  K  ren- 
contre une  autre  des  composantes,  il  arrivera  ainsi  généralement 
que  V  n'aura  pas  la  même  valeur  sur  les  deux  branches  de  courbe 
qui  passeront  au  point  d'intersection,  mais  cela  n'a  aucun  incon- 
vénient. 

Si  les  duq,i  et  Vi  sont  encore  les  coordonnées  homogènes  du 
point  Nj,  on  verra  encore  que  la  courbe  G'  est  dans  un  espace 
plan  k p  —  I  dimensions;  d'où  il  résulte  : 

i^  Que  les  composantes  de  C  autres  que  K  sont  dans  des  plans 
à  moins  de />  —  i  dimensions; 

2**  Que  sur  les  composantes  K,  on  a 

dsf  =  «1.  dux  -t-  Oit  dux  -H .  * .  -T-  «;,  dup^ 

d'où  l'on  déduit,  comme  plus  haut,  que,  sur  cette  composante  K, 
les  du  sont  des  différentielles  abéliennes. 

Si  donc  tontes  les  composantes  sont  de  genre  supérieur  à  zéro 
ou  ont  un  point  multiple,  il  n  y  a  pas  de  difficulté. 

Supposons  donc  qu'une  composante  K  soit  unicursale  et  sans 
point  multiple.  Klle  devra  avoir  au  moins  un  point  commun  avec 
une  des  autres  composantes,  le  cas  où  elle  ne  coupe  aucune  de  ces 
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composantes  (tout  en  étant  uniciirsale  el  sans  point  multiple) 
ayant  été  exclu  plus  haut. 

Supposons  d'abord  que  R  coupe  une  autre  composante  K!  en 
deux  points  Q  et  Q'. 

Définissons  une  fonction  v  de  la  façon  suivante  :  Sur  K,  v  sera 
l'intégrale  de  troisième  espèce  qui  admet  Q  et  Q'  comme  points 
logarithmiques  avec  les  résidus  -h  i  et  —  i;  sur  K',  (^  sera  l'inté- 
grale de  troisième  espèce  qui  admet  Q  et  Q'  comme  points  loga- 
rithmiques avec  les  résidus  —  i  et  -l-i;  sur  les  autres  compo- 
santes,  if  sera  nulle. 

Dans  ces  conditions,  on  aura  encore 

en  appelant  Vi  la  valeur  de  r  au  point  M/. 

Si  donc  dug,i  et  dvi  sont  les  coordonnées  homogènes  de  Ni,  la 
courbe  C  sera  dans  un  espace  plan  à  ^" — i  dimensions,  d'où  il 
résulte  que,  sur  les  composantes  K  et  K',  on  a  encore 

dv=^!Xçdug, 

et  que,  sur  ces  deux  composantes,  les  du  sont  des  différentielles 
abéliennes. 

Le  résultat  s'étend  au  cas  où  les  deux  composantes  K  et  K'  se 
touchent  en  un  point  Q,  c'est-à-dire  où  les  deux  points  Q  et  Q' se 
confondent;  l'intégrale  de  troisième  espèce  v  se  réduit  alors  à  une 
intégrale  de  deuxième  espèce. 

Considérons  maintenant  un  autre  cas  :  je  suppose  que,  parmi 
les  composantes  de  C,  il  y  en  ait  ///  que  j'appellerai 

Kl,     Kj,     . , .,     K„i, 

et  qui  se  coupent  mutuellement  de  telle  sorte  que  K,  coupe  Kj 
en  Qi,  que  Kg  coupe  K3  en  Q2,  ...,  que  ¥^m-i  coupe  K„i  en  Qm, 
et  enfin  que  K^  coupe  K|  en  Q;,|. 

Pour  plus  de  svmctrie  dans  les  notations,  je  désignerai  indiffé- 
remment K,  par  K,  ou  par  K^,^|  et  de  même  Qi  par  Q,  ou  Qm+i? 
K;„  par  K;,,  ou  Ko,  Q^  par  Q„,  ou  Qo- 

Alors  K/ coupe  K/^,  en  Q/et  K/_,  en  Q/_|. 
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Je  dirai  alors  que  ces  composantes  forment  une  chaîne  fermée. 

Je  définirai  alors  la  fonction  \^  comme  il  suit  :  Sur  K/,  ce  sera 
rînlégrale  de  troisième  espèce  qui  admet  Q/etQi_4  comme  points 
logarithmiques  avec  les  résidus  +  i  et  -•  i;  sur  les  composantes 
étrangères  à  la  chaîne,  v  sera  nul. 

On  a  alors  Sp/=o  et,  toujours  par  le  même  raisonnement, 
on  verrait  que  sur  les  composantes  de  la  chaîne  les  du  sont  des 
différentielles  abéliennes. 

Nous  avons  laissé  de  côté  un  certain  nombre  de  cas  d'exception 
qui  pourraient  sans  doute  être  traités  par  des  principes  analogues. 

J'examinerai  encore  un  cas  dont  la  généralité  est  très  grande. 

La  courbe  C,  décomposable  ou  non,  n^ admet  aucun  point 
multiple  d^ ordre  supérieur  àp  —  i . 

Je  commencerai  par  établir  le  point  suivant  : 

Soient  F  =  o,  F|  =  o  les  équations  de  deux  variétés  algébriques 
de  même  degré  à  />  —  2  dimensions  et  situées  dans  l'espace  à 
p  —  I  dimensions.  L^équation 

F-^XF,  =  0 

sera  Tcquation  générale  du  faisceau  déterminé  par  ces  deux  va- 
riétés. 

Une  variété  quelconque  du  faisceau  coupera  C  en  jjl  points  que 

j'appellerai 

M„    M,,     ...,    Mj,. 

Soient 

W«.l,       W/.l,       ..-,       M/.JI 

les  valeurs  correspondantes  de  la  fonction  ;//.  Soient 

m;,   Mi,    ....   m;, 

les  [JL  points  d'intersection  de  G  avec  une  variété  du  faisceau  infi- 
niment voisine  de  la  première.  Ces  jjl  points  seront  évidemment 
infiniment  voisins  de  M, ,  Ma,  . . .,  Mj^. 

Soit  dui.k  l'accroissement  que  subit  Ui,k  quand  on  passe  de  Mj^ 

à  m;. 

Je  dis  que  Ton  a 

^«/.i  -h  dui'»  -»-...  -H  du,', Xi,  —  o. 
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Cest  le  ihéorème  d'Abe).  Nous  aurons  ainsi  monlré  que  nos 
fonctions  Ui  satisfont  au  théorème  d^Abel  comme  les  intégrales 
abéliennes  de  première  espèce. 

En  effet,  les  fonctions  Ui,k  et  —4r^  sont  des  fonctions   holo- 

morphes  de  X  (ou  de  ^  pour  X  =  ooj  à  part  les  exceptions  sui- 
vantes : 

1°  Quand  la  variété  F  +  XF,  =  o  esl  tangente  à  C  et  que,  par 

conséquent,  plusieurs  des  pointsM^s'échangent  entre  eux. (Soient, 

par  exemple,  pour  fixer  les  idées,  les  trois  points  M|,  M2,  M^; 

mais  alors  la  somme 

duj^x       dui,t       dui,i 
d\  dl  dX 

est  fonction  holomorphe  de  X.) 

a**  Quand  la  variété  F  -h  XF,  =  o  va  passer  par  un  point  mul* 
tiple  ou  singulier  de  la  courbe  C. 

Nous  avons  vu,  en  effet,  que  les  fonctions  ui  sont  des  fonctions 
holomorphes  du  point  M,  sauf  quand  ce  point  M  vient  en  un  des 
points  multiples  de  C. 

Si  donc  nous  posons 

dui,\-\-dui,i-^. .  ,-hdui,^=  ^(X)</X, 

»(X)  est  holomorphe  (de  même  que  /«(X)  cfkU  sauf  pour  les  va- 
leurs de  X  telles  que  F-f-XFi  =0  aille  passer  par  un  point  mul- 
tiple. 

Supposons  donc  que  pour  X=  Xo,  q  des  points  Ma,  à  savoir  les 
points  M|,  Ma,  .. .,  Mg  aillent  se  confondre  ensemble  et  avec  un 
point  multiple  A  d^ordre  q]  les  points  M^^i,  . . .,  M^  restant  dis- 
tincts entre  eux  du  point  A  et  de  tous  les  autres  points  singuliers. 

Posons 

dui,t     -h  dui^i      -h...-^c?ai.y  =  9i(X)rfX, 

dui,g^i  -+-  <fa,.y^-,H-. .  .H-  dui,^=  ifi('k)dk, 

çp(X)  =  çia)-+-9,(X). 

[|  est  clair  que  /©2(^)^  est  encore  holomorphe  pour  X  =  Xo, 
puisque  les  points  M^^i,  ...,  ^i^  restent  ordinaires  et  que,  par 
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conséquent,  les  fondions  «i.^+i,  .. .,  ai.|jt  restent  holomorphes. 
Puisque  q  a  été  supposé  toujours  plus  petit  que  p,  par  les 
points  M|,  M2,  ..  -,  M^,  je  puis  faire  passer  un  plan  que  j'appelle 
P;  pourX=Xo,  ce  plan  vient  en  Pq.  Soient  M'^,  M^,  ...,  M^^.^ 
les  2/?  —  a  —  q  autres  points  d'intersection  de  P  avec  C.  Nous 
supposerons  que  ces  points  restent  ordinaires  pour  a  =  Xo*  C'est-à- 
dire  que  Po  ne  passe  par  aucun  point  multiple  que  Â;  qu'il  ne 
touche  pas  C  en  dehors  de  A;  qu'il  ne  touche  aucune  des  branches 
de  courbe  qui  passent  par  A.  Soit  u^j^  la  valeur  de  la  fonction  u/ 
au  point  M]^.  On  aura 

ce  qui  est  la  définition  des  fonctions  Uî;  si  donc  on  pose 

il  viendra 

ç'(X)=-(p,(X). 

Comme  les  points  MJ^  restent  ordinaires  pour  X  =r  Xo,  les  fonc- 
tions u'ij^  restent  holomorphes  et  il  en  est  de  même  de  /  o'Çk)  rfX, 
de  /  ©|()s)rf)v  el,  par  conséquent,  de  /<p(l)rfX.  Donc  la  fonc- 
tion   /  <p(X)rf)v,  holomorphe  pour  toutes  les  valeurs  de  A  (même 

pour  X  =  oo),  se  réduit  à  une  constante.  c.  q.  f.  d. 

Il  serol>le  d'abord  que  nous  nous  sommes  imposé  de  nombreuses 
conditions  restrictives,  au  sujet  de  la  variété  F  •+-  XqFi  =  o  et  du 
plan  Po  qui  ne  doivent  pas  passer  par  d'autres  points  singuliers 
que  A,  ni  toucher  C  en  dehors  de  A,  ni  toucher  une  des  branches 
de  courbe  qui  passent  en  A. 

Mais  comme  ces  circonstances  ne  se  présentent  pas  quand  les 
polynômes  F  et  F,  seront  les  plus  généraux  de  leur  degré,  il  est 
possible  d'étendre  le  théorème  à  tous  les  cas  par  passage  à  la 
limite. 

Or  nous  savons  que  si  une  courbe,  décomposable  ou  non,  est 
coupée  en  (jl  points  par  une  variété  F  =  o,  il  y  aura  entre  ces 
(JL  points  h  relations  si  notre  courbe  admet  /z  intégrales  abéliennes 
de  première  espèce  et  dégénérées. 
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Si  t'i,  i^s,  ...,  Va  sont  ces  intégrales  et  Vi,k  la  valeur  de  vi  bd 
point  Ma,  ces  h  relations  s^écriront 

t*/ 1  +  t'y. t  -+-  • . .  H-  ^'i.ï*  =  o       (  £  =  1 ,  2,  . . . ,  A ) 

et  il  n'y  en  aura  pas  d^ autres  si  le  degré  de  F  est  suffisant. 

Il  résulte  de  là  que  les  ui  ne  peuvent  être  que  des  combinaisons 
linéaires  des  Vi  et  que  p  est  au  plus  égal  à  h. 

D'ailleurs,  le  même  raisonnement  que  plus  haut  (deuxième  et 
troisième  propositions)  montrerait  que  p  est  au  moins  égal  à  A. 

On  a  donc  p  =  h,  ce  qui  suffît  pour  établir  le  théorème  pro- 
posé. 

SUR  LES  IirTÉORALES  DES  ÉQUATIOITS  AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES 
DU  PREMIER  ORDRE  D'UNE  SEULE  FONCTION; 

Par  M.  N.  Saltykow. 

Il  s*agit,  dans  le  Mémoire  qui  va  suivre,  de  démontrer  un  théo- 
rème que  j'ai  énoncé  dans  les  Comptes  rendus  de  l'Académie 
des  Sciences  (*)  el  d'en  donner  une  extension  aux  systèmes  en 
involution  les  plus  généraux. 

Nous  allons  étudier  les  équations  en  involution 

(    ^k(^l,  ^%y  •.•,^/l,'»,/>l,/?lî  ..•,/?/i)  =  o, 

I  A:  =  i,a,  ...,m, 

en  désignant  par/?,  la  dérivée        et  en  supposant 

\P\jPt.    ...,/?;„/  ^ 

Considérons  le  système  correspondant  d^équalions  linéaires 
aux  dérivées  partielles  d'une  seule  fonction/ 

(3)  S      [Fa./]=o, 

(  A-  =  I,  2,  ...,m, 

les  crochets  ayant   la  signification  bien   connue  de  M.   Mayer. 


(')  Comptes  rendusy  y'y  juillet  1S99. 
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Supposons  encore  connues  toutes  les  intégrales  distinctes  du  sjrs- 
tèroe  (3),  en  les  représentant  par  les  fonctions 

(4)  Fi,  Fj  .. .,  F,;,,/i,/i,  ,  .,,/î;i-jm+i* 

Le  problème  que  nous  nous  proposons  de  résoudre,  c'est  de 
Jormer,  à  faide  des  /onctions  (4),  des  intégrales  du  sys^ 
tème  (i),  dans  le  sens  classique  de  cette  notion^  cest-à-dire  de 
trouver  des  valeurs 

en /onction  des  variables  indépendantes  Xty  j^j,  . . . ,  x,,,  véri- 
fiant  les  identités 

dz  àz  àz 

et  identifiant  les  équations  (i). 

Comme  on  le  sait  bien,  ce  problème  fut  déjà  traité  par 
MM.  Mayer  et  Morera(*),  pour  les  équations  résolues  par  rap- 
port aux  dérivées  partielles  et  ne  contenant  pas  z  explicitement, 
par  des  méthodes  basées,  soit  sur  la  réduction  des  svstèmcs  en 
involution  à  une  équation  unique,  soit  sur  la  théorie  du  problème 
de  Pfaff.  La  question  est  aussi  étudiée  par  celte  dernière  méthode 
dans  le  Traité  récemment  publié  par  M.  Weber  (*).  Or  dans  les 
pages  suivantes  je  poursuivrai  toujours  l'ordre  d'idées  développé 
dans  mon  Travail  :  Mémoire  sur  l'intégration  des  équations 
aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  ^  inséré  dans  le 
Journal  de  M.  Jordan  ('). 

Égalons  les  m  premières  fonctions  (4)  ^  '^^^^  ^^  toutes  les 
aatres  respectivement  à  des  constantes  arbitraires  Ci,  C2,  •••, 
Cai,_2m+i.  En  vertu  de  Thypothèse  (2),  les  équations  obtenues 
sont  résolubles  par  rapport  aux  variables  Xm^it  ^m^2i  •••9^»? 

(  '  )  Nachrichten  von  der  K.  Gesellscha/t  der  Wissenscha/ten  und  der  Georg- 
Augusts  Uniçersitât,  G5ttingeo,  p.  Q99;  1873. 

Mathematische  Annalen,  Bd  VI,  p.  19a;  1873. 

Reale  Istituto  Lombardo  di  Scienze  e  Letlere,  Bendiconti^  a*  série,  vol.  XVI, 
p.  637,  691;  i883. 

(')  Vorlesungen  ûber  das  Pfajfiche  Problem  und  die  Théorie  der  partiel" 
len  Diffentialgleichungen  ers  ter  Ordnungj  1900. 

(')  Journal  de  Mathématiques,  5'  série,  t.  V,  p.  !\Xy\  11*99. 
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,  pn  et  nous  en  lirons 


(5) 


Z  =  ^(Xiy  Xi,  .  . . ,  Xmy  G|,  Cj,  .  . . ,  Ctn-im-hi), 

Ps  =  ^i{^u ! »  Cj«+j«+i), 

*m+/  =  ^/(^lï »  Ct/i-îm-f-i)» 

5  =  I,  2,  . . ., /i,        t  =  i,2,  ...,n  —  m. 


Formons  ensuite  le  système  aux  différentielles  totales  admet- 
tant les  équations  (5)  comme  solution.  Désignons  par 


Ajfc,    ^kvj    AJt 


ce  que  devient  le  déterminant  fonctionnel 

d¥x  d¥x 

àpt  àpt 

dFt  ^ 

àpt  dpx 


A  = 


à¥m     d¥„ 


àpx        àpt 


àpm 

àpm 

àpm 


lorsqu^on  y  remplace  les  éléments  de  la  /:**"*  colonne  par  les  dé- 
rivées correspondantes  des  fonctions  F|,  Fj,  . . .,  F^  prises  par 
rapport  aux  variables 

En  résolvant  les  équations  (3)  par  rapport  aux  dérivées 


dxi        àxt 


JJ. 

dx,n 


on  obtient  un  système  jacobien.  Les  équations  aux  diffère nti elles 
totales  qui  lui  correspondent  sont  précisément  celles  que  nous 
cherchons  : 


dx„ 


=2^-'"'- 


(6) 


*^-i:^. 


AJ-f-  \kpi 


dxfc, 


A  =  l 


dz 


m      /  n— m  \ 


V  =  1,-2, 


,  n  —  m,     I  =!,'>-, 


.,/i. 
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Comme  les  équations  (5)  idenlifieni  ce  système  (6),  nou3 
tirons  de  la  dernière  identité,  en  vertu  des  n  —  m  premières,  iin^ 
identité  nouvelle 


d.=^p,ds,+^p„^,da>„ 


Il  en  résulte  la  conséquence  importante  que,  si  l'on  parvient 
à  obtenir  des  équations  (5)  les  valeurs  z^  Pm^v  satisfaisant  aux 
conditions 

(7)  :):;r—  =A'/«-i-«'i     ^^  =  i»2 n  —  m, 

on  a  de  même  les  identités 

dïi=^*'        A-  =  i,3,...,m, 

car  les  variables  x^^  x^^  • .  •,  Xm  sont  indépendantes. 

Cela  étant,  pour  résoudre  le  problème  posé  nous  nous  appuie- 
rons sur  les  résultats  établis  dans  mon  Mémoire  cité.  Nous  y 
avons  démontré  que,  pour  satisfaire  aux  égalités  (7),  il  faut  et  il 
suffit  d'éliminer  n  —  m  constantes  arbitraires  de  la  première 
équation  (5),  en  vertu  des  n  —  m  dernières,  de  telle  manière  que 
les  fonctions 


"•=^--2 


/'/rt+l- 


dC 


i=l 


correspondant  aux  constantes  éliminées  soient  identiquement 
nulles.  Si,  de  plus,  les  fonctions  Uc  correspondant  à  toutes  les 
autres  constantes  C  ne  s'annulent  point,  alors  la  solution  obtenue 
est  une  intégrale  complète  du  système  (1). 

On  est  ainsi  ramené  à  l'élude  des  fonctions  U,  Ce  désignant  une 
constante  quelconque  parmi  Ci,  C2,  ...,  C2n_2»i+i.  H  va  sans 
dire  que,  dans  certains  cas,  la  forme  spéciale  des  équations  (5) 
nous  indique  elle-même  et  immédiatement  la  marche  des  élimi- 
nations à  faire  pour  calculer  une  des  intégrales  en  question.  Or 
nous  sommes  en  état  d'établir,  comme  dans  le  cas  particulier 
étudié  dans  mon  Mémoire  mentionné,  d'une  manière  analogue, 
un  théorème  démontrant  l'existence  d'une  série  de  constantes 
arbitraires  dont  Télimination  donne   toujours  le  résultat  requis. 
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Dans  ce  but  nous  allons  calculer  les  valeurs  des  dérivées  de  la 
fonction  Vc  par  rapport  à  ^i,  X2j  • . .,  Xm»  Il  est  aisé  de  mettre 
ces  dérivées  sous  la  forme  suivante 


(n  —  m 
dz  V 
àXM  "  2à 
i=l 
I  —  m 
V  ( ÈE!^    à^m-^i  _    àp^ 


dlJj  _  ^l    as         ^  <^J?m->-i\ 

àxk  "  àC\dxA       là  ^'^^^  ~âC'j 


m-hi    CX^^i 


Désignons  par  M^  le  mineur  du  déterminant  A  correspondant* 
au  signe  près,  à  son  élément  -r-^  9  de  sorte  que  Ton  a 

A=I  A=t  j 

Par  conséquent  en  substituant  les  valeurs  des  dérivées  | 

àx  àXm-^-i  àpm-*-i  I 

dXjt  ÔXfc  dX/e 

résultant  des  identités  (6),  nous  avons  I 

m  n  —m 

d\}c  _  àpk       »  Vma  V   /   ^^f*     àp,n^i  ^Fa     àx„t^i\ 


da/c         di!à       A  ^Hd        ^ad  \àpm-¥i      àC»  dXfu^i      àil 

h  =\        1  =  1 


A  = 1  1=1 

II  — m 


1—1 

Mais  comme  les  équations  (1)  sont  identifiées  par  les  valeurs  (5), 
on  a  encore  des  identités 

/  àFn     àxjn^  _^    dF^     àp^n^\  ^  yi  à?H  àpk  _^  àF k_  as  ^  ^ 


\dXm^i       dC  dpm-hl       dC    I        Jb^  dp  le     dC  di      dC 


)-i 


*=i 


pour  tous  les  indices  A  de  i  à  m  et  pour  chacune  des  constantes  C. 

Il  s'ensuit  donc 

dVc  _       ..    A^ 
dT,  ^'   A  • 
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Moyennant  les  conditions  d^involutîon  du  système  (i),  on  dé- 
montre aisément  que  Texpression 


i"^-^' 


devient  une  différentielle  exacte,  en  vertu  des  équations  (5).  En 
nommant  celte  différentielle  rfV,  on  obtient  par  une  quadrature 
la  formule  suivante 

(8)  Uc  =  U?e  -^v-     , 

U",  Vo  désignant  les  valeurs  initiales  des  fonctions  Uc,  V. 

La  démonstration  mentionnée  étant  un  peu  longue,  on  pour- 
rait transformer  le  proKlème  étudié  dans  un  autre  équivalent.  En 
effet,  par  rintroduction^  au  lieu  de  z,  d'une  nouvelle  fonction  cv 
définie  par  Tégalité 

w(;r,,  Xi,  ...,  a:«,  ^)=:o, 

les  équations  transformées  ne  dépendent  plus  explicitement  de  la 
fonction  w  elle-même.  Il  est  à  remarquer  de  plus  qu'en  substi- 
tuant dans  les  équations  en  involution  (i)  les  valeurs 

Çs  désignant  -r—  et  q  la  dérivée  -j-f  les  équations  obtenues  res- 
tent encore  en  involution,  car  on  a 

(Fi,F;,)  =  -i[F*,FA]', 

les  expressions  accentuées  représentant  les  résultats  de  notre 
substitution  effectuée  sur  les  fonctions  correspondantes  privées 
d'accent.  Nous  n'étudierons  que  des  fonctions  tv,  dont  la  dé- 
rivée q  admet  une  valeur  finie,  distincte  de  zéro.  Dans  ces  cas, 
les  conditions  d'involulion  du  système  (i)  entraînent  comme  con- 
séquence immédiate  l'involulion  du  système  transformé.  La  gé- 
néralité de  noire  problème  ne  serait  donc  pas  reslreinle,  si  nous 
admettions  dès  à  présent  que  les  éc|ualions  étudiées  ne  conlien- 
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nent  plus  la  fonction  inconnue  explicitement.  Or,  dans  ce  cas,  les 
coefficients  du  système  (6)  ne  contenant  plus  z,  ses  a/i  —  m  pre- 
mières équations  forment  un  nouveau  système  aux  différentielles 
totales,  indépendamment  de  la  dernière  équation  (6).  Quanta 
celle-là,  son  intégrale  s'obtient  par  une  quadrature,  dès  que  les 
an  —  m  premières  équations  (6)  sont  intégrées,  comme  c'est 
aussi  indiqué  dans  ma  Note  citée  des  Comptes  rendus.  Ce  point 

de  vue  admis,  les  dérivées  -r—^  sont  identiquement  nulles,  et  il 
viendra  la  formule 

que  Ton  pourrait  aussi  déduire  de  la  formule  (8),  en  y  posant  la 
différentielle  dV  égale  à  zéro. 

Pour  fixer  les  idées,  nous  bornerons  nos  considérations  à  un 
domaine  où  les  fonctions  F| ,  F2,  . . .,  F^ sont  holomorphes  rela- 
tivement à  toutes  les  variables  x,  z  et  p,  envisagées  comme  indé- 
pendantes. Dans  ces  conditions,  quelles  que  soient  les  équa- 
tions (1),  qu'elles  renferment  la  fonction  s  explicitement  ou  non, 
les  fonctions  Uc  s'annulent  ou  bien  diffèrent  de  zéro  en  même 
temps  que  leurs  valeurs  initiales  U".  Notre  problème  revient  donc 
à  examiner  ces  dernières  quantités. 

Introduisons  comme  constantes  arbitraires  les  valeurs  initiales 
a/,  biy  b  des  variables  correspondantes 

n  — m 

en  présentant  les  équations  (5)  sous  la  forme  nouvelle 

<         Z^'  =  7*  (^»» ,  Ô«-m), 

J  Xn^i  =  a),(arj,   ô«-«), 

\  5  =1,  a,  ..., /i,        »  =  i,  2,  ...,  n  — m. 

Evidemment  les  n  —  m  dernières  équations  sont  résolubles 
par  rapport  à  a^  02,  . . . ,  a«_w?  et  l'on  a  les  identités  suivantes  : 

Par  conséquent  le  résultat  de  l'élimination  des  constantes  «/  de 
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la première  équation  (9),  en  vertu  des  n  —  m  dernières,  est  une 
intégrale  complète  du  système  (i). 

Supposons  que  nous  ayons  les  équations  (9)  dans  Thypothèse 

b  =  ^'». 

Si,  dans  ce  cas,  les  n  —  m  dernières  équations  (9)  étaient  réso- 
lubles par  rapport  k  6|,  62,  ••.,  b„_m^  alors  leur  élimination 
de  la  première  équation  fournirait  de  même  une  des  intégrales 
complètes  en  question. 

Enfin,  soit 

i 

la  somme  étant  étendue  aux  indices  i  des  valeurs  6/  par  rapport 
auxquelles  les  n  —  m  dernières  équations  (9)  sont  résolubles.  On 
trouve  encore  une  des  intégrales  requises  dans  ce  cas,  en  éliminant 
de  la  première  équation  (9)  les  valeurs  indiquées  hi  et  les  a^^  cor- 
respondant à  [x^*,  définies  parles  n  —  m  dernières  équations (9). 

Nous  retrouvons  ainsi  les  intégrales  complètes  du  système  (i). 
Pour  établir  cette  méthode  nous  avons  considéré  une  certaine  so- 
lution particulière  (5)  ou  (9)  du  système  (6).  Nous  pourrions 
particulariser  encore  davantage  le  caractère  de  cette  intégrale, 
afin  d'en  tirer  des  solutions  du  système  (i)  satisfaisant  aux  condi- 
tions spéciales. 

Prenons,  par  exemple,  l'intégrale  (5)  sous  la  forme  suivante  : 

,     .      ,       Ps^^A^u ,/>X), 

\  xm^i  =  tt>/(ari , ,pl), 

5  =  1,  a,  ...,«,        t  =  1,2,  ...,/i  — /7i, 

et  supposons  de  plus  les  constantes  arbitraires  liées  par  n  —  m  + 1 
relations 

\        i  =  I,  2,  . . .,  n  —  m, 

en  désignant  par  0o  l'expression  de  la  fonction  0(^i ,  X2, . .  ,  .r,,) 
pour  les  valeurs  initiales  x\^  x\^  .  .  •,  xj|  de  ses  variables.  D'ail- 
leurs il  va  sans  dire  que  la  fonction  %  doit  jouir  de  la  propriété 

XXIX.  7 
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de  représenter  par  les  formules  (i  i)  les  valeurs  5®,  />J,^/  apparie- 
Dant  au  domaine  considéré.  Les  équations  (lo)  et  (i  i)  nous  don- 
nent 

0,)     I  '"='^i;'" •■ ■■''^: 

]  Xnt^i  =  a)/(a't, ^^Hh 


( 


5  =  I ,  'jî,  . , , ,  /i ,         i  =  1 , 1,  , . . ,  n  —  /w , 


par  l'élimination  des  s", />J,^^.  Évidemment  les  n  —  m  dernières 
équations  sont  résolubles  par  rapport  à  a:J,^,,  JJ^+j,  . . .,  x\^  car 
les  fonctions  (O/  deviennent  identiques  à  x^^^i  pour  les  valeurs  ini- 
tiales xj,  xj,  . . .,  xj,,  les  quantités  ^J,+/,  -5®,  />îi+t  étant  prises 
arbitrairement  dans  le  domaine  considéré.  Par  conséquent,  le  dé- 
terminant fonctionnel 


n  /  tOt ,  toi ,  . . . ,  (On-w  \ 


devient  égal  à  i  pour  les  valeurs  initiales  x\^  x\^  .  . .,  x^.  Enfin, 
toutes  les  fonctions 

sont  identiques  à  zéro,  en  vertu  des  relations  (i  i).  Donc  en  éli- 
minant ^J,+,,  ^Jj4.2)  •••}  x\  de  la  première  équation  (12),  en 
vertu  des  n  —  m  dernières,  on  obtient  une  solution  des  équa- 
tions (i). 

C'est  une  intégrale  de  Cauchy,  En  effet,  désignant  par 

ce  que  devient  la  fonction  6,  quand  on  y  substitue  les  valeurs  ini- 
tiales x\^  jcj,  . . . ,  xf„,  il  est  alors  évident  que,  pour  ces  dernières 

valeurs,    l'intégrale   obtenue  5,    ainsi   que   ses  dérivées  1 

,  -^^—t  •••>  r-^j  deviennent  relativement  éffales  à 

àx,n+t  dXn  ° 

et  à  ses  dérivées  premières  par  rapport  à  ^«4.1,  x^^n^  . . . ,  x^. 
On  pourrait  insister  sur  les  formules  (10),  en  leur  joignant  des 
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conditions  complémentaires  pour  généraliser,  sur  le  cas  qui  nous 
occupe,  les  considérations  de  Cauchy  (*),  en  évitant  cependant 
les  objections  auxquelles  est  sujette  sa  méthode,  objections  qui 
ont  conduit  à  l'introduction  des  notions  de  S.  Lie  sur  les  inté- 
grales des  équations  aux  dérivées  partielles.  Or  toutes  les  solu- 
tions que  Ton  pourrait  en  avoir  s'obtiennent  aussi  en  partant 
d\ine  intégrale  complète.  Cette  assertion  pourrait  être  évidem- 
ment admise,  a  priori,  d'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  mais  il  est 
aussi  aisé  de  la  démontrer  rigoureusement,  comme  l'avait  fait 
Jacobi  (^)  pour  une  équation  unique. 


SUR  UNE  MANIÈRE  DE  REPRÉSENTER  GÉOMÉTRIQUEMENT  UN  SYSTÈME 
DE  TROIS  VARIABLES  COMPLEXES; 

Par  M.  Léox  Automne. 


N  variables  complexes  sont  toujours  assimilables  aux  N  coor- 
données d'un  point  X  dans  un  espace  ,R,  à  N  dimensions  com- 
plexes. Comme  X  dépend  de  2N  paramètres  réels,  X  peut  être 
représenté,  dans  un  espace  réel  R  à  N  dimensions,  par  un  couple  S 
de  deux  points  x  et  x' .  ]l  est  loisible  d 'employer  dans  K  les  coor- 
données homogènes 

Xy,  y  =  1,  '2,  ...,      N-h  £ 

et  la  dualité. 

Une  variété  de  ^  à  m  dimensions  complexes,  fournie  par 
N  —  m  équations  entre  les  Xy,  est  représentée  dans  R  par  une 
variété  M2«,  de  00^'"  couples  E. 

Dans  la  présente  Note,  je  cherche  à  préciser  ces  théories,  dans 
le  cas  N  =  3,  011  R  est  l'espace  ordinaire  à  trois  dimensions. 
J'emploie  surtout  les  couples  S  où  le  point  x'  est  à  l'infini. 

Après  avoir,  dans  le  Chapitre  I,  introduit  les  couples,  je  con- 
struis, dans  le  Chapitre  H,  les  variétés  M»  et  Ma  qui  représentent 


(')  Exercices  d'Analyse  et  de  Physique  mathématique^  t.  II,  p.  238;  i8.'|i 
(')  Gesammelte  Werke,  Bd  V,  S.  397,  n»  4. 
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dans  R  le  plan  (et,  par  dualité,  le  point)  et  la  droite  de  l'espace 
imaginaire  ^. 

Dans  le  couple  S  des  deux  points  x  et  x\  je  distingue  le  sup- 
port, qui  est  la  droile  xx\  un  point  modulaire  Ç  et  trois  angles 
arguments  to,  çp  et  ^. 

Le  modulaire  Ç  et  les  arguments  co,  o  et  ^  s^introduisent 
d\ine  façon  projective  et  géométrique  (considération  d'un  certain 
s^rstème  de  quadriques,  autopolaires  par  rapport  au  tétraèdre  de 
référence),  qui  est  analogue  à  celle  du  module  et  de  Targument, 
pour  la  variable  imaginaire  unique. 

Après  avoir,  au  Chapitre  III,  établi  les  propriétés  du  modulaire 
et  des  arguments,  je  construis,  au  Chapitre  IV,  le  point  imagi- 
naire X,  ou  le  couple  S,  qui  admet  des  arguments  et  un  modu- 
laire donnés. 

On  a  à  considérer  des  intersections  de  complexes  et  de  con- 
gruences  de  droites,  ainsi  qu'une  certaine  surface  réglée  du  qua- 
trième degré. 

J'interprète  aussi  1res  simplement  la  substitution  linéaire  qua- 
ternaire canonique 

où  les  angles  B  sont  constants.  S  ne  modifie  pas  le  modulaire;  elle 
peut  être  envisagée  comme  une  généralisation  de  la  rotation  autour 
de  V origine  des  coordonnées,  rotation  qui  représente  la  substi- 
tution canonique 

\l        tei^\ 

pour  la  variable  complexe  unique  t  dans  la  conception  habituelle 
des  imaginaires. 

Dans  un  Travail  ultérieur,  j'espère  arriver  à  représenter  de 
même  la  S  générale  à  coefficients  complexes 


S  = 


Xy         2  \k  [ajk  -H  i  bjkj 


ajky  bjk  =  réels  ;        t  =  y/—  i  ;        y,  ^'  =  i ,  a,  3, 4. 

On  laisse  entièrement  de  côté  le  cas  N  =  a.  Le  lecteur  le  réta- 
blirait sans  peine.  Toutes  les  théories  subsistent  avec  de  très  no- 
tables simplifications. 
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il  ne  serait  pas  nou  plus  difficile  d'introduire  les  modulaires  et 
les  arguments  dans  le  cas  N  ;>  3. 

CHAPITRE  1. 

COORDONNÉES  HOMOGENES  COMPLEXES. 

1"  Soient,  dans  un  espace  réel  à  Irois  dimensions  R^ 

quatre  quantités  réelles,  coordonnées  homogènes  d'un  point  x, 
La  position  de  x  dans  R  dépend  seulement  des  quotients 

Xj  :  Xk        (X-  =  I,  2,  3,  4  ;  A:  ^y  ). 

Pour  déterminer  les  valeurs  absolues  des  jry,  on  prendra  quatre 
constantes  numériques  réelles  Cj  el  l'on  écrira 

Dès  lors,  si  x  a  ses  coordonnées  proportionnelles  à  quatre  quan- 
tités /y,  on  écrira 

2**    Pour  le  plan  c,  ^e/  ==  o,  la  règle  conduirait  à  atlribucr  à 

un  point  x^  de  e  des  coordonnées  infinies.  Aussi  e  se  nomme-l-il 
plan  de  U infini, 

J^agirai  un  peu  autrement.  Si  x\  situé  sur  e,  a  ses  coordon- 
nées Xj  proportionnelles  à  quatre  quantités  connues  tj^  j'écrirai, 
pour  fixer  la  valeur  absolue  des  x':^ 


"m' 


1 

d'où    ^j-7  = 


Les  xy  jouent  ainsi  un  rôle  analogue  à  celui  des  cosinus  direc- 
teurs dans  la  Géométrie  métrique  ordinaire. 

3"  Un  plan  //  de  R  aura  de  même  ses  quatre  coordonnées  ho- 
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mogènes  iij  liées  par  la  relation  ^0=2^7  "y  =  zl^"  =  '  •  ^^^  SJ 

/ 
seront  quatre  constantes  numériques  arbitraires.  Le  point  g^  de 

coordonnées  gj^  sera  le  point  de  l'infini.  Un  plan  u!  passant  par  g 
aura  encore  la  valeur  absolue  de  ses  coordonnées  ii'j  donnée  par 

la  condition^  ^^-  =^  i . 

4**  Considérons  maintenant  quatre    quantités   complexes  Xy, 

liées  par  la  relation  Xo=:  ^ gX  r=  i ,  les  ey  étant  les  mêmes  qu'au  1". 

Je  dirai  que  les  Xy  sont  les  coordonnées  homogènes  d'un  point 
imaginaire  \,  dans  un  espace  imaginaire  Si.^  k  trois  dimensions 
imaginaires  ou  à  six  dimensions  réelles. 

Posons  Xy=  Çy-h  i'fij,  i=  \^ —  i .  On  aura,  par  hypothèse, 

I  =  Xo  =  $0 -+- *  *)o»         d'où        Ço  =  ',  730=0. 

Ainsi,  les  çy  sont  les  coordonnées  xj  d'un  point  x  de  l'espace  l\  ; 
dans  le  même  espace  R,  les  7|y  sont  proportionnelles  aux  coor- 
données x'j  d'un  point  x'  situé  dans  le  plan  de  l'infini  e  (2").  On 
écrira  donc  r|y=  nx'j  et  Xy=  xj~\-  ivx'j. 

Les  six  paramètres  dont  dépend  le  point  irtiaginaire  X  sont  : 

Les  quatre  quantités  xy,  liées  par  Vex=  1  et  équivalentes  à 
trois  paramètres; 

Les  quatre  quantités  Xj  liées  par  les  deux  relations 

et  équivalentes  à  deux  paramètres; 
Le  paramètre  o*. 

La  droite  xx'  ou  D  se  nommera  le  support  du  point  imagi- 
naire X. 

5°  Les  six  coordonnées  homogènes  de  D  sont  les  six  détermi- 
nants (xx')jff^=  ^j^'k  —  ^k3Cj.  Le  point  X  dépend  seulement  des 
rapports 

X  j  ^J-^  *  ^  J^j  TjX/,-h  7' x'j  X'f.-^r  i<j{xx'  )Kf 

^A        Xf,  -f-  i^x\.  xl  -f-  i^œ'^} 
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On  écrira  souvent  aussi  (Jk)  pour  la  coordonnée  {xx')jk  du 
support. 

On  peut  dire  aussi  que  les  six  paramètres  réels  donl  dépend  X 
sont  : 

Les  quatre  paramètres  qui  définissent  le  support  D; 
Un  paramètre  qui  définit  la  position  de  x  sur  D; 
Le  paramètre  o*. 

La  figure  de  l'espace  réel  R  définie  par  D,  x^  x\  a  se  nommera 
le  couple  S,  qui  représente,  dans  l'espace  réel  R,  le  point  X  de 
l'espace  imaginaire  ^, 

6**  Si  un  point  y  est  sur  D,  on  ^  yj=:.  Xj'\-\x'j  et  Ton  dira 
que  X  est  la  distance  du  pointy  au  point  x.  Si  le  paramètre  réelX 
prend  la  valeur  complexe  lo-,  y  est  précisément  X.  On  pourra 
dire  que  <r  est  le  quotient  par  i  de  la  distance  deX  à  x.  Cela 
donne  la  signification  géométrique  de  a.  Je  nommerai  <t  diamètre 
du  couple  S.  Les  couples  de  diamètre  nul  représentent  des 
points  X  dégénérés  en  points  réels;  il  en  est  de  même  pour  les 
couples  dont  le  support  D  est  indéterminé,  x  étant  venu  en  x', 

1^  Pareillement,  un  plan  imaginaire  U  de  l'espace  Si  aura  pour 
coordonnées  les  quatre  quantités  (3°) 

Uy  =  My  H-  tT  Wy  ;  Wq  =  M  "o  =  ^  w'*—  I  =  O 

et  sera  représenté  par  le  couple  H  de  l'espace  réelR,  figure  définie 
par  les  deux  plans  u  et  a',  par  leur  intersection  {support  du 
couple)  et  par  le  diamètre  t. 

8^  En  général,  les  raisonnements  géométriques  dans  l'espace  A 
ne  fourniront  pas  les  coordonnées  Xy  ou  le  point  X,  mais  seule- 
ment quatre  quantités  Çy-f-  ifij  proportionnelles  aux  Xy.  Comment 
construirons-nous  le  couple  E? 

On  posera  pXy=  $y4-  ir^jy  d'où  p  =  ÇoH-  '^^05 


Xy  = 


"^="ii^rït-'     '"^--^-ïï 
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Les  poials  y  et  5,  dont  les  coordonnées  sont  $y$i*  et  '-^.yT,**,  sont 
sur  le  support  D. 

9**  Prenons  sur  une  droite  quelconque  D'  de  l'espace  R  deux 
points  quelconques  y  et  z.  Quel  sera  le  point  X  dont  les  coor- 
données sont  proportionnelles  à  jy-h  iz] ? 

11  suffil,  dans  le  calcul  du  fc®,  de  faire  Ç„=:rjo=i?  5y=J^0t 
7iy=  5y.  Il  viendra 

Ainsi  X  est  aussi  représenté  par  deux  points  y  et  z  de  l'es- 
pace R,  ce  qui  équivaut  encore  à  six  paramètres. 

Nous  pourrons  parler  de  couples  zy  dont  aucun  point  n'est  sur 
le  plan  de  l'infini  e,  La  droite  qui  joint  les  deux  points  du  couple 
en  est  le  support. 

Les  formules  (i)  donnent  aussi 

Zj  =z  Xj-r-Qx'j,  y j  =  Xj  —QX'j, 

Sur  le  support,  les  deux  points  y  el  z  sont  harmoniquemenl 
placés  par  rapport  à  :r  et  à  j/,  les  deux  points  du  couple  S.  En 
adribuant  au  mot  distance  le  sens  expliqué  au  6",  on  peut  dire 
que  X  est  le  milieu  du  segment  yz  et  que  le  diamètre  o*  du 
couple  £  est  la  demi-longueur  du  segment j^>5. 

10®  En  résumé,  on  représente  tous  les  points  X  de  l'espace^, 
en  réunissant  deux  à  deux  dans  un  même  couple  les  divers  points 
de  l'espace  R.  Si  les  deux  points  d'un  même  couple  coïncident, 
\  dégénère  en  un  point  réel,  le  support  devenant  indéterminé. 

\\°  La  formule 

du  9®  permet  de  faire  entrer  le  facteur  o-  dans  Xj.  Dorénavant,  le 
couple  y  z  étant  connu,  j'écrirai  simplement 

011  les   valeurs   absolues  des   x":  ne  seront  plus  définies  par  la 
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règle  Vx'-=  I  donnée  au  2°,  mais  par  la  formule  (i)  ci^dessus. 

Far  contre,  pour  déterminer  complètement  les  couples,  ft 
faudra  donner  non  seulement  la  position  de  ai  sur  le  plan  de  Tin- 
fini,  mais  encore  la  valeur  absolue  des  Xj. 

Dans  la  formule  (i)  ci-dessus,  le  segment y>3  a 

Ipour  demi-longueur,  le  diamètre  7  du  couple  S, 
pour  cosinus  directeurs,  les  x*j^ 
pour  composantes,  les  diiïérences  ^j  —  yj^ 

en  empruntant  le  langage  de  la  Géométrie  métrique  et  ordinaire. 
Écrire 

\j  =  Xj-¥-  ix'j         au  lieu  de        \j  =  xj -+-  laj-y , 

c'est  représenter  par  Xjiïon  plus  le  cosinus  directeur,  mais  la  com- 
posante du  demi-segment^2. 

12®  Pareillement,  le  plan  imaginaire  U  aura  pour  coordonnées 

\lj~  iij~\-iujy 

à  condition  de  connaître  non  seulement  la  position  du  plan  u' 
autour  du  point  ^  de  Tinfini  (3°),  mais  encore  les  valeurs  abso- 
lues des  lij. 

CHAPITRE  II. 

PLAN,    POINT,    DROITE  COMPLEXES. 

13**  Le  point  imaginaire  X  de  Tespace  dl  dépend  de  trois  para- 
mètres complexes  ou  de  six  paramètres  réels,  qui  sont  ceux  du 
couple  représentatif  a  dans  Tespace  réel  R.  L'équation 

F(X)  =  Fi\,...,\0-o 

d'une  surface  S  dans  A  équivaut  donc  pour  £  à  deux  relations. 
S  est  représentée  dans  R  par  une  multiplicité  de  oo*  couples  M4. 
La  courbe  ï 

F^\)=:   F,(\)   =0 

de  A  est  représentée  dans  R  par  une  multiplicilé  Ma  de  ao*  couples. 
Enfin,  les  trois  équations  Fi  \  )  =  F,  (  \)  ^  FjfX)  ::^- o  four- 
nissent, en  général,  un  nombre  fini  de  couples. 
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Je  vais  construire  M4  6t  M2  lorsque  la  figure  de  A  esl  : 

un  plan  U 

F(X)  «^UyXy  =  o,       Uy  »con»t.; 

un  point  X 

♦  (U)=2^y^>»       Xy=const.; 

une  droite,  intersection  de  deux  plans  U  et  V  donnés,  ou  jonction 
des  deux  points  X  et  Y  donnés. 

14*  Soient  donc  un  plan  U,  de  coordonnées 

Uy=Wy-4-tM}, 

donné  et  un  point  variable  X,  de  coordonnées  Xj=  J"y+  iJCj-  H 
faut  exprimer  que  X  est  sur  U,  autrement  dit  que  y]DX  =  0.  Il 
vient 

et 

(i)  ^Mar=^a':r',  7  g' a?  -h  y^ ux'  =0. 

11  s'agit  d'interpréter  géométriquement  ces  relations. 

15°  Nommons  A  la  droite  réelle  de  l'espace  R  intersection  des 
deux  plans  réels  donnés  u  et  {/'.  Le  plan  mobile  i£  +  |xu',  de 
coordonnées  i/y-f-  p^'/y)  tournant,  pour  p.  variable,  autour  de  A, 
découpe  sur  le  support  D  de  X  une  suite  projective  de  points 
X  -\-\x',  de  coordonnées  Xj-^\xj. 

On  aura  [x  =  4^(X)  =  —^ — ^;  les  coefficients  a,  6,  c,  d  sont 
faciles  à  obtenir,  il  vient 

d'où 


|A  = 


^^,/^'^^„'.r 
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et 

Le  délerminant  ad  —  bc  de  la  substitution  linéaire  fraction- 
naire ^est 

{xx*)jk=  xjx^—  Xkx'j,  . . .,        j\k  =  iy  2,  3,  4,         j  ^  A'. 

ad  —  bc  est  le  moment  mutuel  des  deux  droites  D  et  A.  Nous  ad- 
mettrons que  ce  moment  est  ^é  o. 

16**  Les  relations  (i)  du  H^  s'écrivent 
(2)  b -{- c  =  a  —  û?=o 

et  expriment  que  «  =  ^(i),  —  «=  •C( —  0* 

L'équation  fondamentale  quadratique  relative  à  la  substitution  4^ 
a  pour  racines  i  et  —  i.  Cela  est  conforme  au  15*^,  puisque  le 
plan  U,  c'est-à-dire  u-^-iu'^  découpe  sur  le  support  D  précisé- 
ment le  point  X,  ou  ^  -h  ix' . 

Il  viendra,  sous  le  bénéfice  des  (2), 


Posons 
On  a 


--X- 
a 


-=  tango,        X  =  tangA.        [ji  =  tangM. 


m*        tangA -4- tango        ^       /i    .  ûx 

tangM  = 5 »      =  lang(  A  -4-  6  ), 

^  I  — tangA  langB  ^^ 

M  —  A  =  0. 


Ldijig,  I,  où  l'on  a  supposé  la  droite  A  perpendiculaire  au  plan 
du  papier  et  les  plans,  passant  par  A,  vus  par  la  tranche,  donne  la 
disposition  des  divers  plans  U'\-^u^  et  points  x  ^^x'  remar- 
quables. 

Cette  figure  résout  les  problèmes  relatifs  à  la  construction  d'un 
couple  S,  situé  sur  la  multiplicité  M4,  qui  représente  le  plan  com- 
plexe U. 
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IT**  Construire  S  connaissant  x\  —  x^  est  sur  le  plan 


cl 


u  -h  fi'tang  (---+-  ®) 
\^x'    M-+- a'ungf  - -+- 6j  I  =  o,        taiigO  = 


2"'-' 


L'angle  Q  est  connu  dès  qu'on  possède,  non  pas  même  les  coor- 

Fig.  I. 


données  absolues  de  x',  mais  la  position  de  x^  sur  le  plan  e  de  Tin- 
fini.  Connaissant  0,  on  aura  le  plan  u  +  i/' tangO  et  x  sera  quel- 
conque dans  ce  plan.  Les  oo^  points  x!  de  e,  combinés  aux 
00^  points  du  plan  {/  +  '/tangQ,  fournissent  les  oo*  couples  S 
de  ]Vf4. 

Construire  H  connaissant  x,  —  On  obtient  immédiatement, 
combinant  x  avec  A,  le  plan  u  +  u'  tangO  et  l'angle  0,  ainsi  que  le 

plan  f/  +  u'tangf-  +0)*  Ce  dernier  plan  coupe  e  suivant  une 

droite  j?'  sur  laquelle  x'  est  quelconque.  Les  oc*  points  x  de  l'es- 
pace R  et  les  00  points  ^^de  la  droite  x'  fournissent  les  oc^  couples  S. 
x'  une  fois  choisi  sur  x' y  on  déterminera  les  valeurs  absolues  des  Xj 
par  la  relation  yj=  Xj-{-Xxj=  xj — Xj  tangO^  qui  exprime  que 
le  point  j^  est  sur  le  plan  i/.  D'ailleurs  jk  est  donné  par  l'intersec- 
tion de  u  avec  le  support. 

Construire  £  connaissant  le  support  D.  —  D  perc(*  le  plan  e  de 
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l'îiifinî  en  x' ,  On  obtiendra  0,  x  comme  au  premier  problème 
sans  avoir  besoin  de  connaître  les  valeurs  absolues  des  x':.  Ces 
dernières  s'obtiendront,  grâce  au  point ^',  comme  au  second  pro- 
blème. Les  oc^  droites  de  Tespace  R  sont  les  supports  des 
oo*  couples  £  de  M|. 

18"  On  construira  par  des  procédés  analogues  (dualité)  les 
oo^  couples  H  qui  représentent  les  oo^  plans  complexes  U  qui 
passent  par  un  point  X  donné. 

19"  Passons  maintenant  à  la  multiplicité  iVl2  de  R,  lieu  des 
oc^  couples  S,  qui  représentent  les  oo  points  X  de  la  droite  inter- 
section des  deux  plans  U,  ou  u  H-  iu'y  et  V,  ou  r  -h  iV. 

Nommons  A|  et  A3  les  deux  droites  intersections  de  //  avec  i/' 

ou  de  V  avec  p';  on  pose  u{t)  =2a^J^J^  ^^^•' 
tj  =  coordonnée  courante. 

Les  points  x  -^Xx'  du  support D  déterminent,  avec  A|  et  A2  res- 
pectivement, les  faisceaux  projectifs  des  plans  mobiles  11+^-^^' 

el  V  -\-  yç'.  Si  Ton  pose 

X  =  tang.V,         fJi=tangM,         v  =  tangN, 
on  aura  (16") 

M  — A  =  e,         N  — A  =  o,         M  — N=0--o, 
OÙ  les  angles  0  et  ^  ne  dépendent  plus  de  A.  Or  on  a 

UngM  =  ,.  =  -jA_l,         ungN=v=-^,^/^, 

/  étant  le  point  courant  sur  le  support.  Ensuite 

.'  /A         V  /»t       *.Tv        tangM  — tangN         PC/) 

K  =  tang(e  — 0)  =  tang(M  —  N)  ==  ^ j^ ^,  =  ^r-Tv 

^^         >'  ^^  f       I-+- tangM  tangN       Q(/) 

u'{t)  "^  v'(t)       v(t)u'(t)  —  u(t)v'(t) 


^^  u(tX  ç(n     u{t)i>(t)-hu'(ni^'(t) 


Un   point  quelconque  t  du  support  D  est  sur  la  quadrique   5, 
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V{t)  —  KQ(<)  =  o,  mobile  avec  K  du  faisceau  S.  D  est  une  géné- 
ratrice de  5. 

20°  s  passe  par  quatre  droites  fixes  :  A|,  As,  et,  algébrique- 
ment  parlant, 

u' —  iu  =  v' —  iV  =  o,        u'-h  iu  =  v'-\-  iv  =  o. 

Cette  condition  détermine  le  faisceau  S,  car  elle  définit  une  qua- 
drique  5,  précisément  au  paramètre  K  =  lang(8  —  ç)  près.  Les 
ao  génératrices  de  chacune  des  oo  quadriques  s  constituent  une 
congruence  C.  En  vertu  de  ce  qui  précède  :  sont  situés  sur  la 
congruence  (5,  les  oo^  supports  D  des  couples  S  de  la  multipli- 
cité Ma. 

21®  Nommons  sur  5  : 

premier  système  de  génératrices,  celui  auquel  appartiennent  A| 

et  Aj; 
second  S3rstème,  celui  des  génératrices  qui  rencontrent  Ai  et  A^. 

Les  supports  D  appartiendront  au  premier  système. 

Cela  permet  de  construire  les  supports  D  :  prenons  un  point 
quelconque  ^  de  R;  par  z  passe  une  quadrique  Sz^  de  S,  qui  se 
trouve  ainsi  connue;  D  est  la  génératrice  du  premier  système, 
issue  de  z  sur  Sz, 

22^  Les  considérations  précédentes  permettent  de  construire 
les  oo"  couples  S  de  Mj. 

Les  supports  s'obtiennent  comme  il  vient  d'être  expliqué.. 

Un  support  D,  pris  comme  il  convient,  sur  la  congruence  Ç, 
perce  le  plan  e  de  Tinfini  en  un  point  x\  dont  se  trouve  connue 
la  position  sure,  mais  non  les  coordonnées  absolues. 

La  construction  de  x  s'achèvera,  au  moyen  de  la  droite  A| 
ou  A2,  comme  au  premier  problème  du  17".  D  perce  le  plan  u  par 
exemple  en  un  point  ^,  qui  se  trouve  ainsi  connu.  Eu  égard  à  Zy 
on  déterminera  comme  au  deuxième  problème  du  17°  les  valeurs 
absolues  des  x'j.  S  sera  ainsi  complètement  construit. 

23°  Exprimons,  comme  au  14°,  que  le  point  X,  ou  x  -\-  ix\  est 
situé  sur  chacun  des  deux  plans  U,  ou  u  -h  ///',  et  V,  ou  i*  +  iV. 
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On 


aura 


o  =\^ttar — \^M'ar'  =  \^*'a:-f-\  mot', 

Éliminons  les  x'j  entre  ces  quatre  relations  et  une  cinquième 

qui  exprime  que  x'  est  sur  le  plan  de  Pinfini. 
On  aura 


"i 

W'j 

Wj 

"i       - 

.^"^ 

Wj 

"i 

Wj 

w* 

2«-' 

^'l 

v'. 

«'i 

^^4        - 

-2«. 

t^l 

t'I 

t'3 

t\ 

!'■' 

«1 

Cl 

^» 

«Î4 

0 

Quand  x'  parcouru  e,  x  est  situé  sur  un  plan  P  dont  l'équation 
vient  d*étre  écrite. 

P  ne  dépend  que  des  cinq  plans  u,  a',  i',  i'',  e. 

CHAPITRE  III. 

MODULAIRE  ET  ARGUMENTS. 

*H^  Sur  le  support  D,  lieu  des  points  x  +  \x^f  poar  X  variable, 
Féquation  obtenue  en  annulant  un  polynôme  /Çi^),  de  degré  q, 
fournit  q  points  réels  ou  imaginaires.  Si,  pour  rj  =  2^  on  prend 
/(k)  =  X*H-  I,  on  a  les  deux  points  x  •+-  «V  et  :r  —  ix\  c'est-à- 
dire  X  et  son  conjugué  X^'^  Si,  dans  l'équation  Ao, 

A,X*-4-2AjX  -H  Ajîso, 

on  a  A|-f- A3=:  o,  c'est  que  (en  vertu  de  théories  classiques  sur 
les  formes  quadratiques  binaires)  /es  deux  points  fournis  par  X 
sont  harmoniquement  placés  par  rapport  à  X  et  X^*^ 
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Je  dirai,  pour  abréger,  que  les  deux  points  fournis  par  «^  sont 
symétriques  et  qu^une  quadrique  qui  passe  par  ces  deux  points 
coupe  symétriquement  le  support  D. 

25"  Considérons  le  système  OIL  des  oo'  quadriques  M 

o=^(x/*:        |jiy=  paramètre;        /y  =  coordonnée  courante. 

OK  sera,  par  rapport  au  tétraèdre  de  référence  6,  autopolaire; 
autrement  dit,  chaque  quadrique  M  aura  pour  pôle  et  plan  po- 
laire correspondants  un  sommet  et  la  face  opposée  de  S.  Cetle 
propriété  suffit  pour  définir  le  système  OU. 

Je  désignerai  par  M^  une  quadrique  M  qui  passe  par  le  point  a 
de  l'espace.  11  y  aura  oo-  quadriques  M^,  et  oo  quadriques  Mai 
qui  passent  aussi  par  le  point  b. 

Les  oo  quadriques  M^^  passent  par  une  même  biquadratique 
gauche  Oaby  dont  les  équations  seront 

ou,  plus  simplement, 

/j  =  aj-h  pôy,         p  =  paramétre  variable. 

Enfin,  il  y  aura  une  seule  quadrique  M^^^,  sauf  situation  parti- 
culière des  trois  points  «,  fr  et  c. 

Il  y  aura  oc^  (autant  que  de  droites  dans  Tespace)  biquadra- 
tiques  G,  puisque,  pour  l'j=:yj^  chacune  des  quadriques  M,  dont 
il  y  a  oo'  en  tout,  devient  un  plan. 

Enfin,  une  quadrique  M  sera  complètement  déterminée  par  la 
condition  d'admettre  pour  génératrice  une  droite  donnée  (Q  de 
Tespace. 

Si  (D  est  la  droite  des  deux  points />  et  q,  l'équation  en  a- 

2fA(/?-i-Œ<7)«=0 

doit  être  une  identité  et  les  |x  sont  déterminés  par  les  relations 
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26"  Soit  inainleiiant  une  clroile  D,  support  d\in  couple  S  et 
lîeu,  pour  X  variable,  du  point  x  -f-  \x>  Une  quadrique  M  coupe  D 
en  deux  points  donnés  par  Tëquation  X 

Pour  que  M  coupe  D  symétriquement  au  sens  du  24®,  il  faut 
et  il  suffit  que 

Si  l'on  désigne  par  ij  la  racine  carrée  positive  de  ^y  4-^/,  on 
voit  que  : 

Toutes  les  quadriques  M,  qui  coupent  D  symétriquement, 
passent  par  un  point  Ç,  dont  les  coordonnées  X^j  sont  proportion- 
nelles aux  Zj. 

Les  Zj  seront  les  modules  du  couple  S  et  s  en  sera  le  (point) 
modulaire. 

Les  modules  et  le  modulaire  qui  viennent  d'être  introduits  sont 
relatifs  au  tétraèdre  de  référence.  Mais  les  définitions  sont  pure- 
ment géométriques  et  l'on  peut  parler  des  modules  et  du  modu- 
laire d'un  couple  S,  par  rapport  à  un  tétraèdre  quelconque, 

27**  Parmi  les  diverses  quadriques  M  qui  coupent  sjmélrique- 
ment  le  support  D  du  couple  S,  figure  celle  pour  laquelle  D  est 
génératrice.  Pour  celle-là,  Téquation  ..l>  du  26**  est  une  identité; 
on  a 

et  la  condition  de  symétrie 

est  satisfaite. 

Ainsi,  la  quadrique  M,  dont  D  est  génératrice,  passe  par  le 
modulaire  2^. 

Supposons,  au  contraire,  le  modulaire  s  donné.  D  sera  une  gé- 
nératrice d'une  certaine  quadrique  Mç  (2tV).  Il  y  a  oo*^  qua- 
XXIX.  8 
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di'iqucs  Mç  el,  sur  cliacune,  oo  génératrices.  Ces  oo*  génératrices 
formeront  un  complexe  ®,  qui  sera  connu  dès  que  ^  le  sera. 
Il  importe  d'étudier  ce  complexe  ®  d'un  peu  plus  près. 

28"  Reprenons  les  biquadratiques  Gab^  dont  il  y  a  oc*,  du  2o". 
H  y  aura  oo*  biquadratiques  G;  passant  par  2^  et  chacune  compor- 
tera 00*-*  cordes.  Je  dis  que  ces  diverses  cordes  sont  précisément 
tes  droites  du  complexe  ®. 

Prenons  sur  ®  une  droite  D,  génératrice  d'une  certaine  qua- 
driquc  Mo,  laquelle  passe  par  2^.  Une  autre  quadrique  M;;  est 
percée  par  D  en  deux  points  a  et  6,  qui  sont  sur  la  courbe  Gj^abj 
intersection  de  M0  avec  M;;.  D  est  donc  une  corde  d'une  certaine 
courbe  Gç,  au  moins. 

Réciproquement,  considérons  une  courbe  Gj^ab  et  une  corde  D' 
ou  ab  de  ladite  biquadratique.  Le  système  OXL  des  quadriques  M 
contient  un  faisceau  de  00  quadriques,  toutes  passant  par  G^^^^. 
Soit  M  la  quadrique  mobile  du  faisceau.  Achevons  de  fixer  M  en 
la  faisant  passer  par  un  troisième  point  c  de  D'.  M,  qui  passe  déjà 
par  JJ,  passera  par  a,  b  et  c,  c'est-à-dire  admettra  D'  pour  généra- 
trice. La  corde  D'est  sur  le  complexe  ©. 

Prenons  un  point  quelconque  y  de  l'espace.  Les  deux  points  j^ 
el  s  définissent  une  courbe  G.  Un  plan  quelconque  Y  passant 
par  j^  coupe  G  en  quatre  points  y,y'^y'^y"j  il  ^  a  dans  le  plan 
sécant  trois  cordes 

issues  de  y.  Ainsi,  les  cordes  de  G  issues  de  y  sont  les  arêtes 
d'un  cône  du  troisième  degré.  Donc,  le  complexe  ®  est  du 
degré  trois  au  moins.  On  construira  plus  loin  (30®)  l'équation 
de  ©  et  l'on  verra  que  le  complexe  est  efiectivement  du  degré 
trois. 

29"  Sur  le  support  D,  lieu  des  points  ^  +  ).a/,  cherchons  le 
point  qui  est  sur  la  face  tj=  o  du  tétraèdre  Ç  de  référence.  On 
aura 

o  =  Xj-h'kxj^  X=— COtay=  — r^  > 

ce  qui  donne  l'angle  ay;  il  vient 


smay        cosay 
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mais  5j  =  jrj  -H  j-}*  (î26"),  donc 

Xj  =  5y  COS  Xy,  :r}  =  5y  SI 0  «y. 

Les  angles  a  sont,  bien  entendu,  tels  que 

I  =^ea7  =^c^  cosa,         o  =^^  ex'  =z^  ez  sina. 
La  coordonnée-points  homogène 


(y^-)  = 


Ty      Xk 
X'j      x\. 


(j,  /  =  I,ÎX,  3,  \\jj6k) 


du  support  j?x'  ou  D,  est  ainsi 


cosay    cosa^ 
{jk)^zjzk)  \    .  \  =  ZjZk^\n{%k'-^j)' 

\  sinay     sinajt  | 

On  peut  aussi  dire  que  les  (yA)  sont  proportionnelles  aux 
ÇyJ^jfrsin(aA  —  ay),  les  !Jy  étant  les  coordonnées  du  modulaire  2^ 
(26«). 

Les  six  différences  a^  —  a^  sont  exprimables  au  mojen  de  trois 
angles  seulement  o),  ij  et  <p,  qui  seront  les  trois  arguments  du 
couple  S.  Les  angles  ay  ne  figurent  que  par  leurs  difl^érences  et  ne 
sont  déterminés,  pour  D  donnée^  qu'à  une  constante  additive 
commune  près. 

Les  trois  arguments  co,  o  et  'l  peuvent  être  choisis  de  diverses 

façons.  J'écrirai 

«1  -H  ai  —  «3  —  «v  —  ît  w. 

[    «1  —  «t  =  aÇ,  «3—  «fc  =  ^^, 

d'où 

«j — a,  =      (i>  —  o  —  ^]/,         «1  —  «4  =  o) -H  9 -h  ^J'» 

«3 — «1  = — tu  —  ? -*- ^^  *î — av  =  ci>  —  <?-i-4'' 

30''  On  est  maintenant  à  même  d'obtenir  l'équation  du  com- 
plexe ®  en  coordonnées  courantes  {jk). 

Cherchons  les  coefficients  [xy  de  la  quadrique  M  qui  passe  par 
le  modulaire  s  ^^  admet  xx'  ou  D  pour  génératrice.  On  a,  pour 
M,  en  coordonnées  courantes  ^y,  S|jl^-  =  o,  et  Téquation  en  ).. 
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est    une    identilé;    d*oii,    sous    le    bénélice    de    xjz=zjcos%j. 


Xj  =  ZySina/, 


o  =  ^  [kz*  co$* a  =  ^  |JL  «*  cos a  sin  a  =  ^  (a «•  sin* a. 

Les  uy  sont  proportionnels  aux  dëlermînants  de  la  matrice 

.sf  cos*  «1  ^J  cos*  Si 

«Jcosaisinsi     zjcosxisinai     ... 
.sfsin*a|  ^{  sin' a^ 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  proportionnels  aux  quatre  détermi- 
nants de  la  matrice 


^î 


^l 


Z]cOS20Li      2 J  cos 2 «2       .. 

^1  sin  aai    ^|  sin  soci 

Si  p  est  un  facteur  de  propoiiionnalilé,  on  a,  par  un  calcul 
facile, 

p|j.,^}  =  8ina(aj —  «j)  -4-  sina(a) —  «t)^  sîn2(afc  —  «j), 

—  p[itz]  =  sin  a  («j—  314)  -h  sinr3t(x4  —  oli)-+-  sina(2t  —  xj  1, 
pjji.,^}  =  sin'i(a4—  «1)4-  sin 2 (ai —  ai)  -4- sin 2 («j—  «4), 

—  pfX4«J  =  sin2(X|  —  «t)  H-  5in2(ai —  «3)  -+-  sin2(ss  —  Si). 

Une  formule  bien  connue  de  Trigonométrie  élémentaire  permet 
de  transformer  les  seconds  membres.  Modifiant  o,  on  aura 


)  PKi«î  = 


[23] [34] 14^] 
[34]I4iI[i3] 
[4i][ia][24] 

-[I2]l23][3l] 


[jk]  =  sin(ay  —  «a). 


Mais  on  a  vu  (i9^)  que  les  coordonnées  (/A*)  de  droites  sont 
proportionnelles  à  zjSk  sin(aLk — ay),  c'est-à-dire  à  5y3it[yXr].  II 
viendra  finalement,  modifiant  encore  p, 

Pin=  (23)(34)(4î). 
Pfit=-(34)(4i)(i3). 
Pli,=  (4i)(i2i)(24), 
p.a4=— (i2U^3)(  3i), 
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Tels  sont  les  coefficients  |jl  de  la  qiiadrîqtie  M  qui  admet  pour 
génératrice  la  droite  D,  qui  a  les  (jk)  pour  coordonnées-points. 
Exprimons  que  M  passe  par  le  modulaire  ^,  il  viendra  finalement 
Féquation  du  complexe  ®  afl'érent  à  Ç,  sgvoir 

*  =  ;}(^3)(34)(4'A)-;|(34)(4i)(i3)-h...  =  o. 

31**  ^  est,  par  rapport  aux  coordonnées-points  courantes  (yAr^ 
un  polynôme  cubique.  Soient  y  un  point  quelconque  de  l'es- 
pace, Y  un  plan  quelconque  passant  par  j>'.  Il  y  aura  trois  droites 
du  complexe  ®,  issues  de  y^  dans  Y.  Rapprochant  ce  résultat 
du  28",  in  fine^  on  a  la  proposition  suivante  :  Les  droites  du 
complexe  ©,  issues  de  y  y  sont  les  cordes  menées  dey  aux  diffe^ 
rents  points  de  la  biquadratique  gauche  Gçj. 

32°  Les  explications  précédentes  permettent  de  construire  îm* 
médiatement  les  modules  Zj  et  le  modulaire  Ç  d'un  couple  S 
donné. 

Passons  aux  problèmes  inverses,  relatifs  à  la  construction  des 
couples  H(;  de  modulaire  ^  donné.  Il  y  a  oc'  couples  Sj;. 

Problème  I.  —  Construire  Sç  connaissant  x. 

Le  plan  e  de  Tinfiui  coupe  la  biquadratique  G;;^  en  quatre 
points  dont  chacun  peut  servir  de  x' .  La  valeur  absolue  des  x]  ré- 
sulte des  relations  x^j  +  xj  =  2 '  =  t^J^'  d'où  l'on  tire  le  facteur 
inconnu  de  proportionnalité  t  et  les  x'j . 

Problême  IL  —  Construire  Sr  connaissant  la  position  du 
point  x!  dans  le  plan  de  V infini. 

Tous  les  ûo  points  de  la  biquadratique  Gçx'  peuvent  servir  de  jr. 
Une  fois  x  choisi,  les  valeurs  absolues  de  x)  se  déterminent  comme 
plus  haut. 

Problème  IIL  —  Construire  S;  connaissant  le  support  D, 
choisi  évidemment  sur  le  complexe  &. 

D  perce  le  plan  de  Tinfini  en  ^';  D  est  une  corde  de  Gçjr ,  et 
rencontre  encore  la  courbe  en  :r.  Les  x)  se  déterminent  en  vah-ur 
absolue  comme  au  problème  1. 
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CHAPITRE  IV. 

CONSTRUCTION   0*UN   POINT   IMAGINAIRE   A  ARGUMENTS    ET    MODULAIRE  DONNÉS. 

33^  Considérons  un  couple  S,  de  modulaire  ^  et  d'argu- 
ments (0,  o  et  ^,  ces  trois  angles  étant  définis  comme  au  29". 
Chacune  des  trois  conditions  co  =  const.,  o  =:  const.,  ^  =  const. 
détermine  sur  le  complexe  43  une  congruence  Û,  ^  ou  W.  Le 
support  D  du  couple  est  à  l'intersection  des  congruences.  Une 
fois  D  connu,  la  construction  de  S  s'achèvera  comme  au  32°. 

La  connaissance  des  congruences  Û,  4>,  W  résout  le  problème 
relatif  à  la  recherche  des  couples  £  admettant  un  modulaire  et  des 
arguments  donnés. 

Je  vais  déterminer  les  congruences  et  leurs  intersections  deux 
à  deux. 

Congruence  û. 

34®  Posons,  comme  on  l'a  déjà  fait, 

J9^^y        [y^i  =  sin(ay— ait)        (y,  A=  i,  a,  3,  i)\ 

on  vérifiera  aisément  l'identité 

(o)  [la]  [34]  -h  [23]  [i4]  4-  [3i]  [2|]  =  0. 

Si  je  parviens  à  former  une  équation,  homogène  par  rapport 
aux  [jk]  et  conséquence  de  la  relation 

tti-h  aj — «3 —  a^  =  2(0  =  const., 

il  suffira  d'y  remplacer  [jk]  par  (^jZk)~^{jk)  (SO'*),  pour  avoir 
l'équation  de  la  congruence  Û,  cette  dernière  étant  déjà  située  sur 
le  complexe  ®. 

35°  On  a 

[i4]  =  sin(ai  — at],         [a3]  =  sin(ai— «j), 

[i4]—  [a3]  =  2sinî(îii  — a*— a,-ha5)cosî(a|— «v-t-ai— a») 

=  2  sinXcosb) 
1  [  i4][23  ]  =  cos(a|—  «4—  a, 4-  atj)  —  cos(ai—  a^^-  ai—  as) 

=  COS2X  — C0S2U>, 

2  X  =  «i  —  a^  -h  a,  —  aj. 
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Éliminons  Tangle  auxiliaire  A. 

cosaX  =  cosaw  •+■  2ri4]  faSI  =  1  —  2  sin«X  =  1  —  2        ^; ^ — — 

et  enfin 

(.)  ,i„..  =  i.4]t,3]-^ill^^=l^\ 

puis,  par  un  calcul  analogue, 

(2)  cos^o)  =  [24]  [3i[  -i-  U^,L;:i]Mi! . 

Multiplions  (i)  par  4  cos^to,  (2)  par  — 4sin^aj,  ajoutons  et, 
tenant  compte  de  l'identité  (o)  du  34'',  nous  obtiendrons 

O  =  [l4]*-t-  [23]*— [24]*— [3l]*—  2[l2]  [34]  C052W. 

l^emplaçons  [j/c]  par 

Uï>     ou     ^ 

et  chassons  les  dénominateurs.  L'équation  de  la  congruence  ù 
sera 

(o)  =  î:î;î(i4)«+«2;!(23)«-;kî(24)«-2;kî(3i)« 

—  2COS2U)(l2)(34)(:,Ç,;3  5* 

Congrucnces  ^  et  W. 
SG'^  Le  calcul  est  analogue  au  précédent 

[23]=  sin(aj  — ftj),         [3i]  =  sîn(a3  — a,) 

[a3]-+-[3i]  =  2sinî(aj— aa-i-aj— «,)cosJ(a,— aj— asH-X|) 
= —  2  sino  cosX, 
2[23][3i]  =  cos(aj—  «3 — a3-+-ai)  —  cos(a,— a3-+-  23— ai) 

=  COS'Ji/ C0S2O, 

puisque  a,  —  a.^  =  7.0,  et  posant  2)v=  a,  -h  a^  —  aaj. 
Ensuite,  pour  éliminer  X, 

CO52X  =  COSA©  -h  2[23]  [3l]  = —  I  -H  2C0S'X 

![231-hf3il!* 
4  sin*© 
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un  calcul  facile  donne 

[23]»+[3i]«-+-a[23][3i]co5aç  =  sin«'i©  =  sin»(ai--a,)  =  [12]*. 
L^équation  de  la  congruence  ^  est  donc 

;KÎ(î»3)«+;îî}(3i)»^'.cos2'^;,î,i;i(23)(3i)-;îî:i(i2)«  =  o. 

La  congruence  W  s'obtiendra  par  un  procédé  tout  pareil. 


Sur/ace  réglée,  intersection  des  congruences  Û  et  *. 


37*»  Des  relations  ?(yA)  =  Çyl^* sin(ay  —  a*)  et  (29*») 


pn  tue 


P(34)  =  ;,;*sin24., 

p(23)  =  ÇtîJj  I  sin(a>  —  ^) cosij'  —  cos(w  —  ç) sini}^  J, 
p(i4)  =  îiîv  1  sin((«n-o)cos4'-hcos((«)-ho)sin4'  i, 
p(3i)  =  ÎJiÇ,  S  —  sin((i>  +  o)cos({;  +  cos((o  -h  o)sin4'  !, 
p(24)  =  ïfC*  1       5in(w  —  cp)  cos^J/  +  cos((ii>  —  o)  sini  j. 

Soit  tj  de  coordonnées  /y,  un  point  quelconque  sur  la  droite  D, 
de  coordonnées  (y/r),  On  aura  d'abord 

-/,(i2)=r,(23)-+./,(3i);'       -f4(i2)  =  /,(24)-f,(i4). 

I^iis,  par  un  calcul  facile, 

Il  n  «1  «Tk  •  M  M 


;,;,  sin2;p 

;iC«sin2ç''"^  Q  --Q' 

F  =  /,;,  sin(w  — o)  — f,;|Sin(wH-<p), 
ii  =  /iÇs  cos(w  —  o)  --  ^st[i<:os(<*>  ■+■  ?)• 

Éliminant  A,  on  a  l't^q nation  de  la  surface  réglée  W,  intersec- 
tion, sur  le  complexe  ©,  des  deux  congruences  û  et  4>.  Celle 
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équalion  est 

p'î  Qî  ^  Q'J  pt  -_  Kî  PJ  Q«  =  o. 

38**  Nommons  gjk  Taréle  o  =  ^y=/A«dii  télraèdre  de  réfé- 
rence, 

a  la  droite  P  =  P'  =  o  j 

,   ,     ,  .  >  qui  rencontrent  toutes  deui  gi^  et  ^34. 

6  la  droite  Q  =  Q'  =  o  < 

W  est  une  surface  du  quatrième  degré  qui  admet  pour  droites 
doubles  a,  b  et  g^2  (ou  P  =  Q  =  o).  Chaque  génératrice  D  ren- 
contre a  et  b.  En  vertu  de  la  relation 

sina^/  _  ;,;,  ^  (34)  (370) 

sin2^  est  proportionnel  au  quotient  des  moments  de  la  généra- 
trice D  par  rapport  aux  arôtes  g^^  et  g^i^  du  tétraèdre  de  réfé- 
rence. Cela  donne  la  signification  géométrique  du  paramètre  ^ 
sur  W. 

39^  On  a  donc  résolu  le  problème  relatif  à  la  construction 
d'un  couple  £,  ou  d'un  point  X,  qui  admet  un  modulaire  et  des 
arguments  donnés. 

Connaissant  le  modulaire  2^  et  les  argumenls  o)  et  o,  on  con- 
struira la  surface  W,  puis,  à  Taide  de  l'argument  ^,  la  généra- 
trice D  de  W.  Le  support  D  de  S  étant  obtenu,  on  est  ramené  à 
un  problème  traité  déjà  (problème  III  du  32**). 

40*  Comme  application,  je  vais  représenter  géométriquement 
la  substitution  linéaire  canonique 

Nommons  X'  le  point  transformé  de  X  par  S.  Si  Xy  =  ZjC^^j  et 

i 


on  a 
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X'  a  pour  modulaire  le  même  point  ^  que  X  et  pour  arguments 

20'  =  9.çp  -+-  61  —  6j, 
2ll'=  24^-1-69—64. 

On  est  ramené  au  problème  qui  vient  d'êlre  résolu. 

J'espère,  dans  un  Travail  ultérieur,  interpréter  géométrique- 
ment, dans  le  sens  qui  vient  d'être  indiqué,  la  substitution  linéaire 
quaternaire  complexe  générale 

k 

ajk,  ôyA'S  réels;        y,  X:  =  i,  a.  3,  4* 


SUR  QUELQUES  QUADRATURES  DONT  L'ÉLÉMENT  DIFFÉRENTIEL 
CONTIENT  DBS  FONCTIONS  ARBITRAIRES; 

Par  M.  E.  Cartajï. 


Dans  une  Note  récente,  M.  Beudon  (')  a  étudié  certaines  qua- 
dratures dont  l'élément  diflTérentiel  contient  des  fonctions  arbi- 
traires d'un  argument.  Il  s'est  occupé  notamment  de  la  quadra- 
ture 

(I)  J  =/[M(x,  j',/ )y^  N(a7,^,y  )]  dx, 

où  y  désigne  une  fonction  arbitraire  de  x;  le  problème  dont  il 
s'agit  est,  en  somme,  d'exprimer,  sans  aucun  signe  de  quadra- 
ture, X,  y  et  3  en  fonction  d'un  argument,  ces  expressions  dé- 
pendant naturellement  d'une  fonction  arbitraire  et  de  ses  dérivées. 
Ce  problème  rentre  dans  le  suivant  : 


(*)  Sur  les  cfiangements  de  variables  {Bulletin  de  la  Société  mathéma- 
tique, t.  XXVIII,  p.  107-116). 

Cette  Noie  était  rédigée  avant  la  mort  si  douloureuse  et  si  imprévue  de  ce 
jeune  mathématicien,  dont  les  lecteurs  de  ce  Bulletin  connaissent  les  si  inté- 
ressants travaux  sur  les  équalioas  aux  dérivées  partielles,  les  caractéristiques,  etc. 
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Résoudre,  de  la  manière  la  plus  générale,  V équation 

où  y  et  z  sont  des  fonctions  de  x. 

Dans  le  cas  particulier  où  la  fonction  A  est  nulle,  on  a  Téqua- 
lion  de  Monge. 

Ce  problème  est  équivalent  au  suivant  : 

Intégrer  le  système  d^ équations  de  Pfaff 

^    ^  \  dz-^kdy—Bdx^o, 

c'est-à-dire  exprimer  de  la  manière  la  plus  générale  x,  y,  y,  z 
en  fonction  d'un  argument,  ces  fonctions  satisfaisant  identi- 
quement  aux  équations  (3). 

Enfin,  ce  dernier  problème  est  un  cas  particulier  de  l'intégra- 
lion  d'un  système  quelconque  de  deu\  équations  de  Pfaflfà  quatre 
variables  x^,  x^^  Xg,  ^4, 

\   fM=Bax  dxx  -H  a^  dx^  -h  a^  dxi  4-  a^  dxi,  =  o, 
]  m  =^bi  dxx  -h  6j  dxi  -+-  b^  dx^  -h  b^  dxi^  =  o. 

C*est  aussi  à  ce  problème  général  que  se  ramène  l'exemple 
traité  par  M.  Beudon  cl  qui  est,  en  somme,  Tintégration  du  sys- 
tème 

d\=        ^"' 


Le  problème  général  de  l'intégration  du  système  (4)  a  élé  résolu 
pour  la  première  fois  par  M..  Engel  (*)  qui,  par  des  calculs  un 
peu  compliqués,  a  montré  qu'en  général  on  pouvait,  par  un  chan- 
gement de  variables,  ramener  le  système  (4)  à  la  forme 

(6)  [dy,-y,dyx  =  o, 

(  dyz—y^dyi^o; 


(*)  ExaEL,  Zur  /nvariantentheorie  der  Système  P/aff'scher  Gleichungen 
(Leipz,  Ber.f  t.  XLI,  p.  157-176). 
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et,  sous  cette  forme,  la  solution  gén<^rale  est  évidente.   Elle  est 
fournie  par  les  formules 

exception  faite  pour  la  solution  suivante,  dépendant  de  trois  pa- 
ramètres arbitraires, 

(8)  J^i=C„        ^,=  C„       ^,=  C3. 

Ces  résultats  ont  été  démontrés  depuis  au  moyen  de  considéra- 
tions géométriques  par  S.  Lie  (*),  et  M.  von  Weber  (^)  les  a  dé- 
duits de  résultats  plus  généraux  dont  le  point  de  départ  se  trouve 
d^ailleurs  dans  le  Mémoire  de  M.  Engel. 

Je  me  propose,  dans  cette  Note,  d'indiquer  rapidement  et  sans 
faire  appel  à  des  considérations  étrangères  au  sujet,  une  méthode 
qui  permelle  de  réduire  le  sjstème  (4)  à  sa  forme  canonique  (6), 
sans  préjudice  des  cas  singuliers  qui  peuvent  se  présenter.  Je 
montrerai  ensuite  comment  cette  méthode  s'applique  à  Téquation 
de  Monge  et  aux  autres  exemples  traités  par  M.  Beudon. 

I. 

.  Je  prendrai  pour  point  de  départ  la  considération  des  cova- 
riants  bilinéaircs  des  deux  expressions  de  FfaiTa)  et  tn;  je  les  dé- 
signerai par  (ù'  et  tn'  ; 

co'  =J^aik{dxi  ùXA—  dxk  o-r/) 

(9)  \  (i,X-  =  i,2, 3,4), 
m  ^2  ba{dxi  ^Xk—  dxk  Ixi) 


en  posant 

(lO) 


dai        dak 

f  '       àxk        OXi 


(')  S.  Lie,  Ueber  Beruhrungstransformationen  und  Differentialgleichùngen 
{Leipz.  Ber.,  p.  ii3-i8o;  1898). 

(')  E.  VON  Weber,  Zur  Invarianieniheorie  der  Système  P/aff*8cher 
Gleichungen  {^Leipz.  Ber.,  p.  207-229;  1898). 
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Les  propriélés  d*iiivanaiice  de  ces  covaiianls  élanl  bien  con- 
nues, je  ne  m'arrêterai  pas  à  les  démontrer.  Un  calcul  facile 
montre,  de  plus,  qu'en  désignant  par  ii  et  v  deux  fonctions  arbi- 
traires des  X,  et  en  tenant  compte  des  équations  {^)  et  des 
équations  (4')  qui  s'en  déduisent  par  le  changement  du  sym- 
bole d  dans  le  symbole  8  et  qu^il  est  inutile  d'écrire,  le  cova^ 
riant  bilinéaire  de  wco  -f-  \?m  n'est  autre  que  w(o'-+-  vw'. 

D'après  cela,  il  est  toujours  possible  de  déterminer  le  rapport  - 

par  la  condition  que  uto' -\-  vm'  soit  identiquement  nul  en  tenant 
I  ompte  de  (4)  et  (4');  car,  si  Ton  imagine  par  exemple  les  équa- 
tions (4)  résolues  par  rapport  à  rfx,  et  dx^^  les  équations  (4')  par 
rapport  à  SjPj  et  8x4,  co'  se  réduil,  en  remplaçant  //^si  dx^^  8jra, 
Zx^  par  leurs  valeurs,  à  une  expression  de  la  forme 

A  (  dxi  îxi  —  dxt  oo:  i  ) 
et  rs'  à  une  expression  de  la  forme 

B(  dxi  Sxj  —  dxi  ùxi  ) 

et  il  suffit  alors  de  choisir  u  et  r  d'après  la  relation 

(n)  a\-hpB  =  o, 

pour  que  le  covariant  bilinéaire  de  W(o-(-  rw  soit  nul  en  tenant 
compte  des  équations  (4)  et  (4')» 

Si  nous  désignons  alors  par  U  l'expression  de  Pfaflf  ainsi  déter- 
minée, on  peut  remplacer  le  système  (4)  par  un  système  équiva- 
lent dont  l'une  des  équations  aura  précisément  Û  pour  premier 
membre,  soit 

!Û  =  Ài  dxi  -h  A j  dxt -h  A j  dxi  ■+■  A^dx,,  =  o, 
n  =  Bi  dxi  -4-  B,  dxt-h  B,  dxi  ■+-  Bt  dx,,  —  o, 

et  maintenant  û'  est  nul,  en  tenant  compte  de  (12)  et  de  (la') 
[équations  déduites  de  (la)  par  le  changement  de  d  en  8]. 

Cette  équation  û  =  o  jouit  évidemment  d'une  propriété  inva- 
riante par  rapport  à  tout  changement  de  variables;  nous  l'appel- 
lerons Véquation  dérivée  du  système  donné.  On  voit  que  cette 
équation  dérivée  s'obtient  sans  intégration,  par  de  simples  difle- 
rentiations  et  la  résolution  d'une  équation  du  premier  degré. 
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Or,  on  sail  qu^tne  cqualion  de  PraflT  a  quatre  variables  peut 
toujours,  par  l'inlégrallon  (Inéquations  diOerenl telles  ordinaires, 
se  ramener  a  Tune  des  deux  formes  suivantes  : 

(l3)  dyt^jr^djri  =  o\ 

(li)  «(ri  =  o. 

Je  me  contenterai  d'indiquer  une  des  méthodes  qui  permettent 
de  faire  la  réduction.  On  considtre  les  équations  diflerentielles 


(|5) 


A,  -  À, 

Asi  dTi  -+-  Ast  rfj"j-f-  A.«n  dr^       A^i  dxt  -+-  Ajj  dx^-^  Ajj  dx^ 


A,  Av 

A I  dxi  ■+■  A j  dx%  -T- . . . 
"^  o 

OÙ  les  Xik  désig^nent  les  coeflicîents  da  coTariaat  bîiînéaire  Q'.  Si 
ces  équations  se  réduisent  à  la  seule  équation  0  =  0,  eetle  équa- 
tion est  complètement  intégrable  et,  par  suite,  réductible  à  h 
forme  (f4)-  l^ans  le  cas  contraire,  on  déterminera  une  intégrale 
première  y I  du  système  (i5);  en  faisane  j^i  =  const.  =  C,  l'équa- 
tion Û  =  o  devient  alors  complètement  intégrable,  par  suite  ré- 
ductible à  la  forme  dj'2=  o,  d'où,  en  ne  faisant  plusjKi  constant, 
on  a  la  forme  (i3). 

Dans  le  premier  cas,  la  réduction  s'opère  par  une  opération 
d'ordre  i;  dans  le  second  cas,  par  deux  opérations  successives 
d'ordres  3  et  i . 

Prenons  d'abord  le  cas  de  la  forme  réduite  (i3).  On  peut,  en 
somme,  supposer 

et,  d'après  ce  que  nous  avons  vu  plus  haut,  û'  est  nul  en  tenant 
compte  de  (i6)  et  (iC).  Or,  on  a 

et  cette  expression  ne  peut  évidemment  s'annuler  au  moyen  de  (i6) 
et  (i6')  que  si  le  coefficient  B4  est  identiquementnuL  On  peut 
toujours,  de  plus,  supposer  qu'il  en  est  de  même  de  83  en  rem- 


1 
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plaçant  daus  réquation  II  =  o  la  diflerenlielle  dy^  par  sa  va- 
leur yzdy^.  Finalement,  on  voit  que  II  ne  contient  que  des 
termes  en  dy^  et  dy^.  Les  coefficients  sont  d'ailleurs  tous  les  deux 
différents  de  zéro,  sinon  II'  serait  nul,  ce  qui  est  contraire  à  Thy- 
pothèse.  Doiic,  enfin,  le  sjstème  peut  se  mettre  sous  la  forme 

et  d'ailleurs  j^,,  ^20'»?  J^*  ^^^^  quatre  fonctions  indépendantes 
de  ^1,  X'îi  ^fj,  j:»,  sinon  le  sjstème  serait  complètement  inté- 
grable. 

En  définitive,  la  réduction  du  système  (4)  à  la  forme  (6)  dé- 
pend uniquement  de  la  réduction  de  Téquation  dérivée  à  sa  forme 
canonique  (i3). 

Si  Téqualion  dérivée  est  complètement  intégrable,  on  voit  im- 
médiatement que  le  système  donné  est  réductible  à  la  forme 

(  dy3  —  y^dfi=  o, 

et  cela  par  trois  opérations  successives  d'ordres  i,  .^,  i. 

Enfin,  il  y  a  un  cas  que  nous  avons  implicitement  laisse  de 
côté,  c'est  celui  où  l'équation 

(il)  wA  H-i'B  =  o 

est  une  identité,  c'est-à-dire  où  (o'  et  tn'  sont  nuls  tous  les  deux 
en  tenant  compte  de  (4)  et  (4')'  ^"  vérifiera  facilement  que  dans 
ce  cas  le  système  (4)  est  complètement  intégrable  et,  par  suite, 
réductible  à  la  forme 

^yi=o, 

par  deux  opérations  d'ordres  a  et  i. 

II. 

Appliquons  la  méthode  précédente  à  l'équation  de  Monge 


-  1  =  o. 
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Le  problème  rsl,  en  somme,  la  résoliilion  du  svslème 


(ao) 


\  w  =  flf|'  -  y  dx  =  o, 
\  m  ^  dt    -  z'  dz  =  Oj 


les  cinq  variables  r,  i',  5,  y',  «'  élanl  liées  par  la  relation 

(19)  F(j-,jr,  «,/,«')  =  0. 

Clierclions  IVqiialion  dérivée.  On  a 

w'  —  c/x  0/' —  dy  Ôr, 
jo  —.  dr  5«'  —  rf*'  0J-. 

Or,  les  dilTêrenlielles  sont  liées  par 

I  /dF         ,rfF        ,<^F\   ,        dF   .  ,      dF   .  , 

Il  en   résulte  immédiatement  que  Téqualion  dérivée  nVst  autre 
que 

^      ^       cilx  <>^  t^y  àz'  Y   ây  âz  / 

Tout  revient  alors  à  ramener  cette  équation  (asi)  à  sa  forme  ca- 
nonique. Si  nous  posons 


(23) 


P  = 


,âF         ,dF 

^dy^'é^' 
5f ' 

ôz' 


dF_ 

dF  ' 
dz' 

et  que  nous  éliminions^'  et  s'  entre  les  équations  (19'),  (a3), 
nous  serons  ramenés  à  résoudre  Téquation 

dz  -  p  dx  ^  q  dy  =:  o^ 

^jj'i  ^1  /'i  ?  riant  liés  par  une  certaine  relation 
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qai  est  précisément  le  résultat  de  réliminalion.  On  relombe, 
comme  il  est  aisé  de  s'en  convaincre,  sur  la  méthode  classique  de 
M.  Darboux.  Mais,  pratiquement,  ce  changement  de  variables 
{x^y^  Zjy\  z')  en  {x^y,  z,p,  g)  est  inutile  et  il  suffit  d'appliquer 
la  méthode  générale.  D'après  la  théorie  générale,  les  solutions  de 
l'équation  de  Monge  dépendront  d'une  fonction  arbitraire  d*un 
argument,  ce  sont  les  courbes  intégrales  de  l'équation  (24);  il  y 
a  exception  pour  une  solution  dépendant  de  trois  constantes  arbi- 
traires, ce  sont  les  courbes  caractéristiques  de  (24)- 
Cherchons  maintenant  à  résoudre  l'équation 

cette  équation,  comme  nous  l'avons  déjà  indiqué,  se  ramène  au 
système 

j  m  ^dz  —  A  dy  —  B  dx  =  o. 

Cherchons  l'équation   dérivée   du  système.  On  a,  en  tenant 
compte  de  (3)  et  (3'), 

/  w'  =  ctr  q^'  —  dy  ox, 
(25)  \     ,       /      dX       dH 


en  posant 

(26) 


,       /      d\       dH\.,    ,   ,       .  .>,x 


df       àf         ,àf       ^df 
dx       ox  dy  oz 


\  dy       dy'  âz 

Il  en  résulte  que  l'équation  dérivée  est 


(^7) 


/dX       dB\ 
/dX       dB\,         ..,      [^         ,dX         ,dB\    , 


Telle  est  Téquation  dont  l'intégration  résout  le  problème. 
XXIX.  9 
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III. 
Appliquons  ce  qui  précède  au  calcul  de  l'intégrale 

i-:  OÙ  jK  désigne  une  fonction  arbitraire  de  x.  Ici,  on  a 

%    •  •  A=^'",        B  =  o, 

k.  et  Ton  est  ramené  à  l'intégration  du  système 


(^9) 


i  ^^'^  U3-^«^' 


5^7  ~y    dx=zo, 
dz  —  y^  dy  =  o. 


En  appliquant  les  formules  de  la  fin  du  paragraphe  précédent, 
Téquation  dérivée  est 

(  3o)  û  «  é£«  —  ^"^  dy  H-  myff^-^y  dy  —  my^-^y'^  cir  =  o» 

et  tout  revient  à  réduire  cette  équation  à  sa  forme  canonique.  Le 
covariant  bilinéaire  de  û  est  ici 

û'  =  —  2mx'»-«(^r  <ir'—  dy'  ^y)  —  '^ray»^-^y\dy  Ix^dxly) 
-h  m{m  —  i)y'^-*y*{dx  ^y  —  dy  ox). 

Par  suite,  le  système  auxiliaire  (i5)  s'écrit 

.jjv  dx  ^    dy    ^  dy  ^  dz 

^y       'lyy'       —  (^m  — |)yi        _  (,^  _  ,  )j^//iy'a  ' 

On  a  immédiatement  une  intégrale  première 

(32)  ^m-iyi  =  x; 

si  alors  on  regarde  dans  (3o)^  et  y  comme  liées  par  la  rela- 
tion (3a)  où  X  est  une  constante,  Téquation  (3o)  doit  être  corn- 
plètement  intégrable.  On  trouve,  en  effet,  par  un  calcul  facile, 
son  intégrale  générale  qui  est 

(33)  z  —  mxy^-^y^-ii — y"*  y  —  Y. 

Finalement,  Téquation  (3o)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

d\  —  Y'  rfX  =  o, 
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et  l'on  trouve,  par  des  difTérentiatîons, 

(34)  -^^  ^-m:r  =  Y'. 

Cela  étant,  le  système  (29)  peut  se  meltre  sous  la  forme 
d\  —  Y'  dX  ^  o. 


(35) 

'  rfY'- Y'rfX  =  o, 

et  de  nouvelles  difTérentialions  donnent 


L'intégrale  générale  du  système  (29)  est  alors 

Y  =  «  — m^j^'«-»y«-f-  — -p— ^'«y  =  /w/(a), 

011  a  désigne  un  paramètre  variable  et  y(a)  une  fonction  arbi- 
traire de  ce  paramètre.  Ces  équations  résolues  donnent  pour  x^ 
y  et  z  les  expressions  suivantes  : 


l  ^/»t-^i==(;n-hi)«a3/'*(a), 


(38) 

(  ^         =(^_,)ai/'(a)-m(i/'(a)-f-m/(a). 

Si  dans  ces  formules  on  remplace  ol, /{ol)^/^{ol)  par  trois  con- 
stantes arbitraires  a,  6,  c  et /"(a)  par  un  paramètre  variable  «, 
on  obtient  une  solution  ne  rentrant  pas  dans  les  formules  géné- 
rales (38).  Celte  solution  peut  encore  être  définie  par  les  équa- 
tions 

l  z  —  ^o  =  — 2(m  —  i)a(a7  — a^o), 
qui  dépendent  des  trois  constantes  arbitraires  a,  x^y  Zq, 
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IV. 
Pour  terminer,  calculons  les  quadratures 
(40)  u=f^^^,        .=  r-^ 


xy 


dont  s'occupe  M.  Beudon  avec  d'autres  notations,  et  où  x  tX  y 
sont  liées  par  une  relation  arbitraire.  Il  s'agit,  en  somme,  de 
résoudre  le  système 


,            dx 
eu  5s  du =  o, 


dy 


(41) 

nf  ^  dv 

-Qpy 

Cherchons  Téquation  dérivée.  On  a 


et,  par  suite,  Péquation  dérivée  est 

U^                                j             .        xdy  -h  y  dx 
2)  Q^ytù  -i-  xm^ydu-hxdv ^ ^^ =  o. 

Cette  équation  peut  s'écrire 

,        y,         xdy-hydx 
X  x(i-\-xy) 

et  Ton  voit  qu'en  posant 

^  =  const.  =  X 

X 

elle  est  complètement  intégrable;  son  intégrale  générale  se  cal- 
cule immédiatement  et  est 

t^  -4-  X  a  —  2/X  arc  tang(ar/x)  =  i»  -+-  ^  a  —  2  i/^  arc  tang (v/ï^)  =  ^- 

X  jf     X 

Par  suite,  l'équation  (4^)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

^  — rrfX  =  o, 
en  posant 

Y'  =  w  —  4  /  —  arc  tang  ^fxy> 
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FinalemeDl,  le  système  (4i)  se  mel  sous  la  forme 

(  dy  —Y d\  =  o, 

et  Ton  trouve,  par  dliférentiations, 

s 

I  a?'        I 


Y*  =  -  (  —  )   arc  tang  Jxy 


•^ 


L'intégrale  générale  du  système  (40  est  alors  donnée  par  les 
formules 

X  =  ^  =  a, 

X 

\  =  VH- —  a  — alZ-arctang/a^  =/(«), 

\  /x  ,— 

l  Y'=  M  —  4 /  —  arc  tang  \/xy  =f\oL)^ 

I    -,„         I   /x\^  I I    X^  [  -,.     . 

Y  =  -  (  -  )    arc  lang/j:y =/  («). 

En  posant 


(U) 


on  obtient 


(45) 


^xy  =  lang  -> 


X  =  -^  tang-, 


V'' 


a 


2 


]y  =  /a  lang  5^, 


I  a  V  * 

où  a  et  p  sont  deux  paramètres  variables  liés  par  la  relation 

(46)  '  p-.5inp  =  4«V(«)- 

Ce  sont,  sous  une  forme  peut-être  plus  symétrique,  les  résul- 
tats obtenus  par  M.  Beudon. 

En   regardant   maintenant,  dans  les  formules   (45)?   oi,  /(a) 
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et  /'(a)  comme  Irois  constantes  arbitraires,  p  comme  un  para- 
mètre variable,  on  obtient  une  solution  ne  rentrant  pas  dans  le 
cas  général  et  qui  correspond  au  cas  où^  est  proportionnel  à  x. 


SUR  LES  SYSTÈMES  RÉCIPROQUES  DE  POINTS  ; 
Par  M.  R.  Bricard. 

1.  Je  considère  dans  ce  qui  suit  des  systèmes  constitués  par 
n  points  du  plan  ou  de  l'espace,  qui  seront  toujours  désignés  par 
une  lettre  quelconque  aflectée  des  indices  1,2,  .. .,  /i. 

Deux  systèmes  de  npointsS=(a«,a2,...,a„)etS'=(6|,62,...,6„) 
seront  regardés  comme  identiques  s'ils  forment  deux  figures  di- 
rectement ou  inversement  semblables,  deux  points  homologues 
dans  ces  figures  étant  désignés  par  des  lettres  afleclées  d'un  même 

indice.  On  écrira  alors 

S'=S. 

Si  les  deux  systèmes  S  et  S'  forment  des  figures  semblables,  les 
points  homologues  ne  portant  pas  les  mêmes  indices,  appelons  T 
la  substitution  qui  fait  passer  de  la  permutation  1 ,  a,  . . .,  /i  à  la 
permutation  formée  par  les  indices  des  points  b  qui  sont  respec- 
tivement homologues  des  points  ai ,  . . .,  a,,  ;  on  écrira 

S'=  ST. 

2.  Je  vais  maintenant  définir  ce  que  j'entends  par  systèmes 
réciproques  de  points. 

Considérons  le  système  S  =  («4,  ...,  a^)  et,  prenant  le  point  a^ 
pour  pôle,  soumettons  à  une  inversion  de  puissance  arbitraire 
le  système  des  points  a^j  . . .,  o-n-  Ces  points  sont  ainsi  remplacés 
par  de  nouveaux  points  a!j,  ...,a^,.  Le  système  (ai,  a!,,...,  a^) 
sera  dit  réciproque  du  système  S  par  rapport  au  pointât.  Plus 
généralement,  si  le  système  S'=3  (fr^,  . . .,  6,,)  est  identique  au 
système  («i,  a'jj,  ...,  a^,)  (en  donnant  au  mot  identique  le  sens 
qui  a  été  fixé  plus  haut),  on  dira  que  les  systèmes  S  et  S'  sont 
rrriproqurs par  rapport  au  couple  de  points  (^t ,  6|).  Il  est  bien 
évident  (|ue  S  se  déduit  de  S'  comme  S'  a  été  déduit  de  S. 
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J'appellerai  R|  l'opération  qui  fait  passer  du  système  S  à  S',  et 

j'écrirai 

S'=SR,. 

On  définira  de  même  les  opérations  R2,  ...,  R/?,  appliquées  à 
un  système  de  n  points. 

On  voit  que  les  opérations  Ri,  .. .,  R„  ne  sont  définies  que  si 
on  les  /ipplique  à  un  système  donné.  Un  exemple  précisera  le 
sens  de  celte  remarque.  EfTecluons  d'abord  sur  le  système  S  la 
transposition  des  indices  i  et  2  et,  au  nouveau  système,  appli- 
quons l'opération  R4.  L'opération  définitive  appliquée  au  sys- 
tème S  sera  désignée  par 

(i2)Ri 

et  le  système  obtenu  sera  désigné  par 

S(i2)Ri. 

Dans  cette  dernière  expression,  le  symbole  R|  n'a  pas  le  même 
sens  que  dans  l'expression  SRi.  Il  est  clair  en  efTel  que,  géomé- 
triquement, le  système  S(i2)R|  est  identique  au  système  SR2  et 
n'en  diffère  que  par  la  transposition  des  indices  i  et  2. 

Si  au  systèmes  on  applique  l'opération  R/,  au  système  obtenu 
l'opération  Ry,  au  nouveau  système  l'opération  Rj^,  et  ainsi  de 
suite,  l'opération  définitive  appliquée  au  système  S  sera  désignée 
par  R|KyRA  .••,  mais  on  ne  doit  pas  perdre  de  vue  que,  dans 
cette  notation,  le  sens  d'un  symbole  tel  que  R^  dépend  des  opé- 
rations précédentes. 

On  a  évidemment 

Rî  =  R}...  =  RJ  =  i. 

3.  Voici  la  propriété  fondamentale  des  systèmes  réciproques  : 

Si  deux  systèmes  depointsS  =  {a^,.,,j  a,t)  e^S'=:(6|,...,6„) 
sont  réciproques  par  rapport  à  un  couple  de  points  (a<,  &<), 
les  systèmes  dérivés  de  S ^  par  Inapplication  des  diverses  opé- 
rations Ra,  ...,  Rrt,  et  (es  systèmes  dérivés  de  S',  par  l'appli- 
cation des  mêmes  opérations,  sont  géométriquement  identiques 
{c'est-à-dire  à  l'ordre  près  des  indices). 

Examinons,  en  effet,  le  résultat  de  l'opération  R1R2R1  appli- 
quée au  système  S. 
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La  puissance  d'inversion  qui  figure  dans  la  première  opéra- 
tion R|  peut  être  prise  égaie  au  carré  de  la  longueur  du  seg- 
ment a^a2]  l'opération  R|  ainsi  particularisée  ne  change  donc 
ni  le  point  ai  ni  le  point  ^2. 

Nous  conserverons  la  même  puissance  d'inversion  pour  chacune 
des  deux  autres  opérations  qui  doivent  être  successivement  appli- 
quées au  système;  de  la  sorte,  l'opération  RfRaRi,  appliquée 
au  svstème  S,  laisse  à  leurs  positions  initiales  le  point  à^  et  le 
point  a2» 

Soit  ai  {/ig'  i)  un  autre  point  du  système  S;  l'opération  R, 

Fig.  I. 


a^r  \  l i iLujka, 


lui  substitue  le  point  aj-,  Topéralion  R1R2  le  point  aj,  et  Topé- 
ration  R1R2R1  le  point  aj. 

11  résulte  d'une  propriété  bien  connue  de  Tinversion  que  les 
points  ai  et  a'^  sont  symétriques  par  rapport  au  plan  mené 
perpendiculairement  au  segment  a^a^^  en  son  milieu»  Voici 
d'ailleurs  la  démonstration  bien  simple  de  cette  proposition  : 

Il  est  d'abord  évident  que  les  points  a^  a^i  aij  a^,  a^,  aj  sont 
tous  dans  un  même  plan.  En  outre,  des  couples  de  triangles  sem- 
blables, que  l'on  aperçoit  immédiatement,  donnent  lieu  aux  éga- 
lités d'angles 

ai  ai  a/  ^=  aia^af  =  a^aïUf , 
atai a/  =  (i%af(i\  =  a\  dfCii  j 

qui  suffisent  évidemment  à  établir  la  propriété  dont  il  s'agit. 
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D'après  cela,  le  système  formé  par  les  points  a«,  «a,  «3,  •••  ûk„, 
c'est-à-dire  le  système  SR,  R^R*  est  symétrique,  par  rapport  à  un 
pian,  du  système  formé  par  les  points  «3,  a*,  «3,  . .  ,  «/i,  c  est-a- 
dire  du  système  8(12);  on  peut  donc  dire,  en  vertu  de  la  con- 
vention faite  au  début,  que  les  systèmes  SR|  RaR*  et  8(12)  sont 

identiques,  et  écrire 

R,R,R,  =(i2) 

ou 

R,R5  =  (l2)Ri. 

On  a,  en  général, 
(I)  R/Ry  =  (y)Rn 

ce  qui  démontre  bien  la  proposition  énoncée  au  commencement 
de  ce  paragraphe. 

4.  La  propriété  exprimée  par  la  relation  (i)  se  généralise  aisé- 
ment de  la  manière  suivante  :  Soient  Xo='  '1  T|,  ...,  T„,.«,  lesn. 
substitutions  du  groupe  symétrique  de  n  éléments.  Nous  consi- 
dérerons les  opérations  en  nombre  (/i  -f- 1)! 

U^.=  TaR/        (A  =  o,  I,...,  n!  — i;  t*  =  o,  i....n), 

en  posant 

Ro=i. 

Si  Ton  applique  ausystè/ne  S  l'opération  U*  et  au  système  ob- 
tenu l'opération  Ua',  le  système  auquel  on  parvient  finalement  peut 
être  dérivé  du  système  S  par  l'application  d'une  seule  opération 
U**  convenablement  choisie.  En  d'autres  termes,  on  peut  écrire 

Ua.Ua'  =  Ua-' 

et  dire  que  les  opérations  U  constituent  un  groupe. 

Remarquons  une  fois  encore  que  ce  groupe  diffère  de  ceux  que 
l'on  considère  d'habitude  en  ce  (\u' une  opération  U  n^est  définie 
que  par  la  connaissance  du  système  auquel  elle  s'applique. 

Il  faut  montrer  l'existence  d'une  égalité  telle  que 

(•2)  T/,R,TARr=T/,-R,-. 

On  voit  d'abord  que  l'égalité  (1),  après  multiplication  des  deux 
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membres  à  droite  et  à  gauche  par  R/,  donne 

de  cette  même  égalité  (  i  )  on  tire,  par  permutation  des  indices  i  et  / , 

RyR,=  (V)Ry, 

d'où,  par  comparaison, 

(3)  Ri(y)=(y)(R>). 

Montrons  ensuite  que,  si  les  indices  y  et  k  sont  difTérenls  de  i, 
l'opération  K/ est  permutable  à  la  transposition  (jk).  On  a,  en 
effet,  la  relation 

(y^-)  =  (7)(/^)(^'0, 

d'où  Ton  tire 

Ri(yA)  =  ïii{ij)(jk){ki)  =  (ij)^Ajk)ki) 
=  ((/•)(yA-)RA(A-0  =  ((/•  )(yA-)(A-«)  R.-, 
c'est-à-dire 

(4)  R,(yA)=:(yA-)R/. 

Les  égalités  (2)  et  (3),  qu'il  est  d'ailleurs  bien  facile  d'établir 
directement,  permettent  d'écrire  l'égalité  plus  générale 

(5)  T,,R/=RyTjt^ 

en  se  donnant  arbitrairement  h  et  i  dans  le  premier  membre  et 
en  choisissant  convenablementy  et /:  dans  le  second.  En  effet  Ta 
peut  être  décomposée  en  un  produit  de  transpositions  à  la  gauche 
desquelles  on  fera  successivement  passer  l'opération  R,  en  appli- 
quant à  chaque  fois  l'égalité  (3)  ou  l'égalité  (4),  suivant  le  cas. 
On  parviendra  finalement  à  une  égalité  delà  forme  (5). 

L'égalité  (a)  se  démontre  alors  immédiatement.  En  effet,  on 
peut  écrire 

TaR/Ta'R/'  =  T,,R,Ry'Tx-.  =  T/,ry')R/T;t=  Ta(Ô  )T)t.R,.  =  T,..R,'. 

Montrons  en  terminant  que  le  groupe  des  opérations  U  est 
isomorphe  au  groupe  symélrirjfue  de  n  -{-  \  élémenis. 
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En  effet,  loule  substitution  de  ce  dernier  groupe  peut  se  niellre, 
et  cela  d'une  seule  manière,  sous  la  forme 

T/,j,        (/i  =  o,  I,  ...,  «!  — I  ;        i  =  o,  I, ... /i), 
en  posant 


L'égalité 

entraîne  la  suivante 


On  le  voit  immédiatement,  en  remarquant  que  les  égalités  (3) 
et  (4)  restent  vraies  si  l'on  y  remplace  les  symboles  R/  par  les 
symboles  o-/.  Cette  constatation  suffit  évidemment  à  entraîner 
l'isomorphismé  dont  il  s'agit;  en  effet,  l'égalité  (2)  a  pu  être  écrite 
en  utilisant  seulement  les  égalités  (3)  et  (4). 

5.  Quand  les  n  points  donnés  appartiennent  à  un  même  plan, 
on  peut  considérablement  généraliser  les  résultats  qui  précèdent 
en  considérant  les  transformations  quadratiques  dont  les  triangles 
fondamentaux  ont  pour  sommets  trois  points  quelconques  appar- 
tenant au  système.  C'est  là  un  sujet  d'étude  sur  lequel  je  me  pro- 
pose de  revenir  prochainement. 

6.  Les  systèmes  réciproques  de  points  peuvent  se  présenter 
dans  certaines  questions  géométriques.  Je  vais  donner  un  exemple 
de  ce  fait,  et  il  serait  intéressant  d'en  trouver  d'autres. 

Nous  aurons  affaire,  dans  cette  application,  à  des  systèmes  de 
quatre  points.  Je  dirai,  pour  abréger  le  langage,  que  les  deux 
tétraèdres  Gia^a^a^  et  b^  b^b^bs  sont  réciproques  par  rapport 
au  couple  de  sommets  (a<,  6|),  si  les  deux  systèmes  de  points 
(«1,  «27  <353,  «4),  (6|,  62,  63,  64)  sont  réciproques  par  rapport  au 
couple  de  points  («t,  b^). 

Si  les  deux  tétraèdres  aia2a^a^  et  b^b^b^bx  sont  réciproques 
par  rapport  au  couple  de  sommets  (ai,6|),  on  a  les  égalités 
d'angles 
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De  plus,  les  égalités 

aia^.biù^  =  ai  as.  61 63  =  ai  a^.  61 64 

peuvent  s'écrire 

ai  a]        à\b^  aia^        aia^  ci\CIk       b\bf 

6]  6|        ^1^1  ^1^4        b\  b^  ^i^s        b\b^ 

d'où  il  résulte  que  les  triangles  a^a^a^^  a^a^ia^^  a^a^a^  sont 
respectivement  semblables  aux  triangles  6|  6363,  6i  6463,  6{  6264- 

Réciproquement,  si  les  deux  tétraèdres  aia2Ciia^^  b^b^b^b^ 
présentent  ces  trois  couples  de  faces  semblables,  ils  sont  réci- 
proques par  rapport  au  couple  de  sommets  (a(,  6|). 

Cela  posé,  on  a  le  théorème  suivant  : 

Soient  a,  6,  c,  rf,  e  cinq  points  quelconques  de  l'espace.  Les 
cinq  tétraèdres,  dont  chacun  a  pour  sommets  les  projections  de 
l'un  des  points  donnés  sur  les  faces  du  tétraèdre  ayant  pour 
sommets  les  quatre  autres,  sont  deux  à  deux  réciproques  par 
rapport  à  un  couple  de  sommets  convenablement  choisi. 

Soient,  par  exemple,  Caj  ^6,  e^,  ea  les  projections  du  point  e 
sur  les  faces  du  tétraèdre  abcd  (ca  est  sur  la  face  bcd,  etc.); 
soient  de  même  a^,  a^,  a^,  aa  les  projections  du  point  a  sur  les 
faces  du  tétraèdre  e6c6{.  Les  deux  tétraèdres  CaCbecedi  aca^acad 
sont  réciproques  par  rapport  au  couple  de  sommets  (e<„  a<.). 

Pour  établir  cette  proposition,  il  suffit,  d'après  ce  qui  a  été  dit, 
de  montrer  que  les  triangles  eaCbCc,  eaCcedi  CaCdCb  sont  sem- 
blables, respectivement,  aux  triangles 

«e«c«6>     «c«rf»c,     a^abad- 

Dans  ce  but,  je  calculerai  les  longueurs  des  arêtes  de  chacun 
des  tétraèdres.  Il  suffît,  en  fait,*  de  calculer  pour  chaque  tétraèdre 
des  quantités  auxquelles  ses  arêtes  sont  proportionnelles. 

Par  le  point  e,  menons  un  plan  perpendiculaire  à  la  droite  cd 
{Jig.  2).  Ce  plan  contient  les  points  e^,  e^  et  rencontre  la  droite 
cd  en  un  point  m;  le  quadrilatère  plan  ecarncb  a  deux  angles 
droits,  en  Ca  et  et]  CaCt  est  donc,  dans  un  cercle  de  diamètre  em, 
une  corde  sous-lendant    un  angle  inscrit   e^ee^    égal  au    dièdre 
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cd  ou  supplëmenlaire  de  ce  dièdre.  On  a  par  suite  l'égalité 

ta  Cb  =  em  sin  cd  =  ce  sin  ecd  sin  crf, 

ce  que  Ton  peut  écrire 

/  .  .    y^j\/acd.bcd  .  />\         i 

«a «6  =  \ce.cd%\ïiecd)  ( -r —  sincrf  )  — ,  ,     ,> 

\      ca  J  aca,oca 

où  actif,  bcd  désignent  les  aires  des  triangles  acd^  bcd.  Or,  dans 


Tégalilé  précédente,  le  premier  facteur  entre  parenthèses  a  pour 
valeur  2  ecd. 

Le  second  facteur,  en  vertu  d'une  formule  connue,  a  pour 
valeur  |  V,  V  désignant  le  volume  du  tétraèdre  abcd. 

On  peut  donc  écrire 

eaei,=  3 V  — ,  ,     ,  =  — ,  ,     , ,     ,    .  ecd,cab,dab. 

acd.ocd       acd.bcd.cab.dab 

C'est  la  formule  à  laquelle  je  voulais  parvenir. 

On  formera  de  même  les  expressions  des  diverses  arêtes  du 
tétraèdre  Cae^eced-  Toutes  ces  valeurs  ont  un  facteur  commun; 
en  le  supprimant^  on  obtient  les  relations 

BaCb  :  ecd.cab.dab 
—  CaCc  l  edb.dac.bac 
=^  SaCdl  ebcbad.cad 
^  Ceed  :  eab,acd.bcd 
^  CdCbl  eac.adb.cdb 
=  CbCc  l  ead.abc.dbc. 
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De  même,  le  lélraèdre  a^atacad  donne  lieu  aux  relations  siii- 
vanles  : 

acai,  :  acd.ceb.deb 
z=  agCic  ',  adb.dec.bec 
=  a^aa',  abc,bed,ced 
=  acaa'.  aeb.ecd.bcd 
=  addb''  aec.edb.cdb 
=  abac".  aed.ebc.dbc. 

Au  moyen  de  ces  relations,  on  vérifiera  aisément  que  les  deux 
tétraèdres  eaebecedj  aea^acad  sont  bien  réciproques  par  rapport 
au  couple  de  sommets  CaOe.  Montrons,  par  exemple,  que  les 
triangles  Cae^Ccf  aeacai  sont  semblables.  On  doit  avoir 

^a  ^b  ^a  ^c  ^h  ^c 


aettc  aeClb         GbOc 

ou 

ecd.cab.dab  _  edb.dacbac  __  ead,abc.dbc 
adb.dec.bec  ""  acd.ceb.deb  ~~  aed.ebc.dbc 

ce  qui  est  exact. 

Notre  théorème  est  donc  établi.  11  renferme  des  cas  particu- 
liers intéressants. 

Tout  d'abord,  si  Tun  des  tétraèdres  tels  que  aedhacad  se  réduit 
à  un  plan,  il  en  est  de  même  des  cinq  autres.  On  arrive  ainsi  à  ce 
théorème,  établi  directement  et  d'une  manière  toute  différente 
par  M.  Duporcq  : 

Si  cinq  points  de  Vespace  sont  tels  qu!en  projetant  l'un 
d'eux  sur  les  faces  du  tétraèdre  ayant  pour  sommets  les 
quatre  autres,  on  obtient  quatre  points  dans  un  même  plan, 
il  en  est  de  même  quand,  dans  cette  construction^  on  permute 
d'une  manière  quelconque  les  rôles  assignés  aux  cinq  points  {*). 

On  obtient  une  autre  proposition  particulière  en  supposant  que 


(*)  Voirie  BuUetin,  1901,  p.  29.  C'est  en  généralisant  le  théorème  de  M.  Du- 
porcq que  j'ai  obtenu  le  ihéorème  du  §  4  du  présent  Mémoire  et  que  j'ai  été 
conduit,  par  une  nouvelle  extension,  à  la  considération  des  systèmes  réciproques 
de  n  points. 
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l'un  des  tétraèdres  tels  que  aeahacCtd  est   régulier.   Il    en   est 
alors  de  même  des  quatre  tétraèdres  analogues. 

La  propriété  obtenue  s'énonce  comme  le  théorème  de  M.  Du- 
porcq,  en  remplaçant  les  mots  quatre  points  dans  un  même 
plan  par  ceux-ci  :  sommets  d'un  tétraèdre  régulier. 


COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES 


SÉANCE  DU  9  JANVIER  1901. 

PRÉSIDENCE  DE  11.  TOUCHE. 

La  Société,  réunie  en  assemblée  générale,  procède  au  renou- 
vellement de  son  Bureau  et  à  Téleclion  de  son  Conseil. 

Élections  : 

M.  Davidoglou,  présenté  par  MM.  Borel  et  Laisant;  M.  van 
Emelen,  présenté  par  MM.  Blutel  et  Laisant;  M.  Stetson,  présenté 
par  MM.  Picard  et  Perrott,  sont  élus,  à  1* unanimité,  membres  de 
la  Société. 

Communications  : 

M.  Saltjkow  :  Sur  l'existence  des  fonctions  implicites. 

M.  Hadamard  présente  quelques  observations  à  ce  sujet. 

M.  Kœnigs  :  Sur  la  réalisation  par  des  articulations  de  cer- 
taines transformations  et  sur  le  pantographe  oblique  de  Syl- 
rester  y  ai^ec  généralisation. 

M.  Pellet  adresse  la  Note  suivanle  : 

Sur  la  formule  d'approximation  de  Newton. 

1.   Soit  l'équation 
(i)  X  =  ao-^  a^x^  ~h  a^jp^  -h  . . .  -f- a^a-'*  -h  . . .  =  ^o-i-/(.r); 

L'équation,  qu'on  peut  appeler  majorante, 
(i)  x=  ao-i-«2.r»^-  .  . .  -i-  at„ar"-h  . . .  =  aoH-«(^), 
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où  9.n  est  une  quanlilé  positive  égale  ou  supérieure  au  module 
de  a/i,  a  au  plus  deux  racines  positives,  puisque,  en  ordonnant 
par  rapport  à  x,  elle  offre  deux  variations  de  signe. 

Supposons  qu'elle  ait  une  racine  simple  que  nous  désîgneroDS 
par  \\  si  elle  en  a  deux,  \  désignera  la  plus  petite.  Alors  Téquation 
proposée  (i)  a  une  racine  de  module  inférieur  à  ^  et  une  seale 
[^voir  mon  Mémoire  Sur  la  théorie  infinitésimale  des  équations 
{Bulletin,  iSgS)].  Cette  racine  x^  s'obtient  rapidement  par  la 
méthode  d'approximation  de  Newton  et  Ton  peut  donner  de  Ter- 
reur commise  après  l'application  répétée  de  cette  méthode  une 
limite  bien  plus  avantageuse  que  celle  admise  ordinairement. 
Cette  méthode  consiste  à  prendre,  pour  première  valeur  appro- 
chée de  j:,,  «o;  puis,  posant  a:  =  a© -H  J^,  mettre  l'équation  en/ 
sous  la   forme  (i)  et  prendre  pour  valeur  approchée  de/  le 

terme  indépendant    __ff\     x»  etainsidesuite.  Désignons  par  aa_i 

la  quantité  qu'on  obtient  à  la  /z*^"*' opération  et  par  Sn^\  la  somme 

1*0^- Wi-4-«î-i-...  H- !*„_,  =  «,_,; 
il  vient 

/(«o) 

en  remarquant  que 

Les  quantités  Uq,  i^i,  . . .  ^  Un-^j  • . .  ont  des  modules  inférieurs 
ou  au  plus  égaux  à  celles  qu'on  obtient  en  procédant  sur  l'équa- 
tion majorante  (a)  comme  on  vient  de  procéder  sur  l'équation 
donnée  (i).  On  en  déduit 

I  I-/'(5«_,)  |"^,^ç'({)-W- 

Ainsi,  en  prenant,  pour  valeur  approchée  de  x,,  5«_,,  on  commet 
une  erreur  de  module  plus  petit  que 

MjU;,.t!'4-M3|a^_J^^MT|i/^,,|8-H...<       ^1";-^!'     . 
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2.  Comme  exemple,  considérons  Téqualion  x^  —  9,x  —  5  =  o, 
Iraîtée  par  Serret  dans  son  Algèbre  supérieure,  ou,  en  rempla- 
çant X  par  2  -h  Jî, 

ar»-h  6a:* -4-  loa?  —  i  =  o. 

Elle  peul  s'écrire 

X  =  o,i  —  o,6a7*  —  o,ia?'. 

La  plus  petite  racine  positive  de  l'équation  majorante 
X  =  o,i-+-o,6a?»-ho,i  j?» 
est  inférieure  à  0,2.  Il  en  résulte 

I  — 0,232 

Ainsi,  en  prenant,  pour  valeur  approchée  de  x, 

0,061 
0,1 -9 

II, 2i 

l'erreur  commise  a  un  module  plus  petit  que 

/o,o6iy        I 

\  1 1 ,  23  /        3o  000  ' 

Serret  donne  pour  limite  supérieure  0,006,  qui  est  180  fois 
plus  grande.  On  a  de  même 

0,061*  ^  ., 

j  <  o,ooooJ. 

11,23 

Posons j^  =  —  x^;  il  vient 

J^*-f-l6j^»H-112/H-  î  =  o. 

La  plus  petite  racine  de  l'équalion  majorante 

•^  112  112*^  ll'Z^ 

est  plus  petite  que  0,01;  il  en  résulte  ]M<  0,2. 
Ainsi,  en  prenant,  pour  valeur  approchée  de^, 

I        I 

I  I  '  IÎ2 


112          — *                 2       1  3      ' 

112         I 1-  _-_ 

'     ''^  112 

XXIX.  10 
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Terreur  commise  esl  inférieure  en  valeur  absolue  ù 


I 
' Il ^__L 

o» 


^'^="--^ ^-Tv^îToio 


"'    (-5Î5) 

On  a 


=  0,008  928  571  428  7  ...  —  -2 ; 

un  calcul  logarithmique  donne  pour  la  seconde  partie 

0,000011  4'(  o; 
d'où,  pour  x^^ 

a?*  =  o  ,008  939  982  4 

et,  pour  x^ 

X  z=z  0,094  55i  48. 


SÉANCE  DU  23  JANVIER  1901. 

PRKSIDRNCE   DE   M.   d'OCAGNE. 

Commu nications  : 

M.  Bricard  :  Sur  les  systèmes  de  points  réciproques. 
M.  Servant  fait  la  Communication  suivante  : 
Sar  les  formules  de  Gauss. 

Les  formules  fondamentales  de  Gauss  sont,  dans  certains  cas, 
plus  simples  que  les  formules  de  Codazzi  ;  nous  allons  en  donner 
quelques  exemples. 

Si  l'on  suppose  la  surface  rapportée  à  ses  lignes  de  longueur 

nulle 

ds^=^  %\  dudç, 

les  formules  de  Gauss  deviennent 

^  '  du        àv  dv         Ou  A*  X  Aduâv  ' 


OÙ  l'on  a  posé 


A  ^  A'-^'  A'         ^'. 
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D,  U'y  D"  étant  les  délerminants  bien  connus,  l'équation  des 
lignes  de  courbure  est 

et  les  rayons  de  courbure  sont  donnés  par  les  formules 
I         I  .,,  AA*  I  /  I         I  \ï 

Ces  relations  très  simples  permettent  de  résoudre  bien  des  pro- 
blèmes presque  sans  calcul;  nous  signalerons,  en  particulier,  les 
suivants  :  recherche  des  surfaces  minima  et  des  surfaces  à  cour- 
bure moyenne  constante  applicables  sur  les  surfaces  de  révolu- 
tion ;  les  deux  problèmes  résolus  par  Ossian  Bonnet  :  recherche 
des  surfaces  qui  admettent  une  déformation  conservant  les  lignes 
de  courbure  ou  les  rayons  de  courbure  principaux.  Nous  allons, 
comme  application,  indiquer  la  solution  de  ce  dernier  problème. 

Pour  avoir  une  solution  du  problème,  il  faut  que,  Xet  A' restant 
les  mêmes,  on  ait  pour  A  et  A^  deux  ou  plusieurs  systèmes  de  so- 
lutions satisfaisant  aux  équations  (i^.  On  voit  de  suite  que  si  Ao 
et  A*  sont  relatifs  à  la  surface  S,  les  éléments  correspondants  rela- 
tifs à  la  surface  S'  devront  être  de  la  forme 

A,  =  Ao-hU,      a';=:a;h-v, 

et  Ton  devra  avoir 

Ao     a; 

U        V 

S'il  existe  une  seconde  surface  S"  répondant  a  la  question ^  on 
aura  de  même 

Al     a; 

d'où  l'on  déduit  immédiatement  que  A©  et  A'J^  seront  tels  que  Ton 
ait 

a;  U-U/ 

ce  qui  montre  que  les  surfaces  S, S',  S"  sont  isothermiques;  on 
|[)eut  alors,  en  choisissant  convenablement  les  variables  u  et  i\ 
poser 
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subslitiiant  dans  les  équations  (i),  il  vient 

d'où 

V  <^i>  "^  U'  du  "^'^ 
si  l'on  pose 

VV'jrrU'U",  =1, 

rintégrale  de  cette  équation  est 

A'=/(U,+  V,); 
on  en  déduit 

U'V 


X=- 


(u  +  V)V'(Ui-t-vo 


La  dernière  des  équations  (i)  donne  de  suite  la  valeur  de/* et  Pon 
trouve  finalement 

La  surface  est  alors  complètement  déterminée  inlrinsèqiie- 
ment. 

Les  formules  de  Gauss  subsistent  presque  identiquement  dans 
l'espace  non  euclidien  ;  il  suffit  de  remplacer  la  troisième  des 
équations  (i)  par  la  suivante  : 

Comme  à  toute  surface  isolhermique  de  l'espace  non  euclidien 
correspond  par  projection  stéréographique  une  surface  isother- 
mique de  l'espace  ordinaire,  il  y  a  quelque  intérêt  à  résoudre, 
dans  ce  cas,  le  problème  d'Ossian  Bonnet.  Le  calcul  est  le  même 
que  précédemment  et  l'on  trouve 

^  =  û^'      •^'=/(U>+v,),      ^  =  -(„^V)»/'(U.Hrvr)' 

oii  l'on  a  posé 

U'U',  =V'V',  =  i, 

formules  qui  déterminent  intrinsèquement  la  surface  dans  l'espace 
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non  eaclidien.  Pour  avoir  les  coordonnées  x%^  x^^  ^39  x^  et,  par 
suite,  la  surface  de  Tespace  ordinaire  correspondante,  il  faut  encore 
intégrer  un  système  complet  d'équations  aux  dérivées  partielles 
que  l'on  forme  facilement,  mais  dont  l'intégration  ne  semble  pas 
très  aisée.  Nous  avons  négligé,  dans  le  calcul  des  cas  particuliers, 
celui  des  surfaces  à  courbure  moyenne  constante  et  une  autre  fa- 
mille de  surfaces  dépendant  d'un  paramètre  qui  sont  applicables 
sur  des  surfaces  de  révolution. 


SÉANCE  DU  7  FÉVRIER  1901. 

PRKSinBNCB  DE  11.    D*OCAGNe. 

Communications  : 

M.  d'Âdhémar  :  Sur  certaines  équations  aux  dérivées  par- 
tielles. 

M.  C.-Â.  Laisant  fait  la  Communication  suivante  : 
Sar  certaines  snitei  récnrrentai. 

1.  Dans  un  Mémoire  sur  les  suites  récurrentes  {Journal  de 
V  Eco  le  Polytechnique,  LXIV*  Cahier,  p.  1 5 1  ;  1894),  M.  d'Ocagne 
a  étudié  les  suites  définies  par  la  relation 

que  nous  écrivons  immédiatement  sous  forme  symbolique.  F(A') 
est  un  polynôme  de  degré  r. 

Si,  en  particulier,  r  =  o,  c'est-à-dire  si  le  premier  membre  de 
la  relation  ci-dessus  est  une  constante,  la  suite  considérée  est  ré- 
currente, et  son  échelle  de  récurrence 

"x[(«-i)/(i*)]  =  o 

est  d'un  degré  plus  élevé  d'une  unité  que  celui  de/(w).  Comme 
cas  très  particulier,  une  progression  par  diflTérence  de  raison  /i-, 

définie  par 

Uk[u  -  i]  =  h, 
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est  récurrente  du  second  ordre,  et  a  pour  échelle  de  récurrence 

WA[(tt-i)»]  =  o. 

Celle  remarque  a  été  faite  par  M.  d'Ocagne,  à  côlé  d^autres  ré- 
sultats beaucoup  plus  généraux. 

Dans  cette  Note,  je  me  propose  d'étudier  spécialement  les 
suites  où  F(/(r)  =  A,  et  de  chercher  à  déterminer  une  loi  de  for- 
mation simple  du  terme  général. 

.A  cet  ettei,  écrivons  la  relation  de  définition  sous  la  forme 

ou,  symboliquement, 

"a[/(iOJ  =  /*. 

Lorsque  réquation/(jer)  =  o  n'a  pas  de  racine  égale  à  Tunilé, 
il  est  possible  d'exprimer  d'une  façon  très  simple  les  termes  de  la 
suite  (u).  Posons,  en  eOet,  pour  un  indice  quelconque, 

la  suite  (i')  étant  récurrente  et  ajant  pour  échelle/(-c)  =3  o. 
La  relation  (i)  devient 

^tt-hk-h  -n  —  ai{Vn-i-k^i -H  r, )  — . . .  —  a« (P^-h  T^ )  —  A  =  o, 
et,  en  écrivant 


*       I  — «1—...— a„       /(i) 

nous  pouvons  dire  que  la  suite  (u)  s'obtient  en  ajoutant  une 
quantité  constante  à  tous  les  termes  d'une  suite  récurrente  du 
même. ordre  et  de  Ynéme  échelle, 

La  suite  {v)  s'interpole  par  une  fonction  de  la  forme 

1^3  =  A,a7-4-...-+-A«aJ, 

pour  une  valeur  quelconque  de  l'indice,  ai,  .  •  .,  a/i  étant  les  ra- 
cines de  l'équation  f{x)  =  o.  Donc,  la  série  (//)  s'interpolera  par 
la  fonction 

r,  ayant  la  valeur  ci -dessus* 
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2.  Si  réquatioD/(j;)  =  o  a,  au  contraire,  des  racines  égales  à 
Tunité,  il  est  quand  même  possible  d'exprimer  chaque  terme  de 
la  suite  (u)  au  moyen  de  celui  d'une  suite  récurrente  (v)  auquel 
on  ajoute,  non  plus  une  constante,  mais  un  polynôme  en  s, 

Soiif{x)  =  {x  —  i)Po(x)^  et  appelons  Vg  le  terme  général 
d'une  suite  récurrente  ayant  pour  échelle  <p(^)==o.  U  s'ensuit 
qu*on  a 


'"1 


A/af, 


en  appelant  ai,  a2,  ...  les  racines  de  l'équation  ^(jc)  =  o,  dont, 
par  hypothèse,  aucune  n'est  égale  à  l'unité. 
Posons 

U,=  Ç.^  Q(«)  =  ^Z-^  ^Zy 

Q(5)  représentant  un  polynôme  en  s,  de  degré  jd. 

Lorsque  nous  voudrons  former  la  fonction /(m)  ou  ^{u)(u — i)P^ 
nous  pourrons  la  décomposer  en  /(^)-^/{Q,)'  Mais /((^)  sera 
nul,  puisque  la  suite  (i^)  a  pour  échelle  de  récurrence  o(x)  =  o. 
La  fonction /(m)  se  réduit  donc  à/[Q(5)].  Si  le  polynôme  Q(2) 
est  développé  sous  la  forme 

on  pourra  encore  écrire  symboliquement 

Dans  chaque  terme,  le  coefficient  ^i  entre  en  facteur;  de  plus, 
la  fonction /(o:)  étant  ç(a:)(a;  —  i)'',  se  traduit  symboliquement 
par  o{u)(u  —  i^  ou  ff(u)^Pu,  Or,  les  différences/?*^"'*  des 
divers  termes  sont  nulles,  à  l'exception  de  la  dernière,  qui  est 
constante  et  égale  à/?!. 

Soit  maintenant  (o(x)  =  Co-H  C|^  +  c^x^-l-. . .. 

Nous  devrons  former 

et,  dès  l'instant  où  la  différence  /i*^"'',  lP=Pppl  est  constante, 
l'expression  symbolique  w/A^  ou  A'' (P/ est  constante  aussi,  puisque 
l'indice  est  indifférent.  Par  suite,  nous  aurons 

(co-hci-i-c,-+-...;p,,/?! 
ou  encore  '^(i)Pppl. 
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Il  en  résulte  qu'on  aura  finalement 

On  remarquera  la  coïncidence  que  préseule  ce  résultat  avec 
celui  du  numéro  précédent,  lorsque  />  =  o,  c'est-à-dire  quand 
l'équation /(a?)  =  o  n^a  pas  de  racines  égales  à  Tunité. 

Lorsque,  pour  définir  la  suite  (m),  on  se  sera  donné  les  premiers 
termes  i/o,  i/i,  ••.,  i/^i,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  n  termes  seu- 
lement et,  en  outre,  la  valeur  de  hj  on  écrira  les  n  H-  i  équations 

«5=  Aipî  -h  A,pî  4-. .  .^-  A«,p;„ -4-  pt-H  Pi«  M-. . .+  P^-s^ 

pour  les  valeurs  o,  i,  ...,  n  de  ^.  Dans  ces  équations,  pi,  p^»  •••> 
Çm  sont  les  racines  de  ©(x)  =  o,  et  l'on  b  n  =  m+p.  Les  n  in- 
connues sont 

A|,     A|,     ...,    A;,!,    Po,     Pi»     ..•»    Pp> 

c'est-à-dire  également  au  nombre  n  +  i  =  m  +/>  +  i  • 
Il  est  bon  d'éclaircir  ce  qui  précède  par  un  exemple. 
Prenons    une    suite    pseudo-récurrenle    dont    Téchelle    soit 
{u  —  i)'(w  —  2)  =  A,    avec    /i  =  —  6,    et   les   quatre    premiers 
termes  étant  3,  3,  4»  i3  ;  on  en  déduit  immédiatement  que  le  cin- 
quième est  38,  en  développant  /{u)j  ce  qui  donne 

II4  —  5  Ut  +  9  ii]  —  7  «1  -H  ^  Kf  =  —  6. 

Nous  aurons,  d'après  ce  qui  précède,  ©(a:)  =  x —  2,  m  =  i, 

^  =  3,  et 

3=      A,-hPo> 

3=  aA,4-p«-h    ?,-+-     p,H-      p,. 

4=  4A,-hPo-+-2pi-h  4pl-^-  8pj, 
i3=  8A,-hpoH-3p|-f-  9P,-f-27P„ 
38  =  16A, -^  Pt-h  4P, -h  i6p,-4- 6î  p,. 

On  lire  de  ces  équations 

A,  =  i,        Po='^,        ri  =  >»        ?i  =  — ^1        ?»=ii 
et  l'expression  générale  du  lenne  w«  est 

Uz  =  •>.=  -H  -2  -h  5  —  3  c*  -f-  a*, 
connue  il  est  facile  de  le  vérifier. 
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On  peut  se  servir  utilement,  pour  obtenir  la  suite  (w),  du  Ta- 
bleau des  différences.  En  effet,  les  différences  4'*""  [en  général 
(/?-|-  ly*"*»]  provenant  du  poljnome  en  z  seront  nulles,  et  il  ne  • 
restera  plus  que  celles  provenant  des  puissances  de  z  (et,  en  gé- 
néral, des  termes  u)^  lesquelles  forment  elles-mêmes  une  suite  ré- 
currente de  même  échelle,  c^est-à-dire  ici  une  progression  par 
quotient  de  raison  2.  Nous  donnons  ci-dessous  ce  Tableau  : 

3  3  4  i3  38  89  180  333  586... 

o  1  9  25  5i  9r  i53  253 

I  8  16  26  40  62  100 

7  8  10  14  22  38 

I  2  4  8  16 

Vérifions  enfin  que  A  = —  6,  <p(^)  =  x  —  2,  ps=  i,  3!  =6, 
ce  qui  donne  bien  h  =  ^(i)Pppl^  puisque  cp(i)= —  i. 

3.  La  valeur  A=:o(i)P^^!,  que  nous  avons  trouvée  ci-dessus, 
peut  s'exprimer  encore  d'une  autre  manière  assez  remarquable. 
On  a,  en  effet, 

et,  en  prenant  successivement  les  dérivées  jusqu'à  la  /?**"*,  puis 
faisant  a:  =  i ,  on  a 

On  peut  donc  écrire 
et  aussi 

Q^^^^{z)  étant  une   constante,   puisque  Q  est   un   polynôme   de 
degré/?. 

SÉANCE  DU  21  FÉVRIER   1901. 

PRKSIDBNCE   DE  M.   d'oCAGNE. 

Communications  : 

M.  Estanave  :  Sur  le  calcul  de  r. 

M.  Legornu  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  la  yls  sans  fin. 
L'engrenage  à  vis  sans  fin,  destiné  à  relier  deux  mouvements 


XXIX.  10. 
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de  rotation  effectués  autour  d'axes  perpendiculaires  non  concou- 
rants, est  généralement  constitué  par  une  vis  à  filet  carré  assujettie 
à  demeurer  en  contact  avec  un  hélicoïde  développable.  Le  point 
de  contact  décrit  sur  la  surface  de  vis  une  hélice  déterminée,  qui 
tend  à  devenir  une  ligne  d'usure,  sans  que  le  reste  de  la  surface 
soit  utilisé  pour  le  fonctionnement  de  Pappareil. 

Si  Ton  pouvait  faire  en  sorte  que  la  trajectoire  du  point  de 
contact  n'eût  pas  tous  ses  points  à  la  même  distance  de  Taxe  de  la 
vis,  on  remédierait  aisément  à  l'inconvénient  de  Tusure  :  car  il 
suffirait  de  donner,  de  temps  en  temps,  à  la  vis  un  léger  déplace- 
ment dans  le  sens  de  son  axe  pour  faire  travailler,  à  tour  de  rôle, 
des  parties  différentes  de  la  surface. 

Le  moyen  le  plus  simple  de  parvenir  à  ce  résultat  consiste  à 
remplacer  la  surface  de  vis  à  filet  carré  par  une  surface  de  vis  à 

Fig.  I. 


B' 
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1? 

c 
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filet  triangulaire  qu'on  peut  d'ailleurs  prendre  très  peu  différente 
de  la  première.  Mais  alors  la  surface  conjuguée  n'est  plus  un  héli- 
coïde développable  ;  je  me  propose  de  déterminer  ici  sa  nature. 

Soit  AB  l'axe  de  la  vis  triangulaire  et  soit  O  la  trace  du  second 
axe  de  rotation,  perpendiculaire  au  plan  de  la  figure,  que  nous 
supposerons  horizontal  {Jlff*  i).  A  chaque  instant,  la  surface  de 
vis  coupe  le  plan  de  la  figure  suivant  une  droite  DH  inclinée  d'un 

angle  constant a  sur  la  droite  AB.  La  vis  tournant  avec  une 
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vitesse  uniforme,  la  droite  DH  se  meut  avec  une  vitesse  constante 
et  se  comporte  ainsi  comme  une  crémaillère  à  flanc  oblique, 
propre  à  assurer  le  roulement  relatif  d'une  droite  A'B',  parallèle 
à  AB,  située  à  la  distance  constante  R'  de  AB  et  d'une  circonfé- 
rence de  centre  O  et  de  rayon  OC  =  R.  Les  longueurs  R  et  R' 
sont  arbitraires.  Si  nous  abaissons  la  perpendiculaire  CH  surDH, 
son  pied  H  est  le  point  de  contact  de  DH  avec  le  profil  conjugué; 
et,  comme  GH  est  tangent  à  une  circonférence  de  centre  O  et  de 
rayon  OP  =  Rcosa,  le  profil  est  une  développante  HS  de  cette 
circonférence.  La  distance  du  point  H  à  Taxe  AB  croît  propor- 
tionnellement à  l'angle  de  rotation;  il  en  résulte  que,  perpendi- 
culairement à  cet  axe,  le  lieu  des  points  H  considérés  comme 
appartehant  à  la  surface  de  la  vis  a  pour  projection  une  spirale 
d'Archimède.  Ce  lieu  est  d'ailleurs  l'intersection  de  la  vis  avec  le 
cône  engendré  par  la  rotation  de  CH  autour  de  l'axe  AB. 

Il  faut  maintenant  trouver  la  surface  enveloppée  par  des  plans 
tangents  à  la  développante  et  tels  que  chacun  d'eux  vienne  suc- 
cessivement en  coïncidence  avec  un  plan  tangent  à  la  vis.  En  ap- 
pelant h  le  pas  de  la  vis  et  o  le  rayon  de  courbure  PH  de  la  déve- 
loppante, on  trouve  aisément  qu'au  point  H  le  plan  tangent  a  la 
vis  forme  avec  le  plan  de  la  figure  un  angle  i  donné  par  la  for- 
mule 

tangt=  -^  [R'h-( R  sina -H  p)  sina]  cosa, 


ce  qu'on  peut  écrire 
en  posant 


tangt  =  ^ 


27:sinacosa  sina 


R' 
b=  -, hRsina  =  PQ. 


Nous  avons  donc  à  construire  une  surface  développable  \^,  con- 
tenant la  développante,  sachant  que  le  plan  tangent  au  point  pour 
lequel  la  développante,  a  un  rayon  de  courbure  p  coupe  le  plan  de 
cette  courbe  sous  un  angle  «répondant  à  la  formule  qui  précède. 

A  cet  effet,  considérons  une  développante  H'S'  parallèle  à  la 
première,  et  située  à  la  distance  normale  b  de  celle-ci.  Menons 
par  les  tangentes  à  la  courbe  H' S'  des  plans  parallèles  aux  plans 
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tangents  de  la  surface  V*  ^^  P'^"  passant  en  H'  est  incline  de 
Tangle  i  sur  le  plan  de  la  figure.  Il  coupe  à  la  haulcur 

(p  -4-  ^)cotangi, 

c'est-à-dire  a,  le  plan  vertical  passant  par  OP  et,  parconséquent, 
il  rencontre  en  un  point  fixe  l'ordonnée  du  point  O.  On  voit  ainsi 

que  la  nouvelle  surface  est  un  cône  V  .  Les  sections  horizontales 

de  ce  cône  sont  des  développantes  homothétiques  à  H'S'.  Pour  la 

section  faite  à  la  hauteur  5,  le  rapport  d'homothétie  est  i  —  -  et, 

par  suite,  le  rayon  de  la  circonférence  correspondante  est 

# 

R  cosaf  I )• 

Cela   étant,   on  obtiendra  la  surface  cherchée  \]  en  portant 

horizontalement  à  partir  de  chaque  point  du  cône  \^  ,  dans  la 

direction  normale   à  la  développante  qui  passe  en  ce  point,  la 

longueur  constante  b.  Les  sections  horizontales  de  \^  sont  des 

développantes  égales  à  celles  qui  appartiennent  au  cône.  Dans  le 
plan  horizontal  ayant  pour  cotez,  la  rotation  qui  fait  passer  de  la 

section  du  cône  à  celle  de  la  surface  ^^  est ^  •  Cet 

R  cosaf  I j 

angle  augmente  indéfiniment  à  mesure  qu'on  se  rapproche  dn 
sommet  du  cône.  Dans  le  plan  horizontal  passant  par  le  sommet, 
la  rotation  devient  infinie  :  il  est  aisé  de  voir  que  la  section  de  la 
surface  est  alors  une  circonférence  de  rayon  b.  Par  conséquent, 

la  sur/ace  V  peut  être  regardce  comme   l'enveloppe  d'un 

plan  qui  s'appuie  à  la  fois  sur  une  circonférence  et  sur  la  dé- 
veloppante  d'une  autre  circonférence  située  dans  un  plan  pa- 
rallèle, les  deux  circonférences  ayant  leurs  centres  sur  une 
même  perpendiculaire  à  la  direction  de  leurs  plans. 

Voyons  maintenant  quelle  est  la  nature  de  l'arête  de  rebrous- 
sement.  Soit  HF  la  projection  de  la  génératrice  passant  en  H. 
Nous  savons  que  si  F  est  le  point  situé  dans  le  plan  horizontal 

Digitized  by  VjOOQIC 


—  i53  — 

mené  par  le  sommet  du  cône,  la  droite  OF  est  parallèle  et  égale  à 
HH',  dont  la  longueur  est  6.  Pour  une  rotation  c/B  du  rayon  p, 
l'extrémité  H  se  déplace  le  long  de  la  développante  d'une  lon- 
gueur p  M;  Textrémité  F  éprouve  un  déplacement  parallèle,  mais 
de  sens  contraire,  et  égal  à  bd^.  Le  point  de  contact  E  de  HF 

avec  son  enveloppe  partage  donc  HF  dans  le  rapport  g»  c'est-à- 
dire  que  E  se  trouve  sur  le  ravon  OP.  Par  suite,  OE  =  OP  X  r 

et,  comme  l'angle  0,  mesuré  à  partir  du  rayon  aboutissant  au 
pointde  rebroussement  S'  de  la  courbe  H'S',  a  pour  valeur  r\,/  ' 
on  a  la  relation  OE  x  0  =  6.  Donc  : 

L'arête  de  rebroussement  de  la  déi^eloppable  V  se  projette 
horizontalement  suivant  une  spirale  hyperbolique. 

Cette  spirale,  figurée  en  ESE',  passe  par  le  point  de  rebrousse- 
ment S  de  la  développable  HS,  car,  en  ce  point,  le  rayon  vecteur 

est  égal  à  OP  et  l'angle  polaire  à  ^«  Dans  l'espace,  l'arête  de 
rebroussement  est  le  lieu  des  points  de  rebroussement  des  déve- 
loppantes formant  les  sections  horizontales  de  \].  Cette  arête  de 

rebroussement  se  trouve  sur  le  cône  droit  dont  la  base  est  la  cir- 
conférence PSS'  et  dont  le  sommet  est  à  la  hauteur  a  au-dessus 

de  O  en  coïncidence  avec  le  sommet  du  cône  V  •  Si  l'on  déve- 
loppe le  cône  droit  sur  un  plan,  l'arête  de  rebroussement  se  déve- 
loppe suivant  une  spirale  hyperbolique  égale  à  la  première  :  on  le 
reconnaît  immédiatement  en  remarquant  que  les  deux  spirales  ont 
la  même  sous-tangente  polaire  égale  à  b. 

En  résumé  :  la  surface  conjuguée  de  la  vis  à  filet  triangu- 
laire est  la  développable,  lieu  des  tangentes  à  une  spirale  hy- 
perbolique enroulée  sur  un  cône  de  révolution  dont  le  sommet 
est  au  pôle  de  la  spirale  :  les  sections  faites  dans  cette  surface 
perpendiculairement  à  l'axe  du  cône  sont  des  développantes 
des  sections  du  cône;  la  section  dont  le  plan  *passe  par  le 
sommet  du  cône  est  circulaire. 
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SÉANCE  DU  7  MARS  1901. 

PRÉSIDENCE  DE  M.  D'OCAGNB. 

Communications  : 

M.  Eslanave  :  Sur  le  calcul  de  it. 

M.  Emile  Borel  fait  la  Coramunîcalion  suivante  : 

Sur  les  ordres  d'infinitude. 

On  sait  quelle  est  Timportance  de  la  théorie  élémentaire  des 
infiniment  petits:  un  infiniment  petit  principal  x  ayant  été 
choisi,  les  autres  infiniment  petits  sont  comparés  aux  puissances 
positives  de  Tinfiniment  petit  principal;  si  TinOniment  petit  y  est 
telt[ueson  rapport  à  x°^  tende  vers  une  limite  finie  lorsque  j:  tend 
vers  zéro,  on  dit  que  V ordre  infinitésimal  de  y  est  déterminé j 
et  cet  ordre  est  égal  au  nombre  positif  a, 

La  définition  que  nous  venons  de  donner  est  celle  qui  est 
actuellement  adoptée  dans  renseignement;  Cauchy  a  indiqué  une 
définition  difTérente,  souvent  plus  utile  (*)  :  TinGniment  petit  y 
est  dit  d'ordre  a  si,  quelque  petit  que  soit  le  nombre  positif  e,  le 
quotient  • 

y 

tend  vers  zéro,  tandis  que  le  quotient 


37» -ne 


augmente  indéfiniment,    lorsque  x  ei  y  tendent  simultanément 
vers  zéro. 

Pour  éviter  toute  confusion,  nous  dirons  que  l'ordre  infinitési- 
mal de^  est  a  lorsque  les  conditions  de  la  définition  usuelle  sont 
vérifiées,  et  qu'il  est  (a)  lorsque  y  vérifie  seulement  les  conditions 
de  Cauchy  (^)  ;  l'ordre  de  la  fonction  x-  \o%x  est  (a). 


(  '  )  Voir,  par  exemple,  les  Préliminaires  des  Leçons  sur  le  Calcul  différent 
tiel.  Paris,  1829.  —  Œuvres  de  Cauchy,  Série  II,  t.  IV,  p.  281. 
(')  La  notation  (a)  peut  s'énoncer  brièvement:  a  parenthèse. 
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H  est  clair  que  les  déHnitions  précédenles  se  transportent  sans 
difficulté  au  cas  où  j^  et  a?  sont  supposés  infiniment  grands  et 
positifs  au  lieu  d*étre  supposés  infiniment  petits  ;  nous  ferons 
celte  hjpotbèse,  qui  simplifiera  les  écritures  ultérieures  ;  ainsi 
nous  désignons  désormais  par  x  une  variable  positive  infiniment 
grande. 

Notre  but  est  d'étendre  la  théorie  des  ordres  d'infinitude  à  des 
cas  ou  la  valeur  que  l'on  serait  conduit  à  leur  attribuer  serait  zéro 
ou  l'infini  (*). 

Dans  ce  but,  nous  conviendrons  de  dire  que  x  étant  l'infiniment 
petit  principal,  Tordre  d'infinitude  de  e^  est  lo.  Cette  définition 
étant  posée,  nous  conviendrons  que,  si  l'ordre  de  z  considéré 
comme  fonction  de  y  est  et,  tandis  que  l'ordre  de  y  considéré 
comme  fonction  de  x  est  by  V ordre  de  z  considéré  comme 
fonction  de  x  sera  désigné  par  ah.  De  plus,  si  les  ordres  dey  et 
de  z  sont  respectivement  a  et  6,  l'ordre  de  yz  sera  dit  égal 
à  a-\-b. 

Enfin,   si  l'ordre  de  y  considéré  comme  fonction  de  x  est  a, 

l'ordre  de  x  considéré  comme  fonction  de  y  est  — 

Ces  définitions  permettent  d'écrire  immédiatement  les  ordres 
des  fonctions  que  Ton  obtient  en  combinant  les  fonctions  e^fX'^j 
logx  ;  voici  quelques  exemples  : 

c-»'  x^ logx,  U>  2  4-  3  H —  y 

gmjrjogj7»tj  mcoH — m» 

e'^  ,  0)  [i  -+  coa]. 

On  remarquera  que  la  multiplication  n'est  généralement  pas 
commutative;   l'on  n'a  pas  co2  =  aw.  De  plus,  si  Ton  a  toujours 

[6-+-  c]  a  =  6a  -hca, 
l'on  a  généralement 

a[b  -i-  c]-^  ab~\-ac. 


(*)  Cf.  les  travaux  de  du  Bois-Reymond  et  de  M.  Piucherle  sur  les  fonctions 
croissantes.  Je  ne  puis  donner  ici  une  bifailiographie  complète. 

Voir  aussi  mon  Mémoire  sur  les  séries  divergentes,  première  Partie  {An- 
nales de  l* École  Normale,  1899). 
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Les  définitions  précédentes  correspondent  à  la  définition  que 
nous  avons  rappelée  au  début  de  cette  Communication  ;  il  est 
souvent  avantageux  d'y  substituer  une  définition  plus  large, 
analogue  à  la  définition  de  Cauchy. 

Considérons  un  polynôme  tel  que  le  suivant  : 

i=z  ab  -^  çde  -^fg^ 
les  lettres  a^  b^  c^  ..,^  g  désignant,  soit  des  nombres  positifs,  soit 
l'un  des  symboles  w  ou  — .  A  ce  polynôme  i  on  peut  faire  corres- 
pondre^ d'aprcs  ce  qui  précède,  une  fonction  croissante  de  x  bien 
déterminée  ayant  pour  ordre  d'infinitude  t.  Nous  la  désignerons 
par  F(:r,  6),  en  mettant  en  évidence  Tune  des  lettres  b  qui  figurent 
dans  l'expression  de  i\  nous  supposons  que  la  lettre  ainsi  mise  eu 
évidence  désigne  un  nombre  positif  et  non  un  symbole  tel  que  co. 
Supposons  qu'une  fonction  ^  {x)  soit  telle  que  l'on  ait,  quel  que 
soit  le  nombre  positifs, 

hm  --^^  •  , •  =30,        lim  ^rr—c^ — ^  =  0' 

Nous  conviendrons  de  dire  que  VordredHnfmitudej  deo  (pc) 
est  défini  par  la  formule 

j:=^a{h)'>rcde-^fg. 

Il  arrivera  d'ailleurs  souvent  que  la  présence  du  symbole  (6) 
permet,  sans  changer  la  signification  dey,  d'en  simplifier  l'expres- 
sion en  supprimant  certains  termes;  mais  nous  ne  pouvons  entrer 
dans  ces  détails. 

Cette  notation  me  paraît  devoir  être  fort  commode  dans  bien 
des  recherches  ;  j'en  ai  donné  quelques  applications  dans  le  Cours 
que  j'ai  fait  cet  hiver  au  Collège  de  France  (  *  )  ;  pour  le  moment, 
je  me  contente  de  la  signaler,  afin  que  les  mathématiciens  à  qui 
elle  pourrait  rendre  des  services  l'éprouvent  à  l'usage  (^). 

(  *  )  Ce  Cours  sera  publié,  sous  le  titre  de  Leçons  sur  les  séries  à  termes  positifs, 
par  les  soins  de  M.  Robert  d'Adhémar,  qui  travaille  en  ce  moment  à  sa  rédaction. 

(^)  II  est  clair  qu'il  existe  des  fonctions  ?(J7)  dont  l'ordre  d'infinitude  ne 
peut  pas  être  exprimé  par  une  telle  notation,  de  même  qu'il  existe  des  infiniment 
petits  dont  Tordre  infinitésimal  n'est  pas  déterminé  ;  la  théorie  des  ordres  infi- 
nitésimaux est  cependant  fort  utile. 
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SÉANCE  DU   21  MARS  1901. 

PRÉSIDENCE   DE   M.   TOUCHE. 

Communications  : 

M.  ërnst  LiKDELUF  adrcsse  la  Noie  suivante  : 

Sur  le  prolongement  analytique. 

Dans  le  dernier  Tome  de  ce  Recueil,  M.  Borel  a  donné  (*)  un 
exemple  très  simple  d'une  série  de  polynômes  représentant  une 
fonction  analytique  dans  un  domaine  plus  grand  que  le  cercle  de 
convergence  de  son  développement  de  Taylor.  J'ai  élé  conduit  à 
un  exemple  analogue,  mais  plus  général,  que  M.  Borel  a  bien  voalu 
m'inviter  à  présenter  ici. 

Soh/(x)  une  fonction  analytique  définie  par  son  développe- 
ment de  Taylor 

dont  nous  supposons  le  rayon  de  convergence  ilni,  et  soit  A 
Veloile  principale  correspondante,  suivant  la  terminologie  de 
M.  Mittag-Lcifler.  En  menant  par  chaque  sommet  de  A  une  droite 
perpendiculaire  au  rayon  vecteur  en  ce  point,  nous  formerons  un 
polygone  P  limité  par  certaines  de  ces  droites  et  comprenant  tout 
entier  le  cercle  de  convergence  du  développement  (i).  C'est  à  ce 
polygone  P  que  M.  Borel  a  donné  le  nom  de  polygone  de  som- 
mabilité{^). 

Nous  nous  proposons  de  former  une  série  de  polynômes  re- 
présentant la  f onction  f{x)  dans  le  polynôme  P. 

Rappelons  d'abord  le  théorème  général  qui  ramène  la  question 

à  la  recherche  d'un  développement  de  la  fonction    ^    >  théorème 

qui  repose  sur  une  des  plus  belles  applications  de  l'intégrale  de 
Cauchy  ('). 

Supposons  qu'on  ait  obtenu,  par  un  procédé  quelconque,  un 


(*)  Bulletin  de  la  Société  mathématique,  p.  aoo;  1900.  KoiV  aussi  Leçons 
sur  les  séries  divergentes,  p.  170. 

(')  Voir  BoRKL,  Leçons  sur  les  séries  divergentes,  p.  127. 

(^)  Cf,  Borel,  Mémoire  sur  les  séries  divergentes  (Annales  de  l'École 
Normale,  p.  03-65;  1899). 
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développement  de en  série  de  polvnomes, 

(a)  7-^:  =^   (c«(»H-C/iia?-l-c„îa:5-+-...H-c„v.a:v-), 

qui  converge  uniformément  dans  toute  aire  comprise  dans  Tinté- 
rieur  d'un  certain  domaine  X,  renfermant  l'origine  et  dont  le  con- 
tour n'est  coupé  en  plus  d'un  point  par  aucun  rayon  vecteur  issu 
de  l'origine.  Si  l'on  forme  alors,  à  l'aide  des  coefficients  du  déve- 
loppement (i),  la  série 

(3)  2  (c„oaoH-Crtiaia:-+-Crt,ajar«-f-...-4-c„v„«v„^^-), 

elle  sera  uniformément  convergente  et  représentera  la  fonction 
/(x)  dans  toute  aire  intérieure  au  domaine  X,  qu'on  obtient  par 
la  construction  géométrique  suivante  : 

a  désignant  l'affixc  d'un  sommet  quelconque  de  l'étoile  A,  ap- 
pliquons au  domaine  X  la  transformation  homothétique  a/=  olx. 
En  opérant  ainsi  pour  chaque  sommet  de  A,  nous  aurons  un 
nombre,  fini  ou  infini,  de  domaines  homothétiques  à  X;  X  sera 
la  partie  du  plan  commune  à  tous  ces  domaines. 

Toutefois,  X  n'est  pas  nécessairement  le  vrai  domaine  de  con- 
vergence de  la  série  (3),  qui  pourrait,  en  effet,  être  convergente 
en  des  points  extérieurs  à  X. 

Qn  vertu  du  théorème  ci- dessus,  la  question  que  nous  nous 
sommes  proposée  revient  à  celle-ci  ;  Tromper  un  développement 

de  la  fonction  ■ en  série  de  polynômes  qui  converge  dans 

le  demi-plan  P,  situé  à  gauche  de  la  parallèle  à  Vaxe  imagi- 
naire menée  par  le  point  x  r=  i . 

A  cet  effet,  développons suivant  les  puissances  de  j:  -h  w, 

en  désignant  par  n  un  entier  positif;  nous  aurons 

I  I       r         cP-Jrn       /x-hfiY  /ar-h /i\"«-n 

r^  =  ;r:r.  L'-^ TTTT -^ [-ir^ri)  -•••+  (ittt)    J  +  «-»' 

le  reste  R„,  ayant  la  valeur 

Pour  les  valeurs  x  comprises  dans  le  cercle  \x  -\-  n\^i  -^  n  —  s. 
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e  désignant  un  nombre  positif  f\xe,  la  valeur  absolue  de  R„|  ne 
dépassera  pas  la  limite 

i(. — i_r, 

e\         /i-hi/ 
valeur  de  R^  au  point  x=i  —  e  el,   lorsque  e  tend  vers  zéro, 
cette  limite  tendra  également  vers  zéro,  si  l'on  fait  en  même 
temps  croître  m  de  telle  manière  que  l'inégalité 


gi+p 


ait  constamment  lieu,  p  désignant  un  nombre  positif  quelconque. 
En  effet,  il  s'ensuit 

et  celte  dernière  expression  tend  évidemment  vers  zéro^n  même 
temps  que  e. 

Faisons,  en  particulier, 

£=    y >  P  =  »i         m  =  (n-f-i)î-t-i, 

ce  qui  est  conforme  aux  hypothèses  précédentes;  nous  pourrons 
énoncer  les  résultats  suivants  : 

Le  polynôme 
représente  la  fonction    __     dans  le  cercle 


iF -h  n    1 /i  -4-  1  — 


avec  une  erreur  inférieure  à 


Lorsque  n  tend  vers  l'infini,  le  cercle  tendra  à  embrasser  tout 
le  demi-plan  P  et  l'erreur  tendra  vers  zéro;  par  suite  : 

La  série  de  polynômes 

P;(a?)-h[F,(^)-p;(rr)]4-[P;(ar)-P;(a7)]  +  ... 
est  uniformément  convergente  et  représente  la  fonction  — ^ — 

dans  toute  aire  comprise  dans  l^ intérieur  du  demi-plan  P. 
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.  D'après  le  lliéorème  général  énoncé  au  début,  il  ne  nous  fesie 

plus  qu'à  développer  les  ))olynomes  P  suivant  les  puissances  dex, 

puis  remplacer  x^  par  a/x'.  En  désignant,  comme  d'habitude,  par 

C^  le  coefficient  binomial 

nous  arrivons  ainsi  au  théorème  suivant  qui  donne  la  solution  du 
problème  que  nous  nous  étions  proposé  : 

Étant  donné  un  développement  de  Taylor  quelconque  (i) 
dont  le  rayon  de  convergence  n*est  ni  nul  ni  infini;  si  l'on 
pose 

0 

la  série  de  polynômes 

sera  uniformément  convergente  et  représentera  la  fonction 
f{x)j  définie  par  le  développement  (i),  dans  toute  aire  qui  est 
entièrement  intérieure  au  polygone  P. 

La  série  précédente,  d'après  ce  que  nous  avons  déjà  fait  remar- 
quer, pourrait  être  convergente  en  des  points  extérieurs  au  poly- 
gone P.  Si  l'on  cherchait,  pour  la  fonction  f{x)y  un  mode  de 
^présentation  dans  P  qui  diverge  sûrement  en  dehors  de  ce  poly- 
gone, on  serait  amené,  suivant  M.  Mi ttag-Leffler  ('),  à  former 
des  expressions  limites  doubles.  Or,  on  voit  de  suite  que  l'ex- 
pression 

v  =  o  • 

répond  à  la  condition  requise.  Mais  ce  mode  de  représentation  ne 
nous  fournit  pas  une  expression  analytique  valable  dans  P,  dans 
le  sens  propre  de  ce  mot. 


(•)  Sur  la  représentation  analytique  d'une  branche  uni/orme  d'une  fonc- 
tion monogène,  secon<le  et  troisième  Notes  {Acta  Mathematica,  t.  XXIV). 
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EXTRAIT  DES  STATUTS  ET  DU  RÈGLEMENT. 


La  Société  mathématique  de  France  a  pour  objet  l'avancement  et  la  propa- 
gation des  éludes  de  Mathématiques  pu red  et  appliquées.  Elle  y  concourt  par 
ses  travaur  et  ses  publications.  Elle  a  son  siège  à  Paris. 

La  Société  se  compose  de  sociétaires  perpétuels,  de  membres  résidents  et 
de  membres  non  résidents,  en  nombre  illimité. 

Sont  considérés  comme  résidents  les  membres  qui  ont  à  Paris  leur  domi- 
cile ou  leurs  occupations  professionnelles. 

Les  Étrangers  peuvent  faire  partie  de  la  Société. 

Les  conditions  à  remplir,  pour  être  membre  de  la  Société,  sont  les  suivantes  : 
i"*  avoir  été  présenté  par  deux  de  ses  membres  et  agréé  par  le  Conseil  d*admi- 
nistration  ou  par  le  Bureau  agissant  en  vertu  d'un  mandat  du  Conseil  ;  2''  avoir 
obtenu,  à  Tune  des  séances  qui  ont  suivi  la  présentation,  les  suffrages  de  la 
majorité  des  membres  présents;  3"*  avoir  versé  un  droit  d'admission  de  dix 
francs i  te  payer  line  cotisation  annuelle  dont  le  montant  est  de  vin^t  francs 
pour  les  membres  résidents,  et  de  quinze  francs  pour  les  membres  non  résidents. 

La  cotisation  annuelle  peut  toujours  être  rachetée  par  ujoe  somme  de  trois 
cents  francs,  versée  dans  les  conditions  fixées  par  le  règlement  administratif 
de  la  Société. 

Ce  versement  confère  le  titre  de  sociétaire  perpétuel, 

La  cotisation  annuelle  est  payée  au  commencement  de  chaque  exercice  dont 
Torigine  est  fixée  au  i**"  novembre  de  chaque- année. 

Les  nouveaux  membres  doivent  payer  la  totalité  de  la  cotisation  de  Texer- 
cice  en  cours,  quelle  que  soit  l'époque  de  leur  admission. 

La  Société  tient  des  séances  ordinaires  deux  fois  par  mois;  elle  prend 
trois  mois  de  vacances,  en  août,  septembre  et  octobre. 

Pour  assister  aux  séances,  les  personnes  étrangères  à  la  Société  doivent 
être  présentées  par  l'un  de  ses  membres. 

La  Société  publie  par  livraisons  un  Recueil  annuel  qui  a  pour  titre  :  Bulletin 
de  la  Société  mathématique  de  France,  et  qui  contient,  avec  un  extrait  des 
procès-verbaux  des  séances,  dos  Notes  et  Mémoires  sur  les  Mathématiques 
pures  ou  appliquées,  ayant  pour  auteurs  des  membres  de  la  Société,  et  pré- 
sentant quelque  originalité  au  point  de  vue  de  la  méthode  ou  des  résultats. 

Les  livraisons  du  Bulletin  sont  adressées  à  tous  les  membres  de  la  Société, 
au  fur  et  à  mesure  de  leur  publication.  Toutefois,  dans  le  cas  où  un  sociétaire 
se  met  en  retard  dans  le  payement  de  sa  cotisation,  l'envoi  du  Bulletin  est 
suspendu  pour  lui,  jusqu'à  ce  qu'il  ait  acquitté  l'arriéré. 


LIBRAIRIE   GAUTHIER-VILLARS. 

QDAI  DES  GRANDS-AUGUSTINS,  55,  PARIS. 


LUCAS  (Edouard),  Professeur  de  Mathématiques  au  Lycée  Saint-Louis. 
—  Théorie  des  nombres.  Le  calcul  des  nombres  entiers. Le  calcul  des 
nombres  rationnels.  La  divisibilité  arithmétique.  Grand  in-8,  avecfii^.; 

«89' • '5fr. 
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MM-  les  Membres  de  la  Société  sont  priés  d'adresser  leur  cotisation  à  M.  Claiulc^Lafontainc, 

KU!{nier,  rtie  de  Trévisc,  u'  32,  à  Paris ,  Trésorior  de  la  Société. 

'On  s'abonne  et  Ton  trouve  les  Volumes  déjà  publiés  au  siège  de  la  Société  et  à  la  PîI5çaiwe^T/> 
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ftmhier-Yillars,  f>5,  quai  des  Grands-Augustms,  Pans.  o 


I«es  sëaiiee*  de  la'  Société  iiintltématique  ont  lieu  les 
lireniier  et  troisième  niereredis  de  eliaque  mole  ii 
Il  lieuree  et  demle^ 

Ifepnie  le  l**-  More  ISIMI  lee  eëiineee  de  Jo  Seelëté  ont 
lien  dons  une  soljie  de  la  Vaealté  des  Seienees  (entrée 
liJaee  de  la  ëorbonne,  eseolier  tout  au  %out  de  la  gale- 
rie» deuxième  étage  à  droite). 

liosiltelnlire»  de  la  Soeléfé  ont  dû  recevoir  une  carte. 
Ifbrtant  le  timbi*e  du  Secrétariat,  leur  donnant  accès  à 
la  BIMIotlièque  de  r  Université,  et  fournissant  à  ce  sujet 
les  renseignements  nécessaires;  ceux  i|tii  ne  |>uraient 
pas  reçue  sont  priés  d*en  informer  le  Secrétariat. 

•lia^  éorrotfpondanee  peut  être  adressée,  soit  à  la 
Faculté  des  Sciences,  place  de  la  Sarbonnè,  soit  au  dontl- 
elle  de  l'un  dés  secrétaires,  de  préférence  à  M«  Hlittely 
•tauf  ce  qui  concerne  la  rédaction  du  Bulletin  qui  doit 
être  adressé  de  préférence  k  M.*  Borel* 


AVIS. 


Dans  «a  séance  du  2  février  i883,  le  Conseil  de  la  Société  ma- 
lliémaliquc  de  France  a  décidé  qu'à  Va  venir  tout  Membre  de  la 
Société  qui  voudra  compléter  sa  collection  du  Bulletin  aura  le 
droit  personnel  de  le  faire,  une  seule  fois  pour  chacun  des  volumes 
publiés  avant  son  admission,  aux  prix  suivants  : 

Le  volume. 

Dix  volumes  au  moins. . . .  • i,6o 

Be  cinq  à  neuf  volumes 5, 00 

Moins  de  cinq  volumes. 6,00 


J)an5  sa  séance  du  28  février  1900,  le  Conseil  de  la  Société 
mathématique  de  France  a  décidé  qu'à  l'avenir  tout  Membre  de 
la  Société,  auteur  d'un  travail  quelconque  inséré  dans  le  Bulle-* 
tin  et  désirant  en  obtenir  des  tirages  à  part,  devra  en  falro  la 

demande  en  retournant  l'épreuve  corrigée. 

Si  le  nombre  demandé  ne  dépasse  pas  cinquante,  les  frais  du 
llrii«^e  à  part  seront  faits  par  la  Société. 


Coiiforméniout  à  des  décisions  j)rises  parle  Conseil  et  par  la 
Commission  d'impression  : 

I"  Le  /JuUetin,  depuis  le  Tome  XXVII,  paraît  tOUS  les 
trois  mois. 

:>/'  Les  auteurs  de  tous  les  travaux  destinés  au  Bulletin  soni 
instamment  priés  d'inscrire  en  tête  de  leurs  nianuscrîts  la 
(classification  i\uc  leur  assli;ne,  d'après  le  sujet  traité,  Vlndex  du 
Ju'pcrtoire  bibliagrapJiifjue  des  Sciences  matkéntatiques, 

vV  lis  sont  éi^alemenl  invites  à  ne  pas  dépasser,  autant  que  pos- 
sll»le,  la  proporiion  de  une  figure  pour  quatre  pages  de  terte 
in)primé.  ^ 
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MÉMOIRES. 


SUR  LES  RAPPORTS  ENTRE  LE  CALCUL  MÉCANIQUE 
ET  LE  CALCUL  GRAPHIQUE; 

Par  M.  L.  Torres. 

Il  s'agît  ici,  bien  enlendii,  non  des  calculs  numériques  exécutés 
par  des  arilhmomètres  et  autres  appareils  analogues,  mais  de  la 
construction  mécanique  des  formules  qu'on  veut  calculer.  La  pos- 
sibilité de  celte  construction  a  é(é  établie  par  moi  dans  un 
mémoire  intitulé  Machines  à  calculer,  que  l'Académie  des 
Sciences  a  ordonné  d'insérer  dans  le  Recueil  des  Savants  étran- 
gers, et  dont  les  premiers  mots,  que  je  copie  ici,  ont  pour  but 
d'expliquer  ce  que  veut  dire  la  locution  construire  une  formule 
mécaniquement  : 

«  On  exprime  souvent  en  Mécanique  les  liaisons  qui  existent 
entre  les  différents  points  d'un  système,  en  écrivant  les  équations 
de  condition  que  ces  liaisons  établissent  entre  les  valeurs  simul- 
tanées des  coordonnées  de  ces  points.  Les  liaisons  se  trouvent 
ainsi  parfaitement  déOnies  ;  elles  permettent  tout  mouvement 
compatible  avec  les  équations  et  empêchent  tout  mouvement  qui 
soit  incompatible  avec  celles-ci.  Imaginons,  pour  fixer  les  idées, 
qu'on  ait  construit  un  système  dans  lequel  le  nombre  de  points 
liés  soit  n,  et  le  nombre  d'équations  établies  par  les  liaisons  entre 
les  valeurs  simultanées  de  leurs  3  n  coordonnées  soit  A*.  Nous  pour- 
rons faire  varier  arbitrairement  on  —  A:  de  ces  coordonnées,  car, 
à  chaque  instant,  aux  3  /?  —  k  valeurs  de  ces  variables,  que  nous 
avons  prises  comme  indépendantes,  correspondront,  pour  les 
k  coordonnées  restantes,  k  valeurs  tirées  des  équations  de  condi- 
tion, et  précisément,  le  système  doit,  par  définition,  coordonner 
les  mouvements  de  tous  ses  points  de  telle  sorte  que  les  équations 
soient  constamment  vérifiées. 

»  On  pourra  donc  dire  qu'en  construisant  un  pareil  système 
on  construit  les  équations  qui  en  définissent  les  liaisons, » 

On  peut  se  donner  des  équations  de  condition  quelconques  et 

XXIX.  1  1 
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conslruire  un  système  où  cUes  soient  réalisées.  La  construction da 
système  est  toujours  possible  en  théorie;  cela  est  démontré 
î  ;ns  mon  Mémoire;  je  ne  puis  pas  répéter  ici  ma  démonstration; 
je  nie  contenterai  de  renvoyer  le  lecteur,  soit  au  Mémoire  qui  doit 
paraître  bientôt,  soit  au  Rapport  de  M.  Appell,  qui  se  résume  en 
ces  termes  (*): 

«  En  résumé,  M.  Torrès  a  donné  une  solution  théorique, 
générale  et  complète  du  problème  de  la  construction  des  relations 
algébriques  et  transcendantes  par  des  machines.  » 

Je  voudrais  faire  voir  dans  cette  Note  l'étroite  parenté  théo- 
rique qui  existe  entre  la  méthode  de  calcul  par  le  trait,  devenue 
classique  depuis  longtemps,  la  méthode  des  abaques,  constituée 
tout  récemment  en  corps  de  doctrine  par  M.  d'Ocagne  (2),  et  la 
méthode  mécanique  dont  je  viens  de  parler.  On  peut  dire,  en 
vérité,  qu'elles  conduisent  toutes  trois  à  la  détermination  d'une 
figure  dans  laquelle  les  valeurs  à  calculer  se  trouvent  représentées 
par  certaines  grandeurs  géométriques.  Seulement,  les  procédés  à 
suivre  pour  obtenir  cette  figure  varient  totalement  d'un  cas  à 
l'autre. 

Dans  le  calcul  par  le  trait,  chaque  variable  d'une  formule  est 
représentée  par  la  grandeur  d'un  certain  élément  d'une  figure 
tracée  suivant  une  loi  donnée.  11  faut,  pour  chaque  cas  particulier, 
conslruire  une  figure  spéciale  ;  on  suit  toujours  la  même  loi, 
mais,  dans  chaque  cas,  on  opère  surdes  grandeurs  difTé  renies  des 
éléments  connus. 

Un  abaque  est  l'ensemble  de  toutes  les  figures  construites  sui- 
vant la  même  loi  ;  les  valeurs  particulières  des  quantités  connues 
permettent  de  déterminer  dans  chaque  cas  la  figure  qu'il  faut 
considérer. 

Une  machine  est  une  figure  construite  suivant  une  certaine  loi, 
avec  des  éléments  de  grandeur  variable  ;  on  peut  dire  que  dans 
la  machine  sont  virtuellement  construites  toutes  les  figures  se 
conformant  à  la  loi  donnée.  Les  valeurs  particulières  des  quanlilcs 

(•)  Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences,  t.  CXXX,  séance 
du  2  avril  1900. 
{')  Traité  de  IVomographiey  par  Maurice  d'Ocagne.  Paris,  Gauthier-Villars: 
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connues  permellcnt,  dans   chaque   cas,  d'amener  la  machine  à 
prendre  la  position  qu'il  faut  considérer. 

Un  exemple  éclaircira  ce  que  je  viens  de  dire. 

Supposons  qu'on  veuille  calculer  le  produit  de  deux  facteurs 

La  Jig,    I    indique  une  construction   d'après   la  méthode  de 

Fig.  I. 


calcul  par  le  trait.  Sur  deux  lignes  ÂB,  CD,  perpendiculaires 
entre  elles,  on  prend  les  segmenls  OC  =  i ,  Cm  =  x.  On  =y]  on 
trace  la  ligne  0/w  et  la  ligne  /lE,  parallèle  à  CD,  et  l'on  a  évidem- 
ment np  =  ^. 

Cette    figure    et,    en    principe,    toutes  les    autres    analogues, 
sont  contenues  dans  l'abaque  (Jig^  2)  qui  n'exige  aucune  explica- 
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lion,  h^  Jig,   I  y  a  été  mise  en  évidence  au  moyen  de  traits  plus 
forls. 


Digitized  by  VjOOQIC 


-  164  — 
La  machine  (Jig^  3)  se  compose  : 

D'une  plaque  ÀBMN,  qui  porte  une  rainure  CD; 
D'une   règle  R  qui  tourne  autour  du  point  O  et  porte  une  rai- 
nure FG; 
D'une  règle  en  T,    R'  portant  une  rainure  HI,  guidée  par  les 

*       Fig.  3. 

A .B 


goupilles  a  qui  lui  permettent  seulement  un  mouvement  de 
translation  dans  la  direction  AM  ; 
Et,  finalement,  deux  goupilles,  /n,  /?,  engagées,  la  première  dans 
les  rainures  CD,  FG,  et  la  seconde  dans  les  rainures  FG,  HI. 

Cette  machine  aflecte,  dans  sa  position  actuelle,  la  même  forme 
que  nous  venons  de  considérer  {^fig*  i),  mais  cette  position  peut 
changer  et,  en  principe,  on  peut  faire  prendre  à  la  machine 
toutes  les  figures  obéissant  à  la  loi  qui  a  présidé  à  sa  construction. 

L'analogie  (*)  devient  encore  plus  intime  quand  on  compare 

(')  Elle  D'apparalt  pas  toujours  avec  la  même  c\idcnce,  car  chaque  méthode 
emploie  les  solutions  particulières  qui  lui  conviennent  le  mieux. 

Dans  les  calculs  par  le  trait,  on  n'admet  en  général  que  des  droites  et  des  cer- 
cles, pour  éviter  des  dessins  longs  et  pénibles  dans  chaque  cas  particulier.  Dans 
les  abaques,  on  tient  plutôt  à  ce  que  la  figure  qui  correspond  à  chaque  cas  parti- 
culier se  compose  de  peu  de  lignes,  pour  que  la  réunion  de  toutes  ces  Ogures, 
c'est-à-dire  Tabaque,  soit  aussi  claire  que  possible;  on  peut  par  contre,  puisque 
les  fîgures  sont  dessinées  une  fois  pour  toutes,  y  employer  toutes  sortes  de 
ou  rbes.  Dans  les  machines,  on  est  très  limité  quant  au  choix   des    mécanismes 
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les  machines  aux  abaques  à  plusieurs  plans  (*).  l^dijig.  2  de  mon 
Mémoire  présente,  si  l'on  veul,  Tabaque  de  la  multiplicalion  à 
points  alignés(^)  et  une  figure  schématique,  tracée  pour  expliquer 
en  principe  une  de  mes  machines,  que  j'ai  communiquée  à 
M.  d'Ocagne,  a  été  étudiée  par  lui  comme  un  abaque  (^). 

La  différence  essentielle  consiste  en  ce  que,  dans  les  machines, 
les  diiTérents  organes  sont  liés  mécaniquement,  tandis  que,  dans 
les  abaques,  les  liaisons  sont  simplement  formulées;  elles  sont 
indiquées  dans  les  instructions  qu'on  donne  sur  la  manière  de 


par  des  exigences  pratiques  bien  connues;  elles  conduisent  ordinairement  à  des 
solutions  qui  cachent  l'analogie  dont  je  viens  de  parler.  I/engrenagc  de  deux 
roues  dentées,  par  exemple,  ne  met  pas  clairement  en  relief  Texistence  de  cette 
figure  variable.  Elle  y  est  pourtant  ;  on  pourrait,  en  admettant  dans  le  calcul 
par  le  trait  l'emploi  de  courbes  quelconques,  calculer  un  angle  a',  n  fois  plus 
grand  qn'un  angle  donné  a,  au  moyen  de  la  construction  suivante  :  On  trace 
(fis-  4)  u"e  circonférence  O,  de  rayon  /i,  et  une  autre  O',  tangente  à  la  première, 

Fig.  4. 


de  rayon  1;  on  prend  sur  le  cercle  O  un  angle  aOm  =  a  et  l'on  trace  l'épicycloïdc 
passant  par  le  point  m,  que  tracerait  un  point  du  cercle  O'  quand  celui-ci  rou- 
lerait sur  le  cercle  O;  l'angle  cherché  est  nO' a.  Matérialisons  l'épicycloïdc  au 
moyen  d'une  rainure  tracée  sur  un  plan  qui  tourne  autour  du  point  O  et  rem- 
plaçons le  point  n  par  une  goupille,  engagée  dans  cette  rainure,  et  fixée  dans 
un  plan  qui  tourne  autour  du  point  O'.  Le  tracé  graphique  est  devenu  machine  ; 
il  n'y  a  plus,  chacun  le  sait,  qu'à  employer  plusieurs  épicycloYdes  et  plusieurs 
goupilles  pour  obtenir  une  paire  de  roues  dentées. 

(  •  )  Étudiés  par  M.  d'Ocaone,  dans  son  Traité  de  JVoniographie,  p.  3ij3  et  897. 

(')  D'Ocagne,  Le  Calcul  simplifié  par  les  procédés  mécaniques  et  gra- 
phiques, p.  109,  et  Traité  de  Nomograpliic,  p.  iVi. 

(^)  Traité  de  JVomographie.  p.  366. 
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placer  les  diflférents  plans  les  uns  sur  les  autres  au  moment  de 
consulter  Tabaque.  Supposons  que,  dans  la  machine  {^fig-  3),  les 
règles  R,  R'  deviennent  des  feuilles  transparentes,  que  les  gou- 
pilles deviennent  des  points  et  que  les  rainures  deviennent  des 
lignes  :  nous  aurons  transformé  la  machine  en  un  abaque  à 
trois  plans  :  les  règles  à  suivre  pour  superposer  convenablement 
ces  plans  dans  chaque  cas  particulier  seront  facilement  imaginées 
par  le  lecteur.  Ce  serait  partout  la  même  chose,  seulement,  les 
connexions  indiquées  entre  les  plans  sont,  en  général,  trop  com- 
pliquées pour  être  réalisées  mécaniquement. 

Dans  la  construction  des  fonctions  explicites,  Tanalogie  est  tou- 
jours complète  ;  c'est  dans  la  résolution  d'équations  qu'il  y  a  lieu 
d'établir  des  différences  fondamentales. 

Une  formule,  a=F(.r,  y^  s,  w,  . . .)  étant  donnée,  on  peut 
toujours,  en  suivant  l'une  quelconque  des  trois  méthodes  qui 
nous  occupent,  déterminer  a  en  fonction  de  j:,  y,  s,  m,  .... 
Peut-on,  également,  déterminer  une  de  ces  dernières  variables 
en  fonction  de  a  et  de  toutes  les  autres? 

Le  calcul  par  le  trait,  tel  qu'on  l'applique  ordinairement,  ne 
donne  en  général  aucune  solution  pour  ce  problème;  il  faut  une 
construction  spéciale  pour  calculer  chacune  des  variables.  Il  y  a 
pourtant  des  cas  où  les  constructions  faites  pour  calculer  une 
fonction  explicite  donnent  des  solutions  très  élégantes  pour  cal- 
culer quelques-unes  des  autres  variables. 

La  méthode  des  abaques,  quand  elle  est  appliquée  dans  toute  sa 
pureté,  quand  chaque  variable  est  représentée  par  une  seule 
graduation  et  qu'on  a  exécuté  d'avance  toutes  les  constructions 
pour  tous  les  cas  particuliers  qu*on  aura  à  considérer,  permet  de 
calculer  n'importe  laquelle  des  variables  en  fonction  de  toutes 
les  autres.  En  particularisant  celles-ci,  on  détermine  la  figure 
qui  correspond  au  cas  considéré  et  Ton  n'a  plus  qu'à  lire  sur 
cette  figure  la  valeur  de  l'inconnue  ou  des  inconnues  (*). 

Dans  les  machines  on  peut  toujours,  je  l'ui  déjà  dit,  construire 


(')  Ce  procédé  de  constructioa  est  applicable  seulement  aux  formules  qui 
satisfont  à  certaines  conditions  étudiées  par  M.  d'Ocaone,  dans  une  savante 
analyse,  à  la  liii  de  sdh  Traité  de  Nomo graphie. 
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aimporte  quelle  ibnclion  explicite  ou  implicite,  puisqu'on  con- 
struit réellement  toutes  les  liaisons  qui  existent  entre  les 
variables. 


\ 
SUR  L'UTILITÉ  DES  EXEMPLES  GINËMATIQUES  DANS  L'EXPOSITION 
DES  THEORIES  MATHÉMATIQUES; 

Par  M.  L.  Tourès. 


I.  Les  malhémaliciens  emploient  volontiers  des  exemples  géo- 
métriques pour  illustrer  leurs  explications  ;  ils  trouveraient  sou- 
vent, je  pense,  plus  d^avantage  à  employer  des  exemples  cinéma- 
tiques  qui  seraient  généralement  plus  exacts  et  plus  suggestifs. 
Dans  une  figure  géométrique,  tout  est  constant;  ce  n'est  que  par 
des  artifices  plus  ou  moins  ingénieux  qu'on  peut  y  considérer  des 
quantités  variables  dépendantes  les  unes  des  autres  ;  la  figure  ne 
sera  jamais  qu'une  image  symbolique  des  relations  qu'elle  repré- 
sente. Dans  une  machine,  ces  relations  seront  construites,  elles 
existeront  réellement,  nous  les  verrons  agir  et  nous  aurons  ainsi 
une  représentation  matérielle  des  faits  ou  des  lois  que  nous  vou- 
drons mettre  en  évidence. 

Il  n'y  aurait  là,  à  vrai  dire,  aucune  nouveauté,  puisqu'on  prend 
souvent  comme  exemple  des  figures  dont  la  forme  peut  varier 
d'après  certaines  lois,  c'est-à-dire  des  systèmes  mécaniques 
idéaux,  mais  je  pense  qu'on  devrait  recourir  d'une  manière  plus 
systématique  à  des  exemples  de  ce  genre  et  même,  quand  il 
serait  possible,  construire  des  appareils  de  démonstration.  On  y 
arriverait  parfois  très  facilement  ;  ainsi  l'appareil  que  j'ai  l'hon- 
neur de  vous  présenter  n'est  qu'un  système  articulé  très  simple 
qui  sert  à  construire  une  foni:tion  à  deux  déterminations  avec 
deux  points  critiques  (*). 

II.  Sur  la  plaque  qui  porte  le  svstème  articulé  sont  dessinés  les 
trois  tableaux  carrés  A|,  Ao,  B  (  y/^.  i). 

(')  Cet  appareil  a  déjà  clé  présenté  par  moi  à  rAllicnéc  de  Madrid.  Ateneo 
de  Madridy  curso  de  i9()o  à  1901.  —  Sesion  inaugurul  de  la  Secrion  de  Cicnrias 
exactas,  fisicas  y  naturales,  celcbrada  ol  19  de  Noviciiibrc  de  lyoo;  Madrid,  kjou. 
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Les  six  points  X,,  Y,,  Xa,  Yo,  Z,  U  représenlent  autant  de 
variables  que  nous  désignerons  respectivement  par  les  lettres 
^o^M  ^2î>'2j  ^î  '^-  Chacun  de  ces  points  reste  toujours  sur  le 
même  tableau  et,  pour  qu'on  puisse  lire  les  valeurs  des  variables 
ainsi  représentées,  on  a  tracé  Téchelle  des  imaginaires  pures,  I, 


Fig.  I. 

-10 

R      0 

♦ÏO 

1 

.  1 .  .  .  .  I .  .  .y 

S-j.  '  ■ 

y 

A, 

•x-, 

J 

1»»^ 

B 

^ 

^ 

A?'^ 

~^ 

,: 

>^ 

/ 

y^ 

y^^ 

y 

--y 

A.x; 

0~ 

1 

V 

V 

^ 

0- 

^-^ 

^ 

- 

v,J 

<. 

>-=: 

■--. 

^:>îf^^ 

.-"•'^ 

lOV^ 

A, 

6 

tt. 

-1 

3 

''r' 

'  1  ■  ■ 
o 

■  1  1  1 

♦  K) 

-10 

'r 

O 

.!>     1 

et  les  trois  échelles  des  quantités  réelles,  R^  ainsi  dans  la  posi- 
tion représentée  par  la  figure  nous  aurons  : 

X,  =  2  -^  4  v/^=^  ;  U  =  —  1,4  -  3,6  v/^^  .... 

Le  point  0|  est  fixe  au  centre  du  tableau  A,,  donc  à  chaque 
position  du  point  Xj  correspond  une  autre  position  du  point  Y|, 
parfaitement  déterminée  par  l'action  des  tiges  X<  «,  X,  6,  Y|  a^ 
Y<  6,  O4 a^Oib]  nous  pourrons  donc  écrire yi  =  F(Xi )•  11  s'agit 
ici  d'une  fonction  qui  n'est  pas  monogène,  mais  ça  ne  fait  rien 
pour  notre  but.  On  répète  dans  le  Tableau  Aj  les  constructions 
que  je  viens  d'indiquer  pour  le  Tableau  A|  ;  les  points  Xj  et  Y2 
sont  liés  par  les  mêmes  connexions  mécaniques  que  les  points 
XoY4;  nous  pourrons  donc  écrire  ya  =  F(x2).  En  outre,  par  l'effet 
des  deux  systèmes  de  losanges  articulés  qu'on  voit  sur  la  figure» 
le  point  Z  sera  toujours  au  centre  de  la  droite  X|  X^,  et  le  point  U, 
au  centre  de  la  ligne  Y4  Yj. 

La  position  de  ce  système  dépend  de  la  position  de  deux  de  ses 
points  que  nous  pouvons  choisir  et  faire  marcher  arbitrairement; 
les  valeurs  simultanéesde  toutes  les  variables  considérées  se  déter- 
minent mécaniquement  en  fonction  de  deux  quelconques  d'entre 
elles.  Nous  pourrons    donc  écrire  z  =  '^{XijX'y) ,  u  ='b{Xiy  ^2)^ 
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ou  bien,  si  nous  voulons  prendre  z  et  u  comme  variables  indé- 
pendantes, Xi=/i{z,u)]  5:2  = /a (5,  u).  Il  n'y  a  pas  moyen  de 
formuler  concrètement  ces  fonctions,  parce  qu'elles  ne  sont  pas 
monogènes  et  ne  peuvent  pas  être  représentées  par  les  symboles 
usuels  (*),  mais  on  peut  déduire  directement,  de  la  considération 
des  liaisons  mécaniques,  quelques-unes  de  leurs  propriétés  que 

nous  avons  intérêt  à  considérer. 

.\  Si  l'on  permute  les  valeurs oTi,  X2,  en  transportant  le  point  Xi  à 

"^        X;  (0,X;  =02X1),  et  le   point  X^  à  X;  (OjX;  =0,  X,),  le 

^  point  Z  devra  se  trouver  après  le  mouvement  dans  le  centre  de  la 

ligne  Xï  Xj',  mais  les  deux  droites  Xi  X2,  X',  X^  sont  les  diago- 

nales  du  parallélogramme  X|  X',  X2X2  et  se  coupent  réciproque- 

^  ment  en  deux  parties  égales;  donc  le  point  Z  ne  change  pas  de 

place,  z  est  donc  une  fonction  symétrique  de  x^  et  X2  et  nous  en 

— '         dirons  autant  de  u]  car  quand  on  permute  les  deux  point5X|,X2, 

— '         on  permute  aussi  les  points  Y|,  Y2  et  cette  permutation  n'altère 

pas  lu  valeur  u. 

En  donnant  des  valeurs  particulières  aux  variables  5,  m,  c'est-à- 
dire  en  amenant  chacun  des  points  Z,  Uà  la  position  voulue  pour 
qu'il  représente  la  valeur  particulière  de  la  variable  correspon- 
dante, nous  déterminerons  une  certaine  position  du  système  ;  mais 
on  aurait  pu  en  avoir  déterminé  une  autre,  celle  qu'on  obtien- 
drait en  permutant  les  valeurs  Xt,  x^»  Chacune  des  variables 
X\^X2  peut  donc  prendre  à  un  moment  donné  l'une  quelconque 
des  deux  valeurs  représentées  simultanément  parles  points  X|,X2 
et  cela  quelles  que  soient  les  valeurs  particulières  de  ^  et  ;^  ;  donc 
en  réalité  les  deux  fonctions  f{{z,u)^f2{z^ii)  sont  une  même 
fonction,  et  nous  pouvons  dire  que  nous  avons  construit  dans 
notre  appareil  les  deux  déterminations  d'une  fonction  de  deux 
variables  à  deux  déterminations,  x=^f{z^  u).  En  rendant  fixe  le 
point  U,  de  manière  à  rendre  la  valeur  u  constante  (et  cela  a  été 
lait  dans  mon  appareil)  nous  aurons  une  fonction  d'une  seule 
variable  à  deux  déterminations  x  =  tz  {z). 


(')  Il  faut  excepter  la  valeurs  exprimée  par  ré.juation 


:-(X,-hX,\ 
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Considérons  maintenant  une  position  de  la  machine  ainsi 
constituée  teJle  qu'on  ait  x^  =  X2  et  faisons  passer  le  point  X|  à 
une  position  infiniment  rapprochée;  le  point  X^  se  déplacera  en 
même  temps  d'une  quantité  infiniment  petite,  et  il  est  très  facile 
de  faire  voir  que,  u  étant  une  fonction  symétrique  de  Xt,  x^^ 
et  ces  deux  variables  étant  égales  dans  la  position  considérée, 
le  déplacement  de  Xj  est  égal  en  grandeur  et  opposé  en  direction 
au  déplacement  de  X^  c'est-à-dire  qu'on  aura  dx2= — dx^. 
Réciproquement,  z  étant  encore  une  fonction  symétrique  de  Xt ,  ^2, 
on  déduit  des  deux  conditions  x^  =^2?  d^2  =  — dxi,  que  cette 
fonction  reste  constante.  Le  point  Z  reste  absolument  immobile; 
il  y  a  donc,  dans  cette  position  de  l'appareil,  un  rapport  infini 
de  vitesses,  c'est-à-dire  un  point  mort;  si  nous  faisons  marcher 
l'appareil  en  agissant  sur  le  point  Z  et  que  nous  voulions  faire 
passer  celui-ci  par  la  position  correspondante  au  point  mort,  le 
mouvement  deviendra  impossible,  et  cette  impossibilité  nous  aver- 
tira de  l'existence  d'un  point  critique  dans  la  fonction  construite. 

Dans  l'appareil  ici  présent  il  y  a  deux  points  critiques,  et  l'on 
peut  observer  la  permutation  des  deux  déterminations  chaque  fois 
que  le  point  Z  parcourt  un  contour  fermé  qui  contient  un  seul  de 
ces  deux  points. 

III.  Les  fonctions  périodiques  sont  très  faciles  à  représenter 
cinématiquement.  Ellesapparaissent,  pour  ainsi  dire,  d'elles-mêmes 
dès  qu'on  transforme  un  mouvement  circulaire  en  mouvement 
continu.  On  peut  en  profiler  pour  construire  des  fonctions  pré- 
sentant des  points  critiques  logarithmiques  ou  des  fonctions  dou- 
blement périodiques. 

Lùjiff.  2  représente  un  appareil  composé  : 

D'une  roue  dentée  qui  tourne  autour  du  point  fixe  o  et  entraîne 

une  lige  on] 
D'une  tige  AB,  portant  une  crémaillère  qui  engrène  avec  la  roue 

dentée,  guidée  par  des  glissières  de  façon  à  ne  lui  permettre 

qu'un  mouvement  de  translation  dans  le  sens  de  sa  longueur; 
Et,  finalement,  d'un  double  losange  qui  relie  le  point  Z,  assujetti  à 

glisser  sur  la  tige  on,  au  point  m,  qui  est  inv2riablemcnt  fixé  sur 

la  tige  AB. 
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Si  nous  faisons  marcher  le  point  Z,  nous  entraînerons  la  roue 
dentée,  la  crémaillère,  le  point  m  et  le  point  W.  Nous  pou- 
vons donc  écrire  w  =/(z). 

Supposons  que  nous  faisions  marcher  le  point  Z  et  qu^après  lui 
avoir  fait  décrire  un  contour  fermé  nous  le  ramenions  à  la  même 
position  ;  si  le  contour  ne  contient  pas  le  point  o,  la  roue  dentée 
est  revenue  à  sa  position  sans  faire  aucun  tour  et,  par  suite,  les 
points  m  et  W  reviennent  à  leur  position  primitive,  tandis  que, 


Fig.    2. 


si  le  point  Z  a  fait  un  tour  autour  du  point  o,  la  roue  dentée  aura 
tourné  pendant  tout  le  mouvement  d'une  circonférence  entière, 
et  le  point  W  se  trouvera  déplacé  dans  le  sens  AB  d'une  distance 
égale  à  7:r(rélant  le  rayon  de  la  roue  dentée). 

o  est  donc  un  point  logarithmique  de  la  fonction  iv. 
Quand  on  fera  parcourir  au  point  Z  un  chemin  déterminé,  à 
partir  d'une  position  connue  de  l'appareil,  la  position  finale  sera 
parfaitement  déterminée,  à  moins  pourtant  que  le  chemin  ne 
passe  pas  parle  point  o;  parce  que,  si  ce  cas  venait  à  se  présenter, 
au  moment  où  le  point  Z  est  en  coïncidence  avec  le  point  o,  la 
position  de  l'appareil  devient  indéterminée,  la  roue  peut  tourner 


Digitized  by  VjOOQIC 


~  172  - 

autant  qii^on  voudra  et  il  est  impossible  de  savoir  quelJe  sera  la 
position  finale  de  Fappareil. 

Il  est  du  reste  facile  de  voir  que  le  mouvement  serait,  dans  ce 
cas,  impossible,  car,  quand  le  point  Z  coïncide  avec  le  point  o,  la 
machine  passe  par  un  point  mort  qui  représente,  comme  toujours, 
un  point  critique  de  la  fonction  construite. 

Je  pourrais  multiplier  les  exemples,  mais  je  ne  le  crois  pas 
nécessaire;  j'ai  assez  dit  pour  qu'on  puisse  juger  si  les  exemples 
cinématiques  pourraient  réellement  être,  comme  je  pense,  de 
quelque  utilité  dans  l'enseignement. 


APPAREIL  STËRËOSGOPIQUB  POUR  METTRE  EN  RELIEF  LES  FIGURES 
GÉOMÉTRIQUES  SE  RAPPORTANT  AUX  FONCTIONS  ELLIPTIQUES; 

Par  M.  A. -G.   GlVEElVHILL. 


Cet  appareil  a  figuré  au  Palais  de  l'Optique  à  l'Exposition 
Universelle;  je  voudrais  le  présenter  aux  Membres  de  la  Société 
mathématique  de  France,  parce  que  j'ai  réduit  de  moitié  le  degré 
des  équations  que  j'ai  données  autrefois,  et  qui  se  rapportent 
aux  figures. 

Ainsi,  en  employant  la  projection  stéréographique,  l'équation 
de  la  chaînette  sphérique  algébrique  1,  qui  dépend  d'un  paramètre 
elliptique  qui  est  le  cinquième  d'une  période,  peut  s'écrire 

2  (v/5T-7)^3_(3/57.,|g)fî_(3/5T-H9)<-H/5T-4-7./Tr- 

0  =  r  arc  sin V  '  i 

5  192  v/3 

^  a  ^^^  ^.^ (v/5T-7)<'  +  (3v/57-i9)<'-(3v/iû-H9)<-/^--  ^_ 

5  102  \/3 


ou 


192/3 

■r'  =      î  [(/ï  -  /5)  ''+  2(>  /5  -^  y/I^)  <  +  (v/5  +  /3-)] 
X      [(/5  +  v/3)<*+2(2v/5-/7=)<-h(/5-v/3)], 

T' =  -  î  [(/5  -  »/3)  <«- -iC'i /5 -4- /T?)  /  +  (v/5  + /3)] 
X     [(/5  +  /T)  <*-  2(2  /5  -)/T:)t  +  (/5  -  /3)], 
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réunissant  0  la  longilude  et  /  la  tangente  de  la  moitié  de  la  dis- 
tance polaire  inférieure. 

La  même  avec  la  chaînette  II,  qui  dépend  d\in  paramètre  qui 
est  le  septième  d'une  période;  et  pour  les  autres  figures,  lignes 
géodésiques,  courbes  de  la  toupie,  chaînettes,  etc.,  dont  on  trouve 
les  équations  écrites  au  dos  des  figures. 

Ces  équations  ont  été  construites  avec  des  intégrales  pseudo- 
elliptiques,  inventées  par  Abel  et  développées  par  Moutard, 
Halphen,  Tchebichef,  Giinlher,  Goursat,  RafFy,  Dolbnia  et  autres. 

Mais  le  degré  des  résultats  donnés  par  la  méthode  d'Abel  est 
quatre  fois,  et  même  huit  fois  plus  grand  qu'il  est  nécessaire. 

C'est  ainsi  que  j'ai  trouvé  que,  pour  le  vingt-deuxième  ordre, 
l'intégrale  pseudo-elliptique  peut  s'écrire  sous  la  forme 

I    /'a:*— n-R   ,          I           .    a7*-H  Aia:3-+- Aja?*-!- Asa? -4- At   /-rr- 
I  =  -    i    ■  , €lx  =  —  arc  sm  = /X| 

I  37* — Al  j:*-f- Aja?*— Asa: -+- Ai    fxr- 

=  —  arc  cos ; vX», 

II  Cl  r     »> 


ou 


En  posant 


Xt  =  (      ar-Hï)(27«-f-PT-hQ), 
X,  =  (  —  a:  -+-  i)  (a:*—  P X  -4-  Q  ). 


P=  \>         Q=^(P*-i)(i-^/i), 


on  trouve  que  la  relation  qui  subsiste  entre  t  ti  n  est  donnée  par 

l'équation  (4o8)  dans  les  Proceedings  London  Math.  Society, 

t.  XXVII,  p.  464. 

C'est  l'équation  d'une  courbe  Cg,  dans  les  coordonnées  (^,  n)\ 

mais  en  posant 

I  I 

1=  ,  71= ■, 

X  -^i  y  -\-  i 

on  obtient  une  Cx,  avec  point  triple  à  l'origine;  et  encore,  en 
posant 

X 

c»ar*— c(2c3— 4c«— 3c  — i)a73-H(c5  — gc*—  3c»-^  5c*-+- 4c -M)a7* 

+  2c(2C^—  4  c'—  8  c*—  4c— i)a:-f-4c*(c-hi)  =  o 

une  bicarrée  en  x. 
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(]elle  bicarrée  peut  se  résoudre  en 

[2 c'a:* —  (2c»  —  4  c' —  3c  —  i)x —  2c(2c*-4-2c-i-  i)]* 
=  (4c»-h8c'-+-  4c-+-i)[(c  — i)ir-h2c]», 

OU,  avec  ^  =  P  —  1, 

[2C»P«— (C4-|)(2C«— 2C  — l)P— (CH-I)(2C«H-4C-+-I)]» 
=  (4c»-^  8c«-h  4c -4- 1)  [(C  —  l)  P -H  C -+- 1]*. 

Aussi  P  et  Q  peuvent-ils  être  exprimés  en  fonction  algébrique 
d'un  paramètre  c;  et  c  peut  être  con3idéré  comme  fonction  de 
l'argument  elliptique 

de 


J  )/Uc'- 


»-h8c*-H4c-i-i) 

l'intégrale  dont  l'irrationalité  icosaédrique  de  Ktein 

r,  =  1. 

Ensuite,  on  trouve  Ai,  Aj,  A4,  A4  etR  en  fonctions  algébriques 
de  c 

Ai=-i(i-^P),        A,  =  .... 

En  désignant  par  a,  p  les  racines  de  X2=  o,  on  trouve 


a- 


K'        I            j    loK'       „  K' 

sn  —  =  -  >  an  =3,  zn  —  = 

II  /y  11  *'  II 


II        a  II  '^  II       ^(a«— p») 

et  la  division  des  fonctions  elliptiques  de  deuxième  étage  par  ij 
est  effectuée. 

On  peut  considérer  la  transformation  du  onzième  ordre  comme 
effectuée  en  même  temps,  puisque  les  coefficients  sont  des  fonc- 
tions symétriques  des  sous-multiplcs;  mais  la  théorie  de  la  trans- 
formation des  fonctions  elliptiques  n'a  pas  d'utilité  dans  les 
applications,  excepté  peut-être  la  transformation  du  deuxième 
ordre  de  Landen,  comme  l'on  trouve  quand  le  paramètre  ellip- 
tique est  la  moitié  d'une  période;  aussi  c'est  la  théorie  de  la 
division  des  fonctions  elliptiques  qu'il  faut  plutôt  développer. 

Vous  avez  émis  le  vœu,  Monsieur  le  Président,  que  les  figures, 


Digitized  by  VjOOQIC 


-  175  - 

dans  les  Traites  de  Géométrie  dans  l'espace,  soient  construites  de 
manière  à  montrer  l'effet  stiéréoscopique  par  les  deux  projections. 

Voici  des  représentations  des  solides  platoniques  qui  peuvent 
servir  comme  type  de  ces  figures  élémentaires. 

La  diagonale  d'une  face  pentagonale  d'un  dodécaèdre  est  le 
côté  d'un  cube  inscrit  dans  la  même  sphère;  aussi  en  supprimant 
les  côtés  et  en  ne  traçant  que  les  diagonales  des  faces  d'un  dodé- 
caèdre, on  obtient  cinq  cubes,  qu'on  a  distingués  par  des  couleurs 
différentes;  ainsi  se  trouve  réalisée  la  conne&ion  entre  (tétraèdre, 
cube,  octaèdre)  et  (dodécaèdre,  icosaèdre). 

Je  voudrais  poser  comme  problème,  à  M.  Tabbé  Decbevrens, 
de  construire  avec  Tingénieux  appareil,  que  nous  avons  admiré 
chez  le  Prince  Roland  Bonaparte,  une  série  stéréoscopique  de 
figures  de  ce  genre,  composées  de  lignes  droites. 

Je  dois  remercier  la  Maison  Amstrong  et  G"",  de  Newcastle, 
pour  ces  reproductions  des  dessins  originaux  de  feu  M.  Dewar; 
pour  avoir  les  figures  ordinaires,  il  faut  les  photographier  à  une 
réduction  d'un  tiers. 

Avec  un  peu  d'exercice  on  peut  arriver  à  se  passer  d'appareil, 
dans  le  cas  où  l'on  emploie  les  cartes  de  dimension  ordinaire. 

Si  l'on  pouvait  faire  diverger  l'axe  des  yeux,  on  obtiendrait  le 
même  résultat  avec  les  figures  agrandies,  mais,  dans  ce  cas,  Ton 
aurait  l'impression  d'objets  placés  derrière  soi. 

Pour  obtenir  l'effet  stéréoscopique  dans  le  cas  des  grandes 
figures,  sans  le  secours  de  cet  appareil,  il  faut  croiser  l'axe  des 
yeux  ;  de  cette  manière  on  aperçoit  une  figure  en  relief,  amoindrie, 
renversée  à  mi-distance. 

Les  figures  sléréoscopiques  de  petit  format,  dont  il  est  question 
dans  cette  Note,  ont  été  remises  à  la  Société  mathématique. 

J'ai  inscrit,  au  dos  de  chacune  de  ces  figures,  les  équations  cor- 
respondantes. 
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SUR  LA  DYNAMIQUE  DES  CORPS  DÉFORMABLES  ; 
Par  M.  L.  Lecornu. 

La  théorie  générale  de  la  rotation  d'un  corps  de  forme  variable 
est  exposée  dans  le  Tome  II  du  Traité  de  Mécanique  céleste  de 
Tisserand.  La  présente  Note  a  pour  objet  de  formuler  quelques 
remarques  qui  se  rattachent  à  cette  théorie  et  qui  concernent  prin- 
cipalement les  propriétés  de  la  force  vive. 

1 .  Je  suppose  que  le  corps  possède  un  point  fixe  O,  et  je  prends 
ce  point  comme  origine  des  coordonnées.  (S'il  s'agissait  d'un  corps 
entièrement  libre,  on  placerait  Torigine  au  centre  de  gravité,  et  il 
n'y  aurait  à  introduire  dans  ce  qui  va  suivre  que  des  modifications 
légères,  faciles  à  apercevoir.)  Je  prends  comme  axes  mobiles  de 
coordonnées  les  trois  axes  d'inertie  principaux  relatifs  au  point  0. 
Désignons  par  A,  B,  C  les  moments  d'inertie  principaux;  par 
/>,  q^  r  les  composantes  de  la  rotation  instantanée  éprouvée  par 
le  trièdre  des  trois  axes;  par/,  g^  h  les  sommes  des  moments  des 
quantités  de  mouvement  relatives  aux  axes,  sommes  qu'on  peut 
appeler,  avec  Tisserand,  les  moments  de  rotation.  Soient  enfin 
L,  M,  N  les  sommes  des  moments  des  forces  appliquées  au  corps. 
En  écrivant,  par  application  du  théorème  de  Resal,  que  la  vitesse 
absolue  du  moment  résultant  des  quantités  de  mouvement  est  . 
identique  au  moment  résultant  des  forces,  on  obtient  immédiate- 
ment les  trois  équations 

^  {Ap  ^f)  -^  (G  ^  B;^/-  4-  qh  -  rg  =  L, 

^^(Cr^h)^{H-\)pq^pff^q/  =S. 

2.  Si  J?',  y^  z^  sont  les  dérivées  de  x,  >',  z  par  rapport  au  temps, 
la  vitesse  dun  point  quelconque  du  corps  a  pour  composantes, 
suivant  trois  axes  fixes  coïncidant,   à   l'instant  t,  avec   les  axes 
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mobiles, 

x'  '\-  qz  —  ry^ 

y  -\-  rx  —  pz, 

z'-\-py  —  qx. 

En  tenant  compte  des  relations 

/  =  I,m(yz'—yz),        A  =  S/n(>«-i-  ^»), 

h  =  I,m(xy—xy)y         C  =  2:m(a7«-+-^*), 
on  trouve  pour  expression  de  la  force  vive  totale 

Sm(ir'*  +  j^'^-f- >5'^)  représente  la  force  vive  relative.  Nous 
l'écrirons,  pour  abréger,  2  m  a;'*. 

Ap^-h  Bq^-+-  Cr*  est  la  force  vive  d^  entraîne  ment. 

Le  troisième  groupe  de  termes,  ^{/p  -^  gq  -\-  hr)^  est  ce  qu'on 
peut  appeler  la/brce  vive  composée. 

3.  A  un  autre  point  de  vue,  nous  ferons  deux  parts  de  la  force 
vive  totale,  et  nous  distinguerons  : 

La  force  vive  utilisable,  qui  subsisterait  seule  si,  par  l'intro- 
duction de  nouvelles  liaisons  intérieures,  on  solidifiait  subitement 
le  système,  de  manière  à  rendre  x^y^  z  indépendants  du  temps; 

La  force  vive  inutilisable,  qui  disparaîtrait  au  même  instant. 

D'après  le  théorème  de  Carnol,  la  force  vive  inutilisable,  ainsi 
définie,  n'est  autre  chose  que  la  force  vive  correspondant  aux 
vitesses  perdues  par  l'effet  des  liaisons.  Pour  l'évaluer,  appelons 
Pht  Çiy  ^1  les  variations  éprouvées  par  p,  q,  r  au  moment  de  Ja 
solidification.  La  variation  de  vitesse  du  point  (^,  J^,  >3)  a  pour 
composantes 

r^x—piz—y, 
Pty  —  qi^--^'- 

On  en  déduit,  pour  la  perte  de  force  vive, 

Sma?'»—  2(.//?i-H^^i-t-/i^i)-+-  A/?î  -hhq]  -+-  C/-J. 

D'aurre  part,  les  équations  (i),  intégrées  pour  le  temps  infini- 

XXIX.  l'2 
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ment  peut  correspondant  à  Tintroduction  des  liaisons,  donnent 

I  A/?,— /  =  o, 

/  Cri- A  =0, 
d'où 

Xp]  -+-  Bq\  H-  Cr}  =  ^1  -+-  ^7,  -4-  Ar,  =-^  h-  i^*  +  ~. 
La  perle  de  force  vive  est  donc 

Telle  est  la  force  vive  inutilisable;  on  voit  qu'elle  est  toujours 
inférieure  à  la  force  vive  relative.  La  force  vive  utilisable  a  consé- 
quemment  pour  valeur 

/"s  rri  h* 

(5)  A/?*-+-B<7*-+-  C/'»-4-  '>UP'^  gq-^hr)-^'~-^^  -h  ^, 
ou,  plus  simplement, 

(6)  A(/? -+-/?,)»+ B(<7 -4- <7,)«-4-C(r-+-r,)«. 

On  arriverait  immédiatement  au  même  résultat  en  remarquant 
que,  les  composantes  de  la  rotation  devenant  p  -h Pij  q -hÇi, 
/•  -f-  Ti,  l'équation  (6)  donne  la  force  vive  du  corps  solidifié. 

On  peut  poser 

p      ff^      A»/^-h^»H-A« 
A  "^  B  "^  C  ~  1) 

en  désignant  par  D  une  quantité  comprise  entre  le  plus  grand  et 
le  plus  petit  moment  d'inertie.  L'expression  (5)  montre  alors  que 
la  force  vive  utilisable  est  la  somme  de  la  force  vive  d'entraîne- 
ment, de  la  force  vive  composée  et  d'une  partie  seulement  de  la 

force  vive  relative,  partie  égale  à*^^ . • 

4.  Les  équations  (2)  font  voir  que  la  vitesse  perdue  ou  gagnée 
en  chaque  point  est  la  différence  géométrique  entre  la  vitesse  rela- 
tive antérieure  à  la  solidification  et  la  vitesse  due  à  une  rotation 
Pif  Çij  ^i'  Celle-ci  n'entraînant  aucune  déformation,  on  peut  dire 
que  toute  la  force  vive  de  déformation  est  inutilisable. 

Pour  que  la  force  vive  soit  entièrement  utilisable,  il  faut  qu'on 
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y'=  nx—ptZ, 
5'  =  />ir  —  gis:- 


Mais  on  a  constamment 

Zmxy  =  I.myz  =  Zmzx  =  o, 
d'où 

l,m{xy  -^yx)  =  2m(ar*— ^*)ri  =  (B  — A)r,  =  o 

et  de  même 

(C-B)/?t=o,        (A-C)çi=o. 

Il  résulte  de  Jà  :  i°  que  le  mouvement  relatif,  s'il  existe,  doit 
se  réduire  à  une  rotation;  2**  que  l'axe  de  rotation  doit  coïncider 
avec  un  axe  principal,  qui  doit  être  en  même  temps  un  axe  de  révo- 
lution de  l'ellipsoïde  d'inertie.  Il  y  a  exception  si  A  =  B  =  C. 
Dans  ce  cas,  la  rotation  peut  s'eflfectuer  autour  d'un  axe  quel- 
conque. 

5.  Étudions  maintenant  le  travail  des  forces  agissant  sur  le  corps 
déformable.  Si  l'on  appelle  X,  Y,  Z  les  composantes  de  la  force 
extérieure  appliquée  au  point  x^  y^  5,  le  travail  des  forces  exté- 
rieures, pendant  le  temps  dt^  est 

dE  =  (L^  -f-  My  H-  ^r)dt  -+-  S(X  dx^\dy-\-l  dz). 

ï(Xflte-h  Ydy-i-  Zdz)esi  le  travail  des  forces  extérieures  dans 
le  monvement  relatif.  Pour  abréger,  nous  l'appellerons  travail 
relatif  et  noua  le  désignerons  par  dF. 

Soit,  d'autre  part,  dl  le  travail  élémentaire  des  forces  inté- 
rieures. 

On  a 

rfE  -^  ^  =  rfT, 

d'où 
dl  =^dT  —  dE  =  d:L{m  x'^-^difp  -^  ^q  -^  hr) 

Mais  les  équations  (i)  donnent 

/?cf(A/> -+-/)-+-  qd{hq  -hg)-^  r€/(Cr-h/<)  ^  {\.p  -t- Mçr -h  ?sr)di. 
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Par  siiilo 

dl  -\-ciF=:  dZ  i  m  x'^  -h  fdp  -h  gdq  -h  kar 


(7) 
^^  ^  -{(pUiX-hq^dB-^r^dC) 

On  voll  qu'une  partie  seulement  du  travail  intérieur  et  du  travail 
relatif  est  employée  à  faire  varier  la  force  vive  relative.  Le  surplus 
contribue  à  modifier  la  rotation  d'entraînement  et  les  moments 
d'inertie. 

L^équation  (7)  peut  d'ailleurs  être  interprétée  exclusivement  au 
point  de  vue  du  mouvement  relatif.  Il  faut  alors  tenir  compte  des 
forces  apparentes,  dont  le  travail  se  réduit  à  celui  des  forces 
dUnertie  d^entraînement.  L'ensemble  de  termes 

(8)  —  (fdp  -t-  ffdq  -h  hdr)  -h  \  (p^dX  H-  q^dB  -^  r^dC) 

représente  doncnécessairementletravaildecesforces.C'est  ce  qu'il 
est  aisé  de  vérifier.  En  effet,  Taccélération  d'entraînement  a  poar 
composantes 

j'x=  q'z  —  ry^(q^'{-r*)x-^pqy-hprz, 
j'y  =  rx^p'z^  {r^  ^  p^)y  -^  qpa:  -^  rq  y, 
jz  =p'y  —  q'^  —  (p^-^q^)^  -^rpqx-^-  rqy. 

Le  travail  des  forces  d'inertie  d'entraînement  est 

—  2/n  {jjc  dx  -^jy  dy  -hj'z  dz) 
ou  bien 

^  fdp  —  gdq  —  hdr -^p^  I,  m(ydy -^  zdz) -h  . , . 
— pq  Z  m  {x  dy  -^  y  dx)  — . . ., 
mais 

:Lni{ydy^zdz)  =  \dk,      ...,         ..., 
'Lni{xdy  -it-y  dx)  =  o^  ...,  .... 

et  Ton  retrouve  ainsi  l'expression  (8). 

6.  Concevons  qu'à  l'intérieur  du  corps  certains  points  exécutent 
des  mouvements  relatifs  assignés  à  l'avance  :  c'est  ce  que  pourrait 
faire,  par  exemple,  un  être  animé  entraîné  dans  le  système,  et 
prenant  des  points  d'appui  convenables  sur  des  parties  rigides. 
De  pareils  mouvements  ont  nécessairement  leur  répercussion 
sur  le  travail  total.  J'ai  déjà  étudié  une  question  semblable  dans 
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le  cas  particulier  de  l'escarpolette,  qui  est  un  système  pesant, 
déformable,  possédant  un  axe  fixe  (Bull,  de  TA.  F.  A.  5.,  1894)- 
La  formule  (-j)  montre  quel  est  l'efTet  de  ces  mouvements  dans  le 
cas  général  d'un  système  possédant  un  seul  point  fixe  et  soumis  à 
des  forces  quelconques.  Le  moteur  entraîné  dispose  arbitrairement 
des  termes  S/wa/^,  y,^,  A,  A,B,C.  Si  l'on  connaît  en  même  temps 
/?,  qr,  r,  on  peut  calculer  le  travail  fourni.  On  voit,  par  exemple, 
qu'une  valeur  donnée  de  dh.  a  d'autant  plus  d'influence  que  son 
coefficient/?*  est  plus  grand  à  l'instant  considéré;  de  même,  l'in- 
fluence de  /  est  mesurée  par  son  coefficient  dp^  etc.  Mais  on  doit 
se  demander  dans  quelles  limites  on  est  maître  de  développer 
par  ce  procédé  de  la  force  vive  utilisable;  ou,  en  d'autres  termes, 
quelle  quantité  de  force  vive  demeure  acquise  après  la  cessation 
des  mouvements  relatifs  qui  lui  ont  donné  naissance.  Voici,  dans 
cet  ordre  d'idées,  un  résultat  qui  me  paraît  assez  remarquable. 

7.  Soit  un  système  dont  aucune  partie  ne  puisse  s'écarter  indé- 
finiment du  point  fixe  et  dont  la  masse  ne  puisse,  à  aucun  mo- 
ment, se  concentrer  tout  entière  au  point  fixe.  Par  suite,  les 
moments  d'inertie  A,  B,  C  demeurent  constamment  compris  entre 
deux  limites  extrêmes,  finies  et  non  nulles,  que  j'appellerai  D4 
et  D2.  Supposons,  en  outre,  que  les  forces  extérieures,  s'il  y  en 
a,  dérivent  d'un  potentiel  uniforme  :  il  est  clair  alors  que,  au 
bout  d'un  temps  quelconque,  ces  forces  ne  peuvent  développer 
qu\in  travail  limité.  Ceci  étant,  je  dis  que  : 

I**  Dans  le  cas  où  il  n^y  a  pas  de  forces  extérieures,  la  force 
vive  utilisable  est  limitée; 

'1^  Dans  le  cas  où  il  y  a  des  forces  extérieures,  si  petites 
qu*on  les  suppose,  la  force  vive  utilisable  peut  croître  au  delà 
de  toute  limite. 

Pour  établir  la  première  proposition,  ajoutons  les  équations  (1) 
multipliées  au  préalable  par  Ap-\-fy  Bq-{-ff,  Cr  +  A.  L'inté- 
gration est  immédiate  et  il  vient 

(9)  (A/>+/)«^-(B^-^^-)«^(G,•-^;^)«=K^ 

K*  désignant  une  constante.  On  aurait  pu  écrire  cette  équation 
a  prioF'iy  car  elle  exprime  simplement  que  le  moment  résultant 
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des  quantités  de  moiivement  esl  constant.  D^autre  part,  la  force 
vive  utilisable  est,  d*après  ce  que  Ton  a  vu, 

.(,.Z)Vb(,.|)Vc(..»)', 

ou  bien 

A'  B  "^  G  ' 

Elle  est  comprise  entre  îj-  et  |t-- 

Pour  établir  la  seconde  proposition,  imaginons  que  le  corps 
soit  divisé  en  deux  parties  U|  et  U3  assujetties  aux  conditions  sui- 
vantes. La  partie  U|  forme  une  sphère  rigide  homogène,  ou  com- 
posée de  couches  homogènes  sphériques  et  concentriques;  cette 
sphère  a  son  centre  à  Torigine.  La  partie  U2  est  immobile  dans 
Tespace  :  à  cet  effet,  chacun  de  ses  points  est  sollicité  par  une 
force  intérieure  F,  égaJe  et  opposée  à  la  force  extérieure.  En 
vertu  du  principe  d'égalité  de  l'action  et  de  la  réaction,  la  partie  U| 
est  sollicitée  par  des  forces  égales  et  opposées  aux  forces  F;  sous 
l'action  de  ces  forces,  elle  tourne  autour  de  son  centre.  Ce  mouve- 
ment n'empêche  pas  la  configuration  de  l'ensemble  U|,  U2  de 
demeurer  invariable.  Les  axes  d'inertie  principaux  de  cet  ensemble 
sont  immobiles;  />,  q,  r  sont  donc  nuls  et  A,  B,  G  sont  constants, 
ainsi  que  les  moments  L,  M,  N  des  forces  extérieures.  Les  équa- 
tions (i)  se  réduisent  à 

dt       ''         Ji       '  '         dt 

D'après  cela,  y,  g,  h  croissent  proportionnellement  au  temps, 
et  la  force  vive  utilisable,  qui  est  égale  ici  à 


./^    .    ^" 


A    '     B     ■     C' 


croît  comme  le  carré  du  temps.  C'est  ce  que  nous  voulions  faire 
voir. 

Observons,  d'ailleurs,  que,  dans  ces  conditions  particulières, 
les  forces  extérieures  ne  fournissent  aucun  travail.  Cela  est  évi- 
dent pour  la  partie  Uj,  qui  demeure,  par  hypothèse,  immobile, 
et,  quant  à  la  partie  U<,  cela  résulte  du  fait  que  des  forces  admet- 
tant un  potentiel  et  appliquées  à  une  sphère  homogène  ou  com- 
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posée  de  couches  homogènes,  concentriques,  ont  une  résultante 
unique  appliquée  au  centre.  Malgré  cette  absence  de  travail,  les 
forces  extérieures  sont  indispensables  pour  permettre  aux  forces 
intérieures  de  développer  le  travail  équivalent  à  Paccroissement 
de  la  force  vive  utilisable. 

Un  exemple  bien  simple  «st  fourni  par  Técureuil  qui  se  meut 
dans  sa  cage  cylindrique.  S'il  grimpe  aux  barreaux  de  façon  à 
maintenir  constamment  son  centre  de  gravité  dans  une  position  fixe 
et  si  Ton  néglige  les  résistances  passives,  la  cage  prend  un  mou- 
vement de  rotation  uniformément  accéléré.  A  l'instant  où  Tanimal 
cesse  d'agir,  Tensemble  conserve  une  vitesse  d'autant  plus  grande 
que  le  travail  a  duré  plus  longtemps.  Au  contraire,  si  la  pesan- 
teur était  supprimée,  le  système,  parti  du  repos,  devrait,  d'après 
le  théorème  des  aires,  revenir  immédiatement  au  repos  dès  que 
l'écureuil  se  tiendrait  immobile.  L'escarpolette  donne  lieu  à  une 
application  du  même  genre. 

8.  On  peut,  d'une  infinité  de  manières,  modifier  le  corps  sans 
altérer  les  moments  d'inertie  principaux  A,  B,  C  ;  c'est  ce  qui  arrive, 
par  exemple,  quand  une  suite  continue  de  points  matériels,  for- 
mant une  courbe  fermée  et  homogène,  circule  le  long  de  cette 
courbe  en  respectant  sa  forme  et  ses  dimensions.  Dans  ces  con- 
ditions, il  n'y  a  pas,  à  vrai  dire,  de  déformation.  Mais  voici  un 
cas  où  les  choses  se  passent  autrement.  Supposons  que  le  système 
comporte  seulement  deux  points  mobiles,  de  même  masse, 
ayant  pour  coordonnées  respectives  x^^  y^,  z^  et  x^^,  y^y  ^i-  Si 
l'on  veut  que  leurs  déplacements  simultanés  soient  sans  influence 
sur  les  moments  d'inertie,  on  doit,  en  appelant  a,  6,  c,  a',  b\  c' 
six  constantes  arbitraires,  s'imposer  les  conditions 

La  solution  générale  est  donnée  par  les  formules 

Xi  =  acos(u-h  a),  Xf=  a  s\n{u  -h  t.), 
7,  =  6cos(a-4-  p),  7,=  6sin(a-+-  P), 
Zi=  ccos(m-h  y),         Zi=  c  s'miu  -+-  y), 

dans  lesquelles  n  cM  une  variable  auxiliaire  et  a,  [3,  •'  sont  de 
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nouvelles  coDstanles  telles  que  Ton  ait 

^ccos(p  —  y)  =  ût',         ca  cos(  Y  —  a)  =  ^'»        «6  cos(a  —  P)  =  c'. 

Lorsque  u  varie,  les  deux  points  décrivent  une  même  ellipse 
dont  le  centre  est  à  Toriginc,  et  ils  se  trouvent  à  chaque  instant 

aux  extrémités  de  deux  diamètres  conjugués.  Si  l'on  pose  ^  =  w, 
les  moments  de  rotation  de  ce  couple  de  points  sont 

w6csin(P — y)»         ci)casin(Y  —  a),         a>a6  sin(a  —  P). 

Ils  sont  donc  proportionnels  à  co,  qui  est  une  fonction  arbi- 
traire du  temps.  Il  est  clair  que,  avec  trois  couples  semblables, 
décrivant  par  exemple  trois  ellipses  situées  dans  les  trois  plans 
de  coordonnées,  on  peut  s'arranger  pour  que  les  moments  de  ro- 
tation y\  g^  h  soient  trois  fonctions  du  temps  arbitrairement 
choisies. 

Ceci  posé,  je  dis  que,  s'il  n'y  a  pas  de  forces  extérieures,  on 
peut  trouver  un  système  de  mouvements  relatifs  capables  de  com- 
muniquer aux  axes  mobiles  un  mouvement  d'entraînement  assi- 
gné à  l'avance.  Appelons,  en  effet,  cp,  A,  9  les  angles  d'Euler.  Ce 
sont  ici  des  fonctions  données  du  temps. 

Les  formules  connues 

/>  =  i]^'  sina»  sinO  -+-  0'  coso, 
q  =  6'cos©  sinô  —  6'  sin  tp, 

r  =  i}/'  cos  6  -H  «>' 

fournissent  immédiatement  /?,  gr,  t\  Si  le  mouvement  relatif  se 
réduit  à  celui  de  trois  couples  de  points  mobiles  dans  les  condi- 
tions qui  viennent  d'être  indiquées.  A,  B,  C  sont  constants. 
D'autre  part,  le  moment  résultant  des  quantités  de  mouvement 
est  un  vecteur  absolument  fixe.  Soient  Ci,  Cj,  Cj  ses  projections 
sur  trois  axes  fixes  quelconques,  projections  qui  sont  constantes. 
Les  cosinus  directeurs  des  axes  mobiles  sont  des  fonctions  con- 
nues des  angles  d'Euler.  On  peut  donc  exprimer,  en  fonction  de 
C| ,  Ca,  Cl  et  du  temps,  les  projections  du  moment  résultant  sur  les 
axes  mobiles.  Mais  ces  projections  sont  égales  àA/?-i-/,  Bgr-j-^, 
et  C/'  +  A.  Comme  A,  B,  C  sont  constants  et  comme/?,  q^  r  sont 
connus,  on  obtient,  sans  aucune  intégration,  les  moments/*,  g",  h. 
Enfin,   on  en    déduit,   par  quadrature,   les  trois  quantités  co  qui 
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règlent  les  mouvements  des  trois  couples  de  points  sur  leurs 
orbites  elliptiques,  et  le  problème  se  trouve  complètement  résolu. 

9.  Inversement,  considérons  un  corps  déformable  qui  .n'est 
soumis  qu'à  des  forces  intérieures  et,  continuant  à  supposer  que 
A,  B,  C  sont  invariables,  donnons-nous,  en  fonction  du  temps, 
les  trois  moments  /,  g^  h.  Pour  trouver  le  mouvement,  il  faut 
intégrer  les  équations  (i),  privées  de  second  membre,  en  considé- 
rant comme  inconnues  les  quantités  /?,  q^  r.  On  peut  écrire  immé- 
diatement rintégrale  des  aires 

(  A/? -i-/)«-t- (B^ -h  ^)«-+- (Cr -H /0«  =  K«, 
ou 

(10)  A*(/?  -<- /?!)«-♦-  B«(^  -H  ^i)«-h  C«(r H-  rt)«=  K«. 

Si  les  moments/,  g^  h  sont  variables,  on  n'aperçoit  pas  d'autre 
intégrale.  Mais,  s'ils  sont  constants,  ce  qui  a  lieu  quand  les  quan- 
tités ci>  du  n^  8  sont  elles-mêmes  constantes^  on  a 

d'où 

(11)  A/?^-<-By«-hCr«=H«. 

Ceci  nous  montre  en  passant  que  : 

Si  les  moments  d^ inertie  sont  constants,  ainsi  que  les  mo- 
ments de  rotation,  et  s'il  n'y  a  pas  de  forces  extérieures,  la 
force  vive  d'entraînement  est  constante,  comme  pour  un  corps 
solide.  En  pareil  cas,  le  travail  des  forces  intérieures  est 
entièrement  employé  à  développer  la  force  vive  relative  et 
la  force  vive  composée. 

Ce  résultat  concorde  avec  l'expression  trouvée  précédem- 
ment (7)  pour  le  travail  des  forces  intérieures. 

Les  deux  intégrales  précédentes,  jointes  à  la  première  équa- 
tion (1),  qui  devient  ici 

A  ^^  H-  (G  —  B)yr  -+-  qh  —  r^  =  o, 

permettent  de  ramener  la  recherche  de  />,  q^  r  à  des  quadratures. 
On  obtient  ensuite  les  angles  d'Euler  par  le  procédé  ordinaire,  -en 
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mettant  simplement  A(^  -+-/>i),  B(y  "^^i))  C(r+  /'i)  à  la  place 
de  A/>,  By,  Cr. 

iO.  Il  est  naturel  de  chercher  une  représentation  géométrique 
du  mouvement  basée,  comme  dans  la  théorie  de  Poinsot,  sur  la 
considération  de  Pellipsoïde  principal  d*inertie.  Je  continue  à 
supposer  que  les  quantités  A,  B,  C,  p^,  q^,  r^  sont  constantes,  et 
qu'il  n*y  a  pas  de  forces  extérieures.  L'axe  instantané  de  rotation 
perce  l'ellipsoïde  d'inertie  en  un  point  dont  les  coordonnées  véri- 
fient les  équations 

-  =-^  =  -  =  i. 
p       q        r       II  * 

Le  plan  II  tangent  en  ce  point  a  pour  équation  (X,  Y,  Z  dési- 
gnant les  coordonnées  courantes) 

AXa:+EY>'-+-CZ«  =  i. 

Les  coordonnées  X,  Y,  Z  du  pied  P  ijlg»  i)  de  la  perpendicu- 


laire abaissée  de  l'origine  O  sur  le  plan  II  sont  données  par 

Si  Ton  remplace  :r,  y^  z  par  /•  »  fi»  ,i»  on  a 
X  kp 


(12 


XJ-f-  Yî^-Z» 
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Ces  formules  prouvent  que  le  point  P  dérive  par  inversion  du 
point  Q,  dont  les  coordonnées  sont  A/>,  B^,  Cr.  Le  produit 
OPx  OQ  est  égal  à  H.  OQ  n'est  autre  chose  que  le  vecteur  ré- 
sultant des  moments  des  quantités  de  mouvement  dues  à  Tentrai- 
nement  (/>,  q^  r).  Soit,  de  même,  OQi  le  vecteur  constant  résul- 
tant des  moments  de  rotation  (A/>|,  Bç^i,  Cri).  Si  Ton  compose 
entre  eux  les  deux  vecteurs  OQ,  OQi,  on  doit  obtenir  un 
vecteur  OR  absolument  fixe.  Q  est  donc  sur  une  sphère  fixe  de 
centre  R,  et,  par  suite,  P  se  trouve  sur  une  autre  sphère  fixe  S 
ayant  son  centre  C  sur  OR.  D^autre  part,  OQi  est  lié  aux  axes 
mobiles. 

Si  Ton  mène  la  droite  QR|  parallèle  à  OR,  elle  rencontre  la 
droite  OQi  en  un  point  R,  tel  que  0R|  =  RQ,  et  l'on  voit  que  Q 
se  trouve  sur  une  sphère  de  centre  R|,  liée  aux  axes  mobiles.  Le 
point  P  se  trouve  donc,  par  rapport  à  ces  axes,  sur  une  sphère  S| 
ayant  son  centre  Ci  sur  OQi .  D'après  les  propriétés  connues  de 
l'inversion,  les  angles  CPQ,  RQP  sont  égaux  et  il  en  est  de  même 
des  angles  Ci  PO,  R|  QO.  Dès  lors,  on  reconnaît  sans  peine  que 
les  triangles  PCO,  PC«  O  sont  égaux  et  que  la  figure  CPC|  O  est 
un  contreparallélogramme. 

Ceci  posé,  le  mouvement  a  lieu  dans  les  conditions  suivantes. 
Soit  un  contreparallélogramme  CPC|  O  dont  les  sommets  C  et  O 
sont  fixes  et  dont  les  côtés  0C|,  C|  P,  CP  sont  trois  barres  de 
longueur  invariable.  La  barre  C|  P  est  guidée  de  manière  à  rester 
toujours  en  contact  avec  la  lige  fixe  OC.  Un  plan  II,  attaché  au 
sommet  P,  porte  une  tige  perpendiculaire  qui  part  de  P  et  glisse 
dans  un  collier  placé  en  O.  L'ellipsoïde  d'inertie,  qui  est  fixé  à 
la  barre  0C|,  reste  constamment  tangent  au  plan  II  et  tourne  à 
chaque  instant  autour  du  diamètre  aboutissant  au  point  de  con- 
tact. La  rotation  élémentaire  déplace  la  tige  OCi,  ce  qui 
entraîne  un  mouvement  correspondant  du  plan  II,  et  Taxe  instan- 
tané se  déplace  progressivement,  de  manière  à  aboutir  toujours 
au  point  de  contact  de  l'ellipsoïde  et  du  plan. 

Le  lieu  du  point  P  dans  l'espace  est  une  courbe  sphérique 
transcendante.  Par  rapport  aux  axes  mobiles,  le  lieu  du  même 
point  s'obtient  en  éliminant  /?,  7,  r  entre  les  équations  (lo),  (1 1) 
et  (12),  ce  qui,  en  remplaçant  A/?,,  Bi/i,  C/'i  par/»  g'i  /«>  donne 
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kis  deux  équations 

H«4-  2H(/X  -H  ^Y  -H  gZ)  -h  (/«-h  ^«-4-  A»—  K«)  (X«4-  Y«4-  Z»)  =  o, 
X«       Y*       Z« 

Ces  équations  représentent  évidemment  la  transformée  par 
inversion  d^une  section  sphérique  d'un  ellipsoïde. 

La  polhodie  (lieu  du  point  M  où  Taxe  instantané  perce  la  sur- 
face de  Fellipsoïde  d'inertie)  est  Tintersection  des  deux  ellipsoïdes 

A«(  Ha: +/>,)«-!- B«(H^-f-^i)« -h  C»(Hz-+-r,)«=K«.' 

Remarquons  encore  que,  si  Ton  mène  par  le  point  de  ren- 
contre S  des  droites  OC  et  PC|  un  plan  II'  parallèle  à  II,  ce  plan, 
perpendiculaire  à  OP,  est  tangent  à  Tellipsoïde  de  révolution  qui 
a  pour  fojers  C«  et  O.  Par  suite,  le  plan  II  est  tangent  à  un  ellip- 
soïde homothé tique,  de  diamètre  double,  lié  aux  axes  mobiles. 
La  polhodie  peut  donc  être  regardée  comme  étant  la  courbe  de 
contact  de  l'ellipsoïde  d'inertie  avec  la  développable  circonscrite 
à  cet  ellipsoïde  et  à  un  ellipsoïde  de  révolution  ayant  son  centre 
en  C|  et  un  foyer  en  O.  De  là  une  nouvelle  manière  de  se  figurer 
le  mouvement.  A  un  instant  quelconque,  l'axe  instantané  de  rota- 
tion est  une  droite  OM  aboutissant  à  un  point  M  de  la  polhodie^ 


et  la  vitesse  de  rotation  est  proportionnelle  à  OM.  La  généra- 
trice MN  de  la  développable  touche  l'ellipsoïde  de  révolution  en 
un  point  N  qui  se  trouve  sur  Taxe  fixe  des  moments,  et  la  droite  ON 
coïncide  avec  cet  axe.  Le  mouvement  s'eflectue  donc  de  telle 
manière  que  chaque  droite  OM  devienne,  à  tour  de  rôle,  axe  de 
rotation,  et  que  la  droite  correspondante  ON  vienne  en  même 
temps  coïncider  avec  l'axe  des  moments  {fig'  2). 


Digitized  by  VjOOQIC 


-  189  — 

On  s'assure  sans  peine  que,  par  rapport  aux  axes  mobiles,  la 
droite  ON,  de  même  que  la  droite  OM,  décrit  un  cône  du  qua* 
trièrae  degré.  Au  bout  d'un  temps  fini,  la  droite  ON  qui,  primiti-» 
vement,  se  trouvait  appliquée  sur  Taxe  fixe,  revient  en  coïncidence 
avec  lui.  A  partir  de  cet  instant,  il  est  clair  que  toutes  les  circon- 
stances du  mouvement  doivent  se  reproduire  dans  le  même  ordre  : 
le  plan  MON  a  seulement  tourné  d'un  certain  angle  autour  de 
Taxe  fixe.  Le  mouvement  qui  nous  occupe  présente  donc  une 
périodicité  analogue  à  celle  du  mouvement  de  Poinsot. 

11.  Quand  rellipsoïde  d'inertie  est  de  révolution,  les  calculs 
se  simplifient.  Si  l'on  a,  par  exemple,  B  =  G,  on  peut  orienter 
les  axes  OjTj  Oz  de  façon  à  avoir,  en  outre,  ^r,  =ri.  Les  équa- 
tions (lo)  et  (i  i)  fournissent  alors  pour  q^-^  r^  et  q  -^r  des  poly- 
nômes du  second  degré  en  p.  On  en  déduit  que  ^  —  r  est  la  racine 
carrée  d'un  polynôme  du  quatrième  degré,  et  la  première  équa- 
tion (i),  qui  se  réduit  à 

montre  que  l'on  n'a  plus  à  envisager  qu'une  intégrale  elliptique. 
Si,  de  plus,  l'axe  des  moments  de  rotation  a  même  direction 
que  l'axe  de  révolution  de  l'ellipsoïde,  on  a  (7,  =  r,  =  o.  H  vient, 
par  suite, 

d'où,  en  appelant  G,  G',  G"  trois  constantes  arbitraires  : 

/>  =  C, 

sr  =  G'co9(g/>,f^-G'), 


r  =  C'sin 


(|y>..-HC-). 


Comme  la  direction  :  A{p  -|-/?<  ),  By,  Br  est  fixe  dans  l'espace, 
le  «mouvement  se  réduit  manifestement  au  roulement  uniforme 
d'un  cône  droit  sur  un  cône  droit  de  même  sommet.  On  arrive- 
rait à  la  même  conséquence  en  remarquant  que,  d'après  l'hypo- 
thèse faite  actuellement,  l'ellipsoïde  d'inertie  et  l'ellipsoïde  auxi- 
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lia  ire  employé  dans  Tarlicle  précédent  sont  deux  surfaces  de 
révolution  ayant  même  axe,  et,  par  suite,  le  triangle  OMN  est  de 
grandeur  invariable. 

Ce  cas  se  réalise,  en  particulier,  quelle  que  soit  la  direction  de 
Taxe  des  moments  de  rotation,  qi:and  les  trois  moments  d^inerlie 
sont  égaux  entre  eux. 

SOm  0MB  IMTÉaRATIOll  PAR  APPROXIMATIONS  SUGGESSIYES; 
Par  tA.  Robert  d^Adhémàr. 

Je  me  propose  de  UrMiv«rrialégrale  de  Téquation 

intégrale  prenant,  ainsi  que  Tune  de  ses  dérivées,  des  valears 
données  sur  une  surface  donnée. 

La  méthode  suivie  permettra  d^ailleurs  d'intégrer  des  éqvtlÛMis 
analogues,  un  peu  plus  difficiles  à  étudier. 

1 .  Je  dois,  tout  d'abord,  rappeler  brièvement  ce  que  j*ai  dit  dans 
une  Note  des  Comptes  rendus  de  r Académie  des  ScieFices{*) 
sur  Téquation 

(a)  A(M)  =  F(:r,j^,^). 

Soit  S  une  surface  à  un  seul  bord.  J'appelle  conormale  en  un 
point  la  droite  symétrique  de  la  normale  par  rapport  au  plan  hori- 
zontal passant  par  ce  point.  Une  dérivée  prise  suivant  cette  direc- 
tion sera  dite  dérivée  conormale,  et  représentée  par  le  symbole 
d^ 

Cela  étant,  l'on   donne  sur   S   les  valeurs  de   u  ^^  ^*  Von 

obtient  alors  la  valeur  de  l'intégrale  en  un  point  (xo,  J^o^  ^o))  si 
par  ce  point  l'on  peut  mener  un  cône  à  axe  vertical  et  dont  les 
génératrices  soient  inclinées  à  4^^  sur  le  plan  horizontal,  cône 
qui  découpe  dans  S  une  aire  à  un  seul  bord  et  cela  sans  aml^i- 
guïté(^). 


(')  Le  n  février  1901. 

(')  Sur  les  données  et  la  surface  qui  les  porte,  voir  la  Gn  de  cette  Noie. 
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L'expression  de  //(x0,j>^oj  ^o)  est  la  suivanle  : 


')"<'..^..'.>-^^.[//X„''v*./jr(,.^-vS)^], 


(S)  étant  Taire  découpée  dans  S  par  le  eÔne  A*  de  lominet 
(^0}jKo)  ^o)]  (^)  étant  le  yolane  iotériear  à  ce  cône  el  limité 
par  (S);  enfin  V  étant  la  fonetion  auxiliaire  suivante  : 


v.:o.(t-VS-) 


[Ton  a  poséy==5  — 5o,  a-^  =  (^  — ^o)^  +  (r  — /o)^]- 

Mais,  sous  cette  forme  (3),  l'on  ne  peai  vérifier  que  l'intégrale 
et  sa  dérivée  conormale  prennent  bien  les  valeurs  données  lorsque 
le  point  (^0)  ^'oi  ^o)  vient  sur  S.  Or  ceci  est  extrêmement  impor- 
tant et  j'aurai  à  y  revenir. 

De  mémci  avec  la  forme  (3)  on  ne  peut  songer  à  des  approxi^ 
mations  successives. 

Pour  cette  double  raison,  je  vais  rechercher  une  forme  expli- 
cite pour  l'intégrale  (3)  de  l'équation  (a). 

2.  Prenons  donc  l'équation  (2)  avec  la  condition  que,  sur  S, 
u  et  ^  sont  nuls.  (Nous  verrons  pourquoi  l'on  peut  faire  cette 
hypothèse.)  Il  vient  alors 

(4)  2«W(^0,j0,  «0}=   ^-y 

si  l'on  convient  d'écrire 

J'affecte  la  lettre  V  de  l'indice  A  pour  bien  montrer  que  la 
fonction  auxiliaire  V  varie  avec  le  point  A,  (x©,  j^o>  ^0)  i^fig*  ')• 

Nous  devons  évaluer  la  dérivée  -r-^* 

OZq 

Donnons  pour  cela  à  Zq  un  accroissement  infiniment  petit  dzQ. 
A  vient  en  A'  et  l'on  a 


^  «^   *''\k'bc') 
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^K~h 


Évaluons 
On  a  évidemment 


iK^ffÇ       PVAdx^fff  F\j,dz. 

J  J   J^X'b'c'i  •/  •/  J\,kkbb'ctf) 

Considérons  d^abord  la  deuxième  intégrale  V^  ayant  un  signe 

t 

Fig.  I. 


B      B' 

(Z) 

C' 

^ 

\ 

^ 

'N 

constant.  Ton  peut  faire  sortir  F  de  Téiément  différentiel  (théo- 
rème de  la  moyenne);  nous  avons  donc  à  calculer 


//J^*''^' 


le  volume  d'intégration  étant  le  volume  compris  entre  les  deux 

cônes. 

Comme,  d'ailleurs,  on  a 

Va>o, 

nous  augmenterons  l'intégrale  en  augmentant  le  volume,  c'est-à- 
dire  en  remplaçant  S  par  le  plan  horizontal  le  plus  élevé  qui 
ait  un  point  commun  avec  S  (il  peut  être  tangent  à  S,  il  peut  ne 
l'être  pas). 

Application  systématique  du  théorème  de  la  moyenne,  emploi 
de  ce  plan  horizontal  majorant,  voilà  d'ailleurs  la  marche  con- 
stamment suivie  dans  ces  recherches. 

Calculons  donc 


/// 


Va^x. 


AA'BBCC'i 
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Le  volume  se  décompose  uaUirellemeot  en  deux  parties  :  A.PQ 
et  BB'PA'QCC,  mais  la  fonction  V^  jouit  d'une  propriété  remar- 
quable. Pour  tout  volume  conique  régulier  Ton  a 

Donc  notre  intégrale  relative  au  volume  APQ  est  égale  à  0  AA'  el, 

comme  AA'=  dzo,  elle  est  du  troisième  ordre. 
Évaluons  l'intégrale  relative  à  BBTA'QCC  Soit 

Ùj"f  "Cl.  '-  [^  -  \/WF']  ■- 

(Z  est  ia  cote  du  plan  majorant). 
Or 

Ici ,  en  prenant  pour  r  les  limites  voulues  :z  —  ZqCIz  —  ^0  —  dzo^ 
Ton  a 

LMntégrale  relative  à  l'angle  polaire  a  donne  2tc  (constante 
sans  importance).  11  reste  à  intégrer  cette  dernière  expression  par 
rapport  à  z. 

Intégrons,  par  parties,  le  premier  terme.  L'on  obtient 

-^  f        ?. •  ■ ■ T~~>^ ;-;   -  -.-  «-' 


(z  —  Z(, —  dzn)^  n^^* 

./.^^,,,^  ^'  (  -  —  -0 -  dzo  )  \/^iz---Zo)(iz^^c/zl  ' 

XXIX.  •  i3 
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il  faut  ajouter  l'intégrale  du  deuxième  terme 


f  — — ^ ^'i{z  —  Zo) clZ(i^  dzl  dz. 


Laissons  le  terme  tout  intégré  et  réunissons  les  deux  intégrales 
précédentes;  cela  donne,  pour  élément  diflerentiel, 

-\  'i(z—z^)[:i(Z'-Zo) dzo—  dzl] ^ {z  —  Zo—  dzo)* dzo  1 


6 )/'i(Z'-'Zo)dzo—  dz$  ♦ 

Les  termes  en  dzl  et  ds^  dans  le  crochet  donnent  naissance  à 

3  1 

des  termes  en  dz^  et  dz'l  qui  ne  jouent  aucun  rôle,  et  il  reste  à 


considérer 

«/ x.+rfs.  "    \/'l(Z -5n  )  dZn  —  dzl  x/'l  6 


^*,+rfso^  ^'i(z  —  Zo)dzo'-dzl  )/i6 

Ici  encore  nous  n'avons  à  conserver  que 
5 


-       /^^       (z-Zo)^dz 


^^dz,l{Z-zJ, 


3 
le  reste  étant  d'ordre  -  au  moins  en  dzo- 

Nous  obtenons  en  somme 

o 

Les  deux  premiers  termes  tendent  vers  zéro  lorsque  dzo  tend 
vers  zéro.  Écrivons-les 

La  règle  de  l'Hospital  montre  que 


te.  =  o\      N      /      V  2  a    a  13  4  ' 

im(M /5r„-N)  =  limN  (_  î^_  f^...), 


d'où 

lim 
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et  comme 


lim  (  N  )  =  -  -!;  ( Z  -  ^0 )»  log  I  =  o, 

rf3,  =  0  O 


nous  voyons  que  M  s/dzo  —  N  est,  en  dz^^  d'ordre  supérieur  «à  un. 
Donc 

Le  premier  terme  est  seul  à  conserver  et  Ton  a 
(5)  U=  ff  f       Fix,y,z)[W^(x,y;z)-^yj,(x,jr^z)]d'., 

Remarquons  maintenant  que  Ton  a 


d'où 


Va(^,/,  5)  -  VA'(a:,7,  Z)  =  VA'(:r,^',  z  -h  dT^)  -  Va'(:p,^,  s) 


Lorsque  dz^  s'approche  de  zéro,  A'  vient  en  A,  Va-  devient  V^ 
et  l'on  a 


(6) 


résultat  assez  surprenant  par  sa  simplicité. 


(^)  Pour  élre  rigoureux  on  ne  peut  appliquer  celle  formule  que  dans  une  ré- 
gion où  Va'  et  -y^  soient yînù. 

Or  la  première  fonction  est  infinie  sur  la  verticale  passant  par  A'  et  la  deuxième 
est  infinie  sur  le  cône  A'B'C.  On  isolera  donc  la  verticale  par  un  petit  cylindre 
vertical  et  le  cône  A'B'C  par  un  cône  ou  un  hyperbolo'ide  intérieur  à  ce  cône. 
Dans  les  petits  volumes  ainsi  isolés  on  remplacera  (Va—  Va*)  par  2 Va' et  l'on 
verra  que  Vinfiuence  de  ces  volumes  infiniment  petits  est  nulle. 
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d\A 


D'ailleurs  -j^  ayant  un  signe  constant,  on  peut  écrire 

2Tr«(a7o,ro,  -«o)  =-  F({,T,,  ^)  J  j  J      ^JJ-  ^' 


^(ABC) 

OU  enfin 

(7)  "(^o,.ro,'«o)  =  -F(5,T„?;)e(A)i(Z-^o)*. 

6  dépend  de  la  position  de  A,  de  la  forme  de  S,  mais  on  sait  que 

Ton  a 

o<e<i. 

Avec  cette  expression  (7),  prise  au  lieu  de  Texpression  (4)f  on 
peut  intégrer  l'équation  (i)  et  voici  comment  : 

3.  Soit  d'abord  une  intégrale  Uq  de  l'équation 

A(Mo)=/(ar,^,  «), 

satisfaisant  aux  conditions  aux  limites,  calculée  par  (3).  u^esl 
connu,  soit  Mo  une  limite  supérieure  de  son  module  dans  le 
champ  d'intégration. 
Intégrons  alors 

A  (  Ml  )  =  /i  Mo 

(avec  zéro  pour  conditions  aux  limites). 
D'après  (7)  on  a 

(K  étant  une  limite  supérieure  du  module  de  li{x,y^z)  dans  le 
domaine  considéré). 
Intégrons  maintenant 

A(mj)  =  hux 

(toujours  avec  zéro  aux  limites). 
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Nous  aurons 

\'^itu,(x,,jr,,Zo)\<MoK  fff      l?-:i^  — .L^rfT 

<  Mo K 2it — 

2.4 

et,  pour  uo  point  {x^y^  z)  quelconque, 

L^intégrale  cherchée  est 
(8)  f*^  W0-+-2  ".7, 

n  =  1 

convergente,  car  on  a 

(Z-^o)'" 


I  W/i(^o.ro>««)|  <  MoK 


2.4.<>- .  .('^/O 


4.  On  voit,  par  la  formule  (7),  que  Tintégrale  u  de  l'équation 
A(w)  =  F  (prise  avec  zéro  pour  conditions  aux  limites)  lend  bien 
vers  zéro  lorsque  (^o>^oi  ^0)  vient  sur  S. 

Par  des  considérations  analogues,  j'ai  obtenu  des  expressions 

explicites  de 

du    du    du 
ôz    dx    dy 

qui  donnent  Fintégrale  de 

et  qui  permettent  de  vérifier  que  la  dérivée  conormale  tend  bien 
vers  la  valeur  donnée  lorsque  le  point  (^oi^o?  ^^o)  vient  sur  S. 

Je  réserve  cette  exposition,  assez  compliquée,  pour  une  époque 
ultérieure. 

5.  Quelques  remarques  essentielles  sont  à  faire  sur  les  don- 
nées et  sur  la  surface  S  qui  les  porte. 

Pour  que  le  cône  A®  coupe  S  d'une  manière  bien  définie, 
unique,  il  faut  que  les  plans  tangents  à  S  fassent  avec  le  plan  ho- 
rizontal un  angle  /:  4«^"« 
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SI  la  convexité  de  S  n'est  pas  conslnmnient  dirigée  dans  le  sens 
de  O;;  ou  de  O^',  il  y  aura  une  ligne  de  points  d'inflexion. 

Cela  est  acceptable,  toujours  à  la  condition  que  le  plan  tangent 
soit  incliné  à  4^''  s^"  plus. 

Enfin  soit  un  plan  U  incliné  à  4^°  sur  le  plan  horizontal,  la  co- 
normale  au  plan  vient  sur  le  plan.  Donc  toute  sur/ace  enve- 
loppe de  plans  H  est  une  sur/ace  privilégiée,  pour  laquelle  le 
fait  de  donner  u  est  seul  nécessaire  et  suffisant  pour  déter- 
miner  V intégrale.  Tout  polyèdre  formé  de  plans  II  est  dans  les 
mêmes  conditions.  Si  les  plans  II  passent  par  un  point  fixe,  leur 
enveloppe  est  un  cAne  A,  parallèle  à 

a:*-!-^*  — -5*  =  o. 

6.  On  voit  le  rôle  considérable  que  jouent  les  cônes  A  dans 
l'intégration  des  équations  A(u)  =  F,  avec  des  données  qui  ne 
sont  aucunement  supposées  analytiques.  Ces  cônes  font  partie  des 
caractéristiques  définies  par  M.  Beudon  (*)  au  point  de  \ue  de 
Cauchy,  c'est-à-dire  au  point  de  vue  des  fonctions  analytiques. 

Ce  rapprochement  nous  paraît  intéressant. 

Si  nous  voulons  maintenant  comparer  les  équations 

^  ,    ^       â*u       d^u        ô^ii       __ 

A(a)  =  ;p~  -h  -r— ■  —  -j--  =  F 

'       dx^        dy^         àz^ 

et 

.  ,    ^       à'^a        à*u        â^u       „ 

A(a)  = -r—  -+-  -r—  -h  -—  =  F, 
ôj;^        dy*         dz* 

nous  voyons  la  raison  de  la  grande  distance  ({ui  les  sépare  dans  ce 
fait: 

L'analogue  du  cône  A  relatif  à  A(«)  c'est  la  sphère  réduite  à 
un  point  x^-^y^-\'Z^  =  o,  pour  A(w). 

L'analogue  de  l'intégrale -p==  de   Aw  =  o,   c'est,    pour 

\(u)  =  o.  l'intécrale  ■■,  (e  étant  zh  i  de  manière  que 

l'intégrale  soit  réelle). 


(')   Voir  danî*  rc  Bulletin,  t.  X\V:  1897. 
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La  première  intégrale  est  isotrope  et  n'a  qu'im  point  singulier. 
Pour  ia  deuxième,  les  axes  de  coordonnées  doivent  conserver  tou- 
jours la  même  direction,  et  il  y  a  une  surface  indéfinie  de  singu- 
larités, le  cône  A 

Xt^yt — 3*  =  O. 

En  plus,  cette  deuxième  intégrale  se  compose  en  réalité  de 
deux  intégrales  distinctes,  suivant  que  Ton  est  à  ^intérieur  ou 
à  r extérieur  du  cône  A. 

Cetle  remarque  toute  simple  m*avait  fait  pressentir  le  rôle  im- 
portant des  cônes  A  avant  que  je  connusse  un  Mémoire  fonda- 
mental de  M.  Volterra  (*). 

J'aurai  à  revenir  sur  cetle  séparation  de  l'espace  en  deux  ré- 
gions  et  sur  la  forme  de  S  au  point  de  vue  de  VAnalysis  situs. 

Je  ne  saurais  oublier  de  dire,  en  terminant,  que  la  lecture, 
malheureusement  un  peu  difficile,  des  premières  pages  du  Mé- 
moire de  M.  Volterra,  et  l'étude  des  beaux  travaux  de  M.  Picard 
sur  les  approximations  successives  (2),  ont  été  pour  moi  le  pre- 
mier fondement  solide  de  ces  recherches. 


SUR  UNE  CLASSE  DE  POLYGONES  DE  PONGELET; 
Par  M.    Mathieu  Weill. 

Considérons  deux  cercles,  O,  O',  se  coupant  aux  points  cy- 
cliques I,  J,  et  en  deux  autres  points  A,  6. 

S'il  existe  des  polygones  de  2 m  côtés  inscrits  au  cercle  O  et 
circonscrits  au  cercle  O',  il  existe  une  ligne  polygonale  formée 
de  m  tangentes  au  cercle  O',  A  étant  le  point  de  contact  de  la 
première  tangente,  B,  I  ou  J  étant  le  point  de  contact  de  la  der- 
nière, et  dont  les  (m  -f- 1)  sommets  sont  sur  le  cercle  O;  récipro- 
quement, s'il  existe  une  pareille  ligne,  on  peut  inscrire  au  cercle  O 
un  polygone  de  2 m  côtés  qui  soit  circonscrit  au  cercle  O'. 

Deux  cas  peuvent  se  présenter  :  ou  bien  la  ligne  commençant 
en  A  se  termine  en  B,  et  dans  ce  cas  il  y  a  aussi  une  ligne  com- 


(')  Acta  mathematica^  t.  XVIII;  189}. 

(^)  Journal  de  Mathématiques,  1890.  ToiV  aussi  Va  Note  iiiscrcc  dans  le  t.  IV 
dfs  Leçons  sur  les  surfaces  dr  M.  Darboux. 
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inençant  en  1  et  se  terminanl  en  J;  ou  bien  Ja  ligne  commençanl 
en  A  se  termine  en  I  ou  J;  ces  deux  cas  correspondent  a  deux 
classes  absolument  distinctes  de  polygones. 


PREMIERE  PARTIE. 

Nous  nous  occuperons  d'abord  des  polygones  de  la  première 
classe,  et  nous  choisirons  la  ligne  polygonale  commençant  en  I 
et  se  terminant  en  J. 

Les  deux  cercles  auront  pour  équations 

(1)  (a:-a)«H-j'«-?«=o, 

(2)  a7«-hj^*— R*=o. 

1°  Quadrilatère,  —  La  ligne  est  ici  IMJ,  M  étant  sur  la  ligne 

des  centres,  donc 

3  =  R; 

résultat  bien  connu,  la  seconde  circonférence  passe  par  le  centre 
de  la  première. 

2"  Hexagone,  —  La  ligne  polygonale  est  ici  ICDJ  {fig-  1), 
CD  étant  perpendiculaire  à  la  ligne  des  centres  et  coupée  par 

Fig.  I. 

I 


0'    O 


cette  ligne  en  deux  parties  égales. 
L'équation  de  IC  est 

celle  de  CD  est 

rr  —  0  =  d:  p  ; 

prenons  la  première  solution  x=3  +  p;  les  coordonnées  de  G 
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sont 

1  y  =  *>• 

Exprimons  que  ce  point  est  sur  la  seconde  circonférence;  nous 

aurons  la  condition 

3î-+-aop  =  R». 

Avec  la  seconde  solution,  on  trouve 

o«— îSp  =  R». 

Une  discussion  facile  montre  que  la  première  solution  ne  cor- 
respond à  des  polygones  réels  que  si  Ton  a  8>  ^>  et  alors  les 
cercles  sont  sécants. 

La  seconde  solution  exige  d>2p,  et  les  cercles  sont  alors 
extérieurs. 

En  particulier,  les  cercles  sont  égaux  pour  8  =  R(y/2 -j-  i). 

Pour  8=  ->  on  a  R  =  p  —  >  la  corde  commune  aux  deux  cercles 


est  un  diamètre  du  cercle  de  rayon  p. 
Pour  8=-^,  R  =  T- 

3**  Octogone.  —  La  ligne  polygonale  est  ICDEJ  {fig»  2),  symé- 


trique par  rapport  à  la  ligne  des  centres.   Les  équalions  de  IC 
et  CD  sont 

y  =  i{x —  0),         (07 —  o)cos'f-4- j'sin©  —  p  =  o. 
Les  coordonnées  du  point  C  sont  donc 

a^i  =  Q  -î-  pfcosqp  —  esino),         y\  =  *p(co9cp  —  e  sin<p). 
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Exprimons  que  ce  point  est  sur  le  cercle  de  rayon  R;  nous 
aurons 

8* —  R*-*-  2op{coso  —  I  siiiîp)  =  o. 

Le  point  U  a  pour  coordonnées 

^  =  o,        ar  =  0- 

Exprimons  qu'il  est  sur  le  cercle  de  rayon  R;  nous  aurons 


0 

cos^ 


Posant 
il  vient 


8  -h  -^^  =  db  R. 

C080 


coso —  isino  =  a. 


coso  -+-  isino  =  -f 

^       a 


et 


CQSÇ  = 


rt«-hl 


R«-8' 


'À  a  -2op 

(8  db  R)  [(R«— o«)»-i- 45*p«]  •+■  45p*(R*~  5*)  =  o. 

On  voit  facilement  qu'il  faut  prendre  (8  —  R)  comme  premier 
facteur,  et  Ton  a  la  condition  cherchée 

(R«— 8M« 

On  trouve,  après  discussion,  qu'il  faut  prendre 
3--2v/ï<  g<34-2/ï; 

et  les  cordes  sont  alors  sécants.  Il  n^y  a  pas  d'autres  cas  de  possi- 
bilité. 

Exemples  : 


'=4'       ~P=    .6 


8=:4R,  p  = 


i5R 

16"' 

i5R 

4 


Digitized  by  VjOOÇlC 


-  203  - 

4®  Décagone,  —  La  ligne  polygonale  est  ici  ICDGHJ(^^.  3), 
symétrique  par  rapport  à  la  ligne  des  centres. 

Fig.  3. 


O'    0 


Les  équations  des  droites  IC,  CD,  DG  sont  respectivement 

(a?  —  8)co5o -f-j^sînç  —  P  =  o, 
X — o=±p. 
Prenons  la  solution 

X  —  0  =  p. 

Exprimons  que  le  point  G  est  sur  le  cercle  de  rayon  R;  nous 
aurons 

R«— 8»                    .  .                                  a«-4-i 
5, —  =  cos»  —  {siao=:a,        cos©  = • 


Opérant  de  même  pour  D,  nous  aurons 

/-s  N*         n«  •  '  —  COS© 

(3  4-p)«— R«-4-p« ^  =o, 

•^  '  ^     IH-COS© 

Remplaçons  a  par  sa  valeur;  nous  aurons  la  condition  cherchée 

(Rî_  5î_  2op)  (R»— S«-t- 2op)«— 88p»(R'— 0»)  =  o. 


ou 


Prenons  ensuite  la  solution  x  —  o  =  —  p  ;  nous  trouvons  la  con- 
dition 

(Rï—  8î-f-  -îop)  (Rî—  8»-^  2op)^-^  88p»(R*—  8«)  =  o. 


Digitized  by  VjOOQIC 


d*où 


-  20 1  - 
Reprenons  la  première  solution 

R«— o«=aaop, 

R«  =  3ï-H  p«-+-  '2op  —  p»  /iZZlV, 


Exemples 


p  (a  — i)(a-f- 1)' 

5     =  — : 1 

0  ia 

R* 

Tç-  =  a(a^-^a  —  i). 

0' 


les  cercles  sonl  extérieurs. 

a  =  a,        p  =  ^,         Rr=8  /lo, 

4 

les  cercles  sont  sécants. 

Il  faut  (l*a bord,  pour  la  réalité  de  la  solution,  que  a  soit  compris 

rz 

entre  — '"~  ^^  et  zéro,  ou  bien  supérieur  à  i .  En  exprimant  que  R 
est  plus  grand  que  p,  on  est  amené  à  Tinégalilé 
a* —  -xa* —  ja* —  «*-!-  aa  -h  i  <  o. 

Le  polynôme  a  deux  racines  négatives  a  et  ^,  et  deux  racines 
positives  Y  et  S. 

Une  discussion  détaillée  conduit  aux  conclusions  suivantes  : 
il  faut  et  il  suffit,  pour  que  la  solution  soit  réelle,  que  a  soît  com- 
pris entre  a  et  ^,  on  bien  entre  i  el(2-hv^»>j»  (La  racine  a  est 
comprise  entre — —  et  —  i ,  et  la  racine  ^  entre  2  —  ^  et  o.  I 

Théorie  générale.  —  Considérons  toujours  la  ligne  polygo- 
nale en  I  {Jig-  4)  €t  formée  par  des  tangentes  du  cercle  O'. 
Le  premier  côté  a  pour  équation 

y  —  1(37—0). 

Le  second,  CD,  a  pour  équation 

(i)  (a;  — 8)(i  — ^*)-h2/j  — p(i-f- /*    =0. 

Le  point  C  a  pour  coordonnées 

Rî-f-o*  .R«— 0* 
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On  a  donc,  en  formant  le  produîl  des  racines  de  (i), 

•  —  3?t  — 0  — p  _  R>— 0»-^25p 
**""  a  — ari  — p  ~  o«— R«^28p' 

Nous  avons  ainsi  les  premiers  éléments  de  la  ligne  polygonale; 

Fig.  4. 

1 

D 


cherchons  une  loi  de  récurrence  qui  lie  les  valeurs  de  t  corres- 
pondant aux  divers  côtés  de  la  ligne  polygonale;  Téquation  (i) 
nous  donne 

0  —  a:  -  p  8  —  ar  —  p  ' 

exprimons  que  le  point  {00^  y)  est  sur  le  cercle  O,  il  vient 

(/«-f.  /'«)  pî4-  2«'(0'—  R»)  H-  /«/'«[(O  —  p)ï—  R*]  -H  (0  -*-  p)«—  R«  =  O, 

d*où  résulte  la  loi  de  récurrence  cherchée 
en  posant 

p« =  *'  V  =^' 

On  a  ainsi  la  suite  des  formules 

U  =  h 


a  —  I 

<{-t-a 
ptî  +  l' 

1 


<lt 


'1    h 
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Ceci  posé;  cherchons  la  condilion  relative  à  un  polvgone  de 
4/?  côtés;  il  suffit  d'exprimer  que  Textréinité  du  côté  correspon- 
dant à  tp^i  est  sur  la  ligne  des  centres  des  deux  cercles,  d'où 

Pour  avoir  la  coodition  relative  à  un  polygone  de(4/'+  a)  côtés, 
il  suffit  d'écrire  que  le  côté  correspondant  à  tp  est  perpendicu- 
laire à  la  ligne  des  centres^  c*e«t-à-dire  que  l'on  a 

ou  bien 

Ces  résultats  sont  d'une  simplicité  remarquable. 

Comme  application,  proposons-nous  de  trouver  la  condiliao 
relative  à  un  polygone  de  quatorze  côtés;  nous  aurons  une 
première  solution  en  écrivant 

d'où 


Comme  seconde  solution,  nous  écrivons 


c'est-à-dire 


'■  =  T 


.  _  [dMÏÏ 

SECONDE  PARTIE. 

Considérons  {/Ig^  5)  une  ligne  polygonale  commençant  en  I  et 
se  terminant  en  A(^,  y,);  soient  Oq,  Ou  . . .,  les  paramètres  dé- 
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finissanl  les  côtés  AK,  KL,  LM,  . . . ,  nous  aurons 


Oo=   N > 

0  —  Xx  —  p 

_  [p(,H-o;)  +  8(i~o;)]»-~4B«Q; 

0  —  a?  —  p 
fi     0      ^ILtJL 


A        fi         -    ^'-+-* 


1 

Dans  ces  formules,  x^y^  sont  les  coordonnées  d'un  point  A 

Fig.  5. 


Qa  ^ 


L 


(autre  que  les  points  cycliques)  commun  aux  deux  cercles;  x'  est 
Tabscisse  du  point  /:,  où  la  tangente  en  A  au  cercle  de  rayon  p 
rencontre  le  cercle  de  rayon  R. 

Ceci  posé,  cherchons,  par  exemple,  la  ligne  de  quatre  côtés 
commençant  en  I  et  se  terminant  en  A,  c'est-à-dire  l'octogone  de 
seconde  espèce  ;  on  peut  écrire 

on  peut  aussi  écrire 

De  même  cherchons  la  ligne  de  cinq  côtés,  commençant  en  I  et 
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se  Icrminanl  en  A;  nous  écrirons,  ou  .bien 

OU  bien 

on  bien 

fi  =  ^1. 

Les  résultais  sont,  comme  on  le  voit,  beaucoup  moins  simples 
que  pour  les  polygones  de  première  espèce. 

Pour  rhexagone  de  seconde  espèce,  nous  écrirons 


ou 


ou 


avec 


^  —  ^>i     ^  IzJL, 

0  — X\  —  p  {!/{  -h  1 


5t-p^H-R«  ^_(8-^p)t-Ri  (a.,p)i^Rî 

20  p*  *^  p* 

On  voit,  par  cet  exemple,  combien  les  formules  relatives  aux 
polygones  de  seconde  espèce  sont,  de  leur  nature,  compliquées-, 
il  faut  préférer,  à  la  méthode  générale,  Tétude  de  chacun  des  cas 
particuliers,  étude  qui,  seule,  peut  conduire  aux  simplificalioDS 
possibles;  c'est  ainsi  que  nous  avons  obtenu  les  formules  relatives 
à  l'hexagone  de  seconde  espèce  : 

R«  ^  X(X-i)«(2-3X) 

p«    ""  (I  — 2X>* 

8»  _  X»(i  — 3X)(X  — 1) 

p«  ~"  (I  —  aX)» 

X  désignant  un  paramètre  arbitraire. 

Nous  reviendrons  prochainement  sur  toutes  ces  questions,  sur 
Tétude  des  polygones  d'un  nombre  impair  de  côtés,  et  rexlension 
aux  coniques  de  la  méthode  exposée  pour  deux  cercles. 
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COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES 


SÉANCE     DU     3     AVRIL    1901. 

PRESIDENCE  DE  U.    D*OCAGNE. 

Communications  : 

M.  Torrès  :  i°  Sur  tes  rapports  entre  le  calcul  mécanique 
et  le  calcul  graphique;  a**  Sur  un  système  articulé  permettant 
de  montrer  la  permutation  des  deux  racines  d'une  équation 
du  second  degré. 

M.  Laisant  :  Sur  une  transformation  des  déterminants, 

M.  Lecornu  :  Sur  une  question  d'aires, 

M.  d'Ocagne  :  Sur  la  vérification  des  angles  en  topographie. 

M.  Edmond  Maillet  fait  la  Communication  suivante  : 
Sur  les  systèmes  complets  d'équations  aux  dérivées  partielles. 

Nous  avons  établi  antérieurement  (M  un  théorème  relatif  aux 
systèmes  complets  d'équations  linéaires  aux  dérivées  partielles 
définissant  deux  divisions  P  et  Q  de  Tespace  R,|  invariables  par 
un  groupe  fini  continu  transitif  G  de  transformations  de  Lie. 

On  peut  établir  un  théorème  tout  à  fait  analogue  qui  ne  fait 
pas  intervenir  la  théorie  des  groupes  de  Lie  (^)  : 

Théorème  I.   —   Soient 


Y,,r=0, 

deux  systèmes  complets. 

]  Z  : 

(')  Comptes  rendus,  mai-juin  1900,  et  Journal  de  Mathématiques,  p.  5o  et 
suiv.;  1901. 
(-)   l'oir  un  résume  clo  notre  Note  :  Comptes  rendus,  4  mars  1901. 
XXI\.  i\ 
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deux  systèmes  de  solutions  indépendantes  de  ces  deux  sys- 
tèmes. Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que 
l^ ensemble  des  équations  (i)  forme  un  système  complet  à 
p -\- q  —  s  équations  sont  que  l'ensemble  des  fonctions  (2) 
comprenne  n  —  s  fonctions  indépendantes  et  que  les  deux 
systèmes  complets  (i)  aient  n — (p -h  q  —  s)  solutions  corn- 
munes. 

Les  conditions  sont  nécessaires. 

En  eflel,  si  Tensemble  des  équations  (i)  forme  un  système  com- 
plet 'd  p  -h  q  —  s  équations,  il  y  a  exactement  s  des  équations  du 
second  système  (1)  dont  les  premiers  membres  sont  fonctions 
linéaires  des/? -h  7  —  s  autres  premiers  membres.  On  pourra 
toujours  supposer  que  ces  s  équations  appartiennent  au  second 
système  (i).  On  aura,  par  exemple, 

i  Z,,-,^t  =  ^^i  Y,-+-...-t-ÀJ,Yp-i-  jjiJZ, -f-...-f-  jjl;,_,Z^_,, 

(3)      ) , 

(    Z^  r.XîY,-h...-4-X;,Y^-4-ÎJllZ,-r-...--fJL'^.,Z^_,. 


Ces  s  équations  pourront  être  mises  sous  la  forme 
/  X;  Y,-4-...-^ÀJ,Y^=o, 
l>/.Y.-^. 


(4) 

y^p  Yp = o, 


et  elles  sont  évidemment  indépendantes,  puisque  les  équations  du 
second  système  (i),  par  suite  les  équations 

(  5  )  Zy_,4-t  =  0,         . . . ,        Z^  =  o 

le  sont. 

Dès    lors,    en  choisissant  convenablement  les  Y/,  on  pourra 
mettre  les  équations  (4)  sous  la  formq 

(6)  Y,  =  o Y,  =  o. 

Nous  supposerons  qu^il  en  soit  ainsi. 

Il  y  a  donc  exactement  s  équations  linéaires  communes  aux 
deux  systèmes  (1). 

Ceci  posé,  toute  équation  linéaire  aux  dérivées  partielles  don! 
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les  0/  sont  des  solii lions  est  une  combinaison  linéaire  des  Y/ =  o  ('). 
Toule  équation  aux  dérivées  partielles  dont  les  O/  sont  des  solu- 
tions est  une  combinaison  linéaire  des  Zy=  o.  Donc,  toule  équa- 
tion dont  Tensemble  des  fonctions  (2)  est  solution  esta  la  fois 
une  combinaison  linéaire  des  Y|=ro  et  des  Zy=o;  c'est  une 
équation  commune  aux  deux  systèmes  (en  considérant  comme 
appartenant  à  chaque  système  les  combinaisons  linéaires  des 
équations  de  chaque  système).  Elle  est  donc  une  conséquence 
linéaire  du  système  (6),  c'est-à-dire  que  les  0/  et  les  Ûy  sont  des 
solutions  de  (6).  Donc,  parmi  ces  fonctions,  il  y  en  a  au  plus 
n  —  s  indépendantes;  il  n'y  en  a  pas  moins,  sans  quoi  elles  sa- 
tisferaient à  un  système  complet  de  plus  de  s  équations,  par  suite 
à  quelque  équation  qui  ne  serait  pas  conséquence  de  (6),  tout  en 
étant  commune  aux  deux  systèmes  (i). 

D'autre  part,  le  nombre  des  solutions  indépendantes  de  {%) 
est  bien  n  —  {p  -^  Ç  —  s). 

Les  conditions  sont  suffisantes. 

En  effet,  supposons-les  remplies  :  toute  solution  commune  aux 
deux  systèmes  (i)  est  de  la  forme 

(7)  ^i  =  0/(Oi,  . . .,  0«_^)  =  v(ûi,  . . .,  û«-^), 

el   il  y  a   n  —  0  solutions  indépendantes  de  cette  forme,  avec 

Dès  lors,  le  système  complet  dérivé  de  (1)  comprend  évidem- 
ment/?-H  ç' —  s  équations.  Donc,  si  les  deux  systèmes  (i)  ont 
iù  équations  communes,  ei  p  -\-  g  —  co  équations  linéairement  in- 
dépendantes, on  a  0)^5,  c'est-à-dire  que  l'on  pourra  trouver  exac- 
tement ti)  des  expressions  Zy  qui  soient  fonctions  linéaires  des  Y/ 
et  de  Z|,  • . .,  7jg_^.  En  raisonnant  comme  sur  les  systèmes  (3) 
et  (4),  on  pourra  mettre  ces  (o  équations  sous  la  forme 

(8)  Y,  =  o,         ...,         Ya>  =  o        (co^^). 


(')  Sans  quoi,  en  l'adjoigaant  au  premier  système  (1),  on  en  déduirait  un  sys- 
tème complet  de  plus  de  p  équations  admettant  n—p  solutions  indépendantes. 

(')  Ces  équations  sont  résolubles  par  rapport  à  /i  —  6  des  quantités  O,,  ..., 
^»-*  par  exemple,  car  sinon  il  y  aurait  enire  les  0,.  au  moins  une  relation,  et  les 
/î  —  ô  solutions  0,.  ne  seraient  pas  indcpcudantes. 
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Soil  ^*i,  ...,Vrt_w  un  système  de  solutions  indépendantes 
de  (8)  :  Qi  et  Oj  satisfaisant  au  système  (8),  on  aura 

^  i    Oy=/y(T,,...,T«_,o), 

et  les  û/  et  Oy  seraient  fonctions  des  n  —  w  fonctions  W^,  Donc, 
en  éliminant  Wi,  .  .  .,  W,i_u>  entre  ces  /i  — p  -\-  n  —  q  relations, 
on  obtiendra  au  moins 

0  =  n  —p  -h  n  —  q  —  (n  —  w)  =  /i  —  (p  -^  q  —  «*») 

relations  entre  les  Û/  et  Oy.  Parmi  ces  fonctions,  il  y  en' aura  au 

plus 

n  — p  -h  n  —  q  —  o  =  n  —  ro 

indépendantes  :  d'après  Thypothèse 

n  —  (u  y  n  —  s, 
0)  Ç  s. 

Il  en  résulte  10  =  s.  Parmi  les  équations  (1),  il  y  en  a  exactement 
p -\- q  —  s  indépendantes;  le  système  complet  dérivé  compre- 
nant p  -\-  q  —  s  équations  indépendantes,  il  en  résulte  que  les 
équations  (i)  forment  déjà  un  système  complet. 

C.    Q.     F.    D. 

Interprétation  géométrique,  —  Supposons  que  (i)  forme  un 
système  complet  à  p  -\- q  —  s  équations  indépendantes.  Le  théo- 
rème I  est  alors  applicable. 

Considérons  l'ensemble  des  multiplicités 

Q  (  0,  =  a, 0«-y  =  a„_^; 

soient  IIq  un  point  quelconque  {x\,  . . .,  xj)  de  position  générale 
et  Po  celle  des  multiplicités  P  qui  passe  par  [I09  d'équations 

(II)  iil=aî,  ...,  ^n.p=^%-p' 

Formons  les  équations  de  la  multiplicité  M  engendrée  par 
toutes  les  mulliplicilës  Q  qui  renconlrenl  Po-  Une  multiplicité  Qi 
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de  Q  qui  renconire  Pq  a  ses  équallons  de  la  forme 

(12)  Oi=a,,  ...,  On-q=an^ç 

el,  pour  tout  point  de  rintersection,  (11)  et(ia)  ont  lieu  simul- 
tanément. 

D'après  les  équations  (7),  on  aura  à  la  fois 

(i3)    0|(a,,  ...,  «/i-ç)  =  Tî/(a?,  ...,  a,î-y)      [t  =  i,  a, ...,  /i  —  (/>  -+-  q—s)] 

et  /i  —  {p-\-g  —  s)  des  équations  (12),  les  dernières,  par 
exemple,  sont  des  conséquences  des  équations  (11)  et  des 
(p  —  5)  premières  équations  (la). 

On  a  ainsi  entre  les  coordonnées  d'un  point  de  l'intersection 
n  —  s  équations  qui  représentent  une  multiplicité  R  à  JJ^s  degrés 
de  liberté  et  qui  est  Tintersection  de  Po  et  de  Q«.  On  a  ÎJ  r=  5  : 
sinon  une  des  équations  0|  =  «i ,  .  .  . ,  0^_,=  ap_s ]  la  dernière, 
par  exemple,  serait  une  conséquence  des  autres  et  de  (11),  et  il 
ne  peut  en  être  ainsi  en  général  ('),  puisque  parmi  les  fonctions  O 
et  û  il  y  en  a  exactement  n  —  s  indépendantes.  Or,  parmi 
les  constantes  a/  de  (12),  ^  —  (/> -h  7 — s)  sont  fonctions  de 
a^J  ...,  ay,_/ et  des  ay,  d'après  (i  3),  par  exemple.  Si  donc  on  éli- 
mine les  ai  entre  (la)  et  (i3),  on  obtient  le  lieu  des  multiplicités 
Q  qui  coupent  P©.  Ce  Heu  est 

(l4)  0/(0,,  . .    ,  0„_^)  =  r,,(a?,  . . .,  aS_,,). 

Réciproquement,  toute  multiplité  Qi  située  sur  (i4)  coupe  Po, 
car,  pour  Qi,  les  ai  satisfont  aux  équations  (i3)  et  l'intersection 
de  Qi  et  de  Po  est  déterminée  par  n  —  s  équations  indépen- 
dantes. 

Ceci  posé,  nous  remarquerons,  si  Qo  est  la  multiplicité  Q  qui 
passe  par  II 0,  que  l'on  a 

(i5)     0,(O,,....O„_^)  =  v(i2 ,t2;i_;,)  =  v(aî,...,aj.^)  =  e.(«;,...,aî_^). 

Si  Ton  avait  cherché  à  obtenir  le  lieu  des  multiplicités  P  qui 


(')   Comparer,    par    exemple,   Jordan,    Cours   d'Analyse  lithographie    de 
rÉcoIe  Polytechnique,  première  dÎTision. 
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renconireni  Qo,  on  eût  été  conduil  aux  équations 

(i6)  r,,(Û,  . . . ,  Qn-p)  =  e,(a?, . . ..  aj-/), 

qui,  d'après  (i5)i  sont  identiques  aux  équations  (i 4)«  I-es  mulli- 
piicités  (i4)  et  (16)  coïncident  donc. 

Ainsi  : 

()uand  les  équations  (i)  forment  un  système  complet  de 
p  -\-  q  —  s  équations  indépendantes,  soient 

les  deux  divisions  de  Tespace  déterminées  par  les  deux  systèmes  (1), 

0,(0,,  ...,0,|_^)  =  T,/(U,,  ,,,,iln-q)  {i=\,7.,  ...,rt  -(/?-+- 7— s)], 

les  solutions  communes  aux  deux  systèmes  (i),  Pq  et  Qo  deu\ 
multiplicités  quelconques  des  deux  divisions  (10)  qui  se  coupent. 
Le  lieu  des  multiplicités  Q  qui  rencontrent  Pq  coïncide  avec  le 
lieu  des  multiplicités  P  qui  rencontrent  Qo  et  est  une  des  multi- 
plicités 

(17)  O|=consl.  [£  =  I,  2,  .  .  .,  /l  ~  (/7-^  7  —  5^]. 

Ces  dernières  équations  représentent  une  division  de  l'espace 
dont  chaque  multiplicité  R  est  engendrée  au  choix  par  des  mul- 
tiplicités P  et  des  multiplicités  Q. 

Dans  quelle  mesure  peut-on  établir  une  réciproque? 

Considérons  deux  systèmes  complets  (1)  tels  que  le  système 
complet  dérivé  ait/?  4-  9  —  s  équations  indépendantes,  (2)  repré- 
sentant encore  deux  systèmes  de  solutions  indépendantes  des  deux 
systèmes  (1),  et  les  multiplicités  (10)  correspondantes.  Supposons 
que  le  lieu  des  multiplicités  P  qui  rencontrent  une  quelconque  des 
multiplicités  Q  soit  une  multiplicité  d'équations 

û|  =  consl., 

la  même  multiplicité  étant  en  même  temps  le  lieu  des  multiplicités 
(^  qui  rencontrent  une  multiplicité  I\ 
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Tout  lieu  de  multiplicités  P  a  ses  équations  de  la  forme 

a;(i2„  ...,li;,_p)  =  const. 
D'après  rhypolhèso,  les  équations  8/=:consl.  deviendront 

(18)  8/(12,,  ...,i2,i_p)=^Y,.(0,,  ...,0„-^)  =  const., 

les  fonctions  û|  étant  évidemment  indépendantes. 

Les  0|- sont  ainsi  des  solutions  communes  aux  deux  systèmes  (i)  : 
soit  Ç  leur  nombre  :  Ç  ^  /è  —  (p  -^  9  —  <^)- 

D'autre  part,  en  raisonnant  comme  précédemment,  on  voit  que 
les  deux  systèmes  (i)  ont  co  équations  communes,  avec  co^s,  et 
comprennent  p -\- ^  —  (o  équations  linéairement  indépendantes. 
Ces  (0  équations  seront  de  la  forme  (8)  et  Ton  aura  encore  (9).  On 
en  conclura  au  moins  n  —  {p -\- Ç  —  ^)  relations  entre  les  û/  et 
les  Oy,  dont  n  —  w  au  plus  seront  indépendantes.  Admettons  que 
parmi  les  fonctions  Q  et  O  il  y  en  ait  exactement  n  —  p  indépen- 
dantes avec  p^(o.  L'intersection  d'une  multiplicité  P©  et  d'une 
multiplicité  Q  ayant  un  point  commun  avec  Pq  est  une  multipli- 
cité R  à  G  degrés  de  liberté.  Soient 

(19)  >wœ,,  ...,0„_^,  i2,,  ... ,!>„_,,)  =  0 

les  /ï  —  p-h  n  —  y  —  ('*  —  ?)  ==  ^^  —  {p  -f-  y  —  p)  relations  entre 
les  O  et  les  Q.  On  en  conclura  n  —  {p  -H  y  —  p )  relations 

(20)  X/(ai,  ...,rtrt_^,  aï,  ...,a»_,,)  =  o, 

nécessaires  pour  que  Q  coupe  Po.  Le  lieu  des  multiplicités  Q  sera 
la  multiplicité  S 

À/(0,,  ...,  U„_^,  af,  ,..,aS-p)  =  o, 

et  toute  multiplicité  Q,  située  sur  S  coupera  Po,  car,  pour  Qi  les 
ai  satisfont  aux  équations  (20)  et  Tinlersection  de  Qi  et  Po  existe 
et  est  déterminée  par  n  —  p  relations.  On  a 

n  -^  (p  -^  q  —  p)  =  t<  n  —  ( p  ^  q  —  s), 

d'où  w  ;?  p  ^5,  avec  5^  co,  c'est-à-dire  p  =  w  =  s.  Parmi  les  fonc- 
tions Q|  et  Oy,  il  y  en  a  ainsi  n  — 5  indépendantes  exactement;  les 
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rclalions  (i8)  sont  au  nombre  de  n  —  {p-\-q  —  5),  el  les  deux 
syslèmes  (1)  oni  s  équations  communes  exactement. 

c.  Q.  F.  D. 

On  en  conclut  : 
Tiii^.oRÈME  H.  —  Soient 


(  Yi  =  0, 

(    Z.]  =  0, 

...,        Y,, 
....        7., 

deux  systèmes  complets , 

\  Z  : 

•  -1        ^'t-pi 

deux  systèmes  de  solutions  indépendantes  de  ces  deux  sys- 
tèmes, 

/  Q,        Oi  =  ai,         ...,        On-q  =  a„-q 

les  deux  divisions  de  V espace  correspondantes.  Par  tout  point 
Ilo  de  V  espace  passe  une  multiplicité  P©  deV  et  une  Qo  de  Q. 
La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'ensemble  des 
équations  (i)  forme  un  système  complet  de  p-^q  —  s  équa- 
tions indépendantes  est  que^  quelque  soit  le  point  Ilo  {de  posi- 
tion générale)  le  lieu  R  des  multiplicités  Q  qui  rencontrent  P© 
coïncide  avec  le  lieu  des  multiplicités  P  qui  rencontre  Qo; 
l'ensemble  des  lieux  R  est  alors  une  division  de  Cespace  à 
p  '\-  q  —  s  degrés  de  liberté 

^1  =  const.,         . . . ,        Q„_(p_^^_„  =  const., 

les  premiers  membres  de  ces  équations  formant  un  système  de 
solutions  indépendantes  du  système  {\){^),  c.  q.  f.  d. 


C)  Comparer  Goursat,  Leçons  sur  Vintégration  des  équations  aux  dérivées 
parlielfes  de  premier  ordre,  p.  80.  Paris,  1891. 
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M.   E.  Lemoine  fait  la  Communication  suivante  ; 

Détermination  simple  de  la  direction  des  axes  d'nne  conique. 

Les  méthodes  classiques  pour  trouver  la  direction  des  axes 
d'une  conique  conduisent  à  des  calculs,  souvent  assez  compliqués, 
qui  manquent  toujours  d'élégance,  de  syméirie,  et  donnent  un 
résultat  définitif  ne  correspondant  à  aucune  image  géométrique, 
ne  menant  point  à  une  construction  simple.  La  présente  Commu- 
nication a  pour  but  d'indiquer  une  solution  générale  exempte 
des  défauts  inhérents  à  la  méthode  classique.  Elle  repose  sur  un 
théorème  de  Géométrie  élémentaire  fort  connu,  dont  voici 
l'énoncé  : 

Si  M  est  un  point  du  cercle  circonscrit  à  un  triangle  ABC, 
les  bissectrices  des  angles  que  fait  un  côté  avec  la  droite  qui 
joint  le  point  M  au  sommet  opposé  ont  la  même  direction j 
quelque  soit  le  côté  considéré. 

Donc,  à  chaque  groupe  de  deux  directions  rectangulaires  cor- 
respond un  point  du  cercle  circonscrit,  lequel  détermine  ces 
directions  et  réciproquement;  nous  dirons  pour  abréger  :  point  M 
correspondant  à  telles  directions. 

On  arrive  sans  difficultés  à  calculer  que  : 

Si 

Ix  -4-  my^-\-  nz^-r-  ifyz  -h  'igzx-\-  ihxy  =  o 

est  V équation  générale  d'une  conique  en  coordonnées  nor- 
males, le  point  M  correspondant  à  la  direction  de  ses  axes  a 
pour  coordonnées  normales  ' 


(i; 


Kb'  —  c* )  -4-  a*  ( m  —  /i)  -H  igac  —  i hab 


résultat  fort  simple,  car  il  faut  considérer  qu'il  doit  contenir  les 
six  coefficients  de  l'équation  générale. 

Lorsque  la  conique  est  circonscrite  au  triangle  de  référence,  le 
point  M  est  évidemment  le  quatrième  point  commun  à  cette 
conique  et  au  cercle  circonscrit. 
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Dans  la  pratique,  les  calculs  se  font  le  plus  souvent  avec  rapi- 
dité ou  même  donnent  immédiatement  le  résultat. 

Pour  les  coniques  remarquables  du  triangle,  à  cause  de  la 
symétrie,  on  n'a  qu'à  calculer  la  coordonnée  x^  les  autres  s'en 
déduisant  par  permutation  circulaire  des  lettres  a,  6,  c,  /,  m,  /i. 
On  ramène  donc  immédiatement  la  détermination  des  directions 
de  leurs  axes  à  la  connaissance  d'un  point  remarquable  du  cercle 
circonscrit;  mais  comme,  en  général,  on  arrive  ainsi  à  un  point 
remarquable  déjà  étudié  que  l'on  sait  construire  simplement,  la 
question  est  complètement  résolue  par  une  détermination  géomé- 
trique et  imagée,  au  lieu  de  l'être  par  des  formules  compliquées 
de  radicaux  et  qui  ne  disent  rien. 

Voici  comme  exemples  l'indication  de  quelques  applications  : 

1.  Les  axes  de  la  conique 

^a{p  —  a}x^  —  ^[bc  -^  (p  —  b){p  —  c)\yz  =o, 

qui  passe  par  les  points  où  les  tangentes  au  cercle  inscrit  paral- 
lèles aux  côtés  coupent  les   autres   côtés  du   triangle,  ont  pour 

point  M  le  point  r >  ••••  car  la  substitution  des  coefficients 

dans  (i)  donne  successivement 


\  a{ p  —  a)  (,b^  —  c^ )  -\-  a^[b{p  —  a)  —  ci p  —  c)]  \ 

\      ^ac[qc  -h(p  —  c)(p  —  a)]  ^  ab[ab  -h  (  p  —  a}(p  —  b)]  \ 

a 


\ap(b*—  c*)  -4- a« [—62-1-  c» -h  ^ (/>--«)  —  c(/>  —  c)  —  c*-h  6'J  / 
(      —ac(p''C)(p  —  a)-^ab(p'-b){p  —  a)  \ 


a 


ap(b^  —  c*)  -\-abp{p  —  b)    -  acp ip  —  c) 


(b^—c^)-\-b{p-^b)  —  c(p--c)  b  —  c 

2.  Les  axes   des  coniques  de  Cesàro  (coniques  telles  que  la 
somme  des  carrés  des  distances  de  chacun  de  leurs  points  aux 

trois  côtés  soit  constante)  ont  pour  point  M  le  point  t^^— i»  •  •  •• 

3.  Les  axes  de  la  conique  d'inertie  du  triangle  (réduit  à  trôi> 
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masses  égales  à  riiiiilé,  placées  en  ses  sommcls),  onl  pour  poinlM 
le  point  de  Sleiner — 7^ — ,  •  •  •• 

4.  Les  axes  de  Fhjperbole  équilalère  qui  passe  par  le  bary- 
centre,  par  les  centres  des  quatre  cercles  triiangenls  au  triangle 
et  a  pour  équation 

ont  pour  point  M  le  point     ,  ,, , 7-7-; — r>  •••»  c'est-à-dire 

le  point  de  Tarr^-. 

5.  Pour  montrer  Texlrême  commodité  de  celte  mélliode,  nous 
citerons  encore  la  conique  dont  Téquation  est 

étudiée  par  M.  de  Longchamps  (// .  F.  A.  S.,  Congrès  de  Nancy; 
1886),  elle  a  pour  centre  le  centre  du  cercle  inscrit  et  elle  passe 
par  les  pieds  des  bissectrices  intérieures.  M.  de  Longchamps 
renonce  à  déterminer  la  direction  des  axes/?ar  la  méthode  géné- 
rale (car  il  y  arrive  autrement  par  un  artifice  géométrique  ingé- 
nieux). 11  dit  :  on  ne  peut  vérifier  directement  la  proposition 
que  par  des  calculs  très  laborieux  et  que  nous  n^ avons  même 
pas  poussés  jusqu* au  bout,  par  suite  des  complications  qu'ils 
semblent  présenter. 

Avec  notre  formule  générale  on  trouve  immédiatement  que  la 
direction  des  axes  de  celte  ellipse  a  pour  point  M  le  point 


ou 


ou 


a 

(b^c)  [{b'^  c'y  —  a{b'~^c)~-^Va^\' 


{b  —  c){'f.a  —  b  —  c) 


ce  qui  est  le  point  correspondant  ù  la  direction  de  la  droite  qui 
joint  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  centre  du  cercle  inscrit  et 
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à  la  direction  perpendiculaire,   laquelle  esl  celle  de   Ta^e  anli- 
orlhiquc 

X  .^jr  -^-  Z  =0. 

La  transformation  continue  (voir  iV.  ^.,  p.  20;  1893)  montre 
immédiatement  qu'il  y  a  trois  autres  coniques  transformées  con- 
tinues de  celle  qu'a  étudiée  M.  de  Longchamps  et  jouissant  des 
mêmes  propriétés,  lesquelles  se  déduisent  par  transformation  con- 
tinue des  propriétés  établies  pour  la  première,  coniques  que 
l'auteur  n'a  pas  remarquées. 


SÉANCE  DU   U  AVRIL   1901. 

PRESIDENCE  DK  M.  d'oCAGNI!. 

Communications  : 

M.  Carvallo  :  Sur  le  cerceau  et  les  cycles. 

M.  Lovett  présente  un  appareil  stéréoscopique  de  M.  Greenliill. 

M.  Lindemann  :  Sur  les  chiffres  chez  les  anciens, 

M.  Walther  Dvck  :  Sur  des  intégrales  triples  de  Kronecker. 

M.  Borel  :  Sur  les  fonctions  méromorphes, 

M.  Hadamard  :  Sur  V équilibre  élastique  d'une  plaque  circu- 
laire non  encastrée. 


SÉANCE   DU    1"   MAI    1901. 

PRKSIDKNCK   DE   M.    d'OCAGNE. 


Elections 


M.  Hancock  (Harris),  présenté  par  MM.  Darbouxetd'Ocagne; 
M.  Angiboust,  présenté  par  MM.  Rafly  et  Servant,  sont  élus 
membres  de  la  Société  à  l'unanimité  des  membres  présents. 

Communications  : 

M.  André  fait  hommage  à  la  Société  d'une  brochure  dont  il  esl 
l'auteur  et  qui  traite   de  la  comptabilité  des  assauts  complets. 


Digitized  by  VjOOQIC 


-  221  - 

M.  Dcmoiilin  :  Sur  une  propriété  des  courbes  algébriques  et 
des  surfaces  algébriques, 

M.  RalTy  :  Sur  les  surfaces  à  lignes  de  courbure  planes. 

M.  Angiboust  :  Sur  les  surfaces  W  à  lignes  de  courbure 
planes  dans  un  système. 


SÉANCE  DU  15  MAI  1901. 

PRÉSIDKNCE     DE     M.     TOUCHE    ET    DE    M.     DuCAGNE. 

Communications  : 

M.  Servanl  :  Sur  la  déformation  du  paraboloïde. 
M.  DemoiiHn  :  Sur  une  propriété  caractéristique  des  sur- 
faces de  A/.  Voss. 

M.  Lai  sa  ni  :  Sur  l'Annuaire  des  mathématiciens. 

M.  KnMOKD  M\iLLET  acliessc  la  Note  snivanlc  : 

Sur  certains  théorèmes  de  Géométrie  cinématique. 

Nous  nous  proposons  d'indiquer  ci-dessous  par  un  ou  deux 
exemples  les  extensions  simples  dont  sont  susceptibles  plusieurs 
des  propriétés  indiquées  par  M.  Mannheim  dans  ses  Principes  et 
développements  de  Géométrie  cinématique  (*)  : 

Théorème.  —  Soit  un  système  invariable  mobile  dont  les 
positions  dépendent  d'un  ou  deux  paramètres.  A  chaque 
point  />(X,  Y,  Z)  de  ce  système,  faisons  correspondre  un  plan  P 

AX,-+-BY,-4-CZiH-D  =  o 

{OW'L  axes  fixes)  ^  les  coefficients  de  son  équation  dépendant 
rationnellement  de  X,  Y,  Z  et  de  leurs  dérivées  par  rapport 
aux  paramètres  variables. 

Pour  une  position  quelconque  du  système,  considérons  : 
l^  les  points  p  qui  sont  sur  une  courbe  unicursale  et  les  plans  V 
correspondants  ;  l'enveloppe  de  ces  plans  P  est  une  surface 


(')  Guulliirr-Villai:^.  iXr,',. 
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réglée  iinicursale  dont  rareté  de  rebroussementest  unicursale  ; 
2°  les  points  p  qui  sont  sur  une  surface  unicursale  et  les  plans  V 
correspondants;  leur  enveloppe  est  unicursale. 

En  effet,  soient 

/  X  =  Xo  -+-  a  T  -Jr  b  y  -^  c  z. 

(i)  .  Y-  Yo-f-rt,x-f-^^,^-+-c,5, 

\  Z  —  Zo  -f-  «2  iT  -h  b^y  -h  c,  5 

les  équations  qui  définissent  les  trajectoires  de  chaque  point  du 
système  invariable  mobile  {Oxyz  axes  mobiles,  fixes  par  rapport 
au  système  invariable  mobile),  X©,  Y©,  Z»,  a,  .  . . ,  C2  dépendant 
d'un  ou  deux  paramètres  variables  /  ou  u  et  r,  suivant  que  le 
mouvement  est  à  un  ou  deux  degrés  de  liberté. 

A  chaque  position  de  p{œ,y,z^  X,  Y,  Z)  sur  sa  trajectoire, 
nous  faisons  correspondre  le  plan  P. 

Considérons  les  points/;  qui  sont  sur  une  courbe  C  ou  une 
surface  S  unicursale,  dont  les  équations  en  x,y,  ;;  dépendent 
d'un  ou  deux  paramètres  variables  <|  ou  w,  et  Vty  et  les  plans  P 
correspondants. 

Pour  une  courbe  C,  Tenveloppe  des  plans  P  s'obtient  en  con- 
sidérant les  équations 

/  AXi-f-BY,-hC:Z|-+-D  =  o, 

Dans  tous  les  cas,  les  dérivées  de  X,  Y',  Z  par  rapport  aux  para- 
mètres variables,  c'est-à-dire  les  dérivées  de  X,  Y'^,  Z  relatives  au 
point  p  sur  sa  trajectoire  (courbe  ou  surface)  sont  rationnelles 
en  ti  ou  en  u^  et  Ci.  Il  en  est  de  même  de  A,  B,  C,  D,  et  l'on 
déduira  de  (2)  \^  et  Y|  en  fonction  rationnelle  de  Z<  et  de  f|. 
Pour  choque  position  du  système  invariable  mobile,  Venve- 
loppc  est  une  surface  réglée  unicursale. 

L'arête  de  rebroussement  est  donnée  par  (2)  et  par 
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Ce  sera  une  courbe  untcursale. 

Pour  une  surface  S,  r enveloppe  des  plans  P  est  évidemment 
une  surface  unicursale. 

Des  généralisations  sont  possibles;  nous  n^insislons  pas. 

c.   Q.  F.    n. 

On  peut  déduire  de  là,  comme  corollaire,  deux  théorèmes  de 
M.  Mannheim  (  *  )  en  les  englobant  dans  une  même  démonstration. 

Supposons  que  A,  B,  G  soient  du  deuxième  degré,  et  D  du 
troisième  en  X,  Y,  Z  et  leurs  dérivées.  Ce  sera  le  cas  du  plan 
osculaleur  de  la  courbe  trajectoire  dans  un  mouvement  à  un  para- 
mètre 

X,-X     Y, -Y    Z,-Z 

(4)  d\  €l\  dis 

d^\  r/*Y  d'-Z 

Ce  sera  encore  le  cas  du  plan  passant  par  le  point  X,  V,  Z  et 
dont  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  sont  proportionnels  à  X^, 
Y'-^,  Z*,  ou  du  plan  passant  par  X,  Y,  Z,  perpendiculaire  au  plan 
osculateur  et  parallèle  à  une  droite  fixe. 

D'autre  part,  ce  sera  encore  le  cas  du  plan  tangent  de  la  surface 
trajectoire,  dans  un  mouvement  à  deux  paramètres, 


(5) 


X,-X     Y,- Y     Z,-Z 


X' 


Y' 


Lu 


Ce  sera  encore  le  cas  du  plan  passant  par  X,  Y,  Z  et  dont  les 
cosinus  directeurs  de  la  normale  sont  proportionnels  à  X-,  Y'-\  Z*-* 
déjà  indiqué,  ou  du  plan  normal  parallèle  à  une  droite  (ixe. 

Le  théorème  précédent  sera  applicable. 

Prenons  le  cas  particulier  où  la  courbe  C  est  une  droite  D 


(6) 


Y  =  Yo-f-c,; 


Z  =  Z(,-f-Cj<5 


[z  remplaçant  ici  <i). 

Les  équations  des  six  plans  ci-dessus  sont  de  la  forme 


(7) 


Xj(/7l  -r-  nz  -r-  pz'^)  • 


Y5{m,-hn,5  -r-pxz*-) 

Zj(  mj  -i-  n^z  ■+'PiZ^)  -î-  D  =  o. 


(')  Loc.  cit.,  p.  162  cl  2'i7. 
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La  deuxième  éqiialion  (2)  devient 

(8)  X»(/l-+-a/?«)  -+-  Y,(/l|-4-2/?i5)  -h  Z,(/l,-r--2/),5)-f-Dl  =  0. 

Le  cône  direcleur  s^oblient  en  éliniinanl  :;  enlre  les  équalioDS  (7) 
et  (8)  où  l'on  néglige  D  et  D'^.  Or,  si  Ton  coupe  ce  cône  par  un 
plan  quelconque  Z^^  o^^a -H  ^Yj,  el  si  Ton  élimine  X2  et  Y*, 
on  a  une  équation  en  5,  de  degré  2,  en  général  (*).  Donc,  en 
général,  ce  cône  est  du  second  ordre. 

Quant  à  r enveloppe  elle-même,  déterminée  par  (7)  et  (8), 
sa  classe  est  évidemment  égale  au  plus  grand  degré  de  A,  B, 
(],  D,  c'est-à-dire  à  3.  Son  degré  est  4,  car  si  on  la  coupe  par 
une  droite  on  trouve  quatre  valeurs  de  z. 

On  obtient  ainsi,  par  une  même  démonstration,  six  théorèmes, 
dont  deux  ont  été  indiqués  par  M.  Mannheim. 

Remarque.  —  On  pourra  encore  considérer  le  cas  où  la  courbeC 
est  une  conique  mobile  et  le  cas  où  la  surface  S  est  un  plan  mo- 
bile, étudier  également  le  cas  où  le  degré  des  lieux  (et  de  leurs 
cônes  directeurs  dans  le  cas  des  surfaces  réglées)  s'abaisse  (^). 
Nous  croyons  inutile  d'insister. 

M.  H.vDAMARD  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  ritération  et  les  solutions  asymptotiques 
des  équations  différentielles. 

Les  travaux  de  M.  Poincaré  ont  montré  comment  une  solution 
périodique  d'un  système  d'équations  différentielles  quelconques 
était,  en  général,  entourée  d'un  cortège  de  solutions  asympto- 
tiques. Dans  certains  cas,  toute  solution  suffisamment  voisine  de 
la  solution  périodique  est  par  cela  même  asymplotiquc.  Dans 
d'autres,  l'asvmptotismc  n'a  lieu  que  pour  les  trajectoires  situées 
sur  certaines  surfaces  passant  par  la  courbe  fermée  qui  sert  de 
point   de   départ.    Pour    former  les  équations  de  ces  surfaces. 


(')  Le  degré  des  délerminaoLs  des  équations  (7)  et  (8)  s'abaisse  en  effet  au 
deuxième. 

(»)  Dans  le  cas  où  C  est  une  conique  il  y  a  probablement  des  cas  înlércssanls 
d'abaissement  du  cAnc  directeur. 
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M.  Poincaré  emploie  des  développcmenis  en  séries  entières, 
établis  en  siipposanl  leséqiialions  données  analytiques. 

H  m'a  paru  iiiléres^anl  de  traiter  la  mémo  question  an  point  de 
vue  excliisivrmenl  réel  et  sans  faire  intervenir  TanaNticité  des 
données.  Je  me  bornerai  d'ailleurs  aux  cas  les  plus  simples  et  aux 
résultats  le»  |)lus  immédiats. 

f^e  problème  revient,  comme  on  sait,  à  celui  de  Tilération  à 
plu.sieurs  variables.  Soit  donc 

V,  =  o  (  ar,  ^  )  =  ex  -^  dy  -f- . . . , 

une  transformation  ponctuelle  du  plan,  conservant  Torigine.  Nous 
supposerons  (|ue  l'équation 


a  —  s        h 
c        d — s 


—  *>» 


ait  ses  racines  jt,  .v'  réelles  et  distinctes.  Alors,  moyennant  un 
changement  de  coordonnées,  la  transformation  s'écrira 

(  0-1=-. /{T,  y)  ^  s  T  -^  F  {x,y), 

F  et  ^  étant  des  fonctions  dont  les  développements  (formels) 
commencent  par  des  termes  du  second  degré.  Nous  admettrons 
que  F  et  4>  ont  des  dérivées  partielles  dans  un  certain  domaine 
entourant  l'origine,  ces  dérivées  partielles  étant  continues  et,  en 
particulier,  lendant  vers  zéro  avec  x  et  y.  £n(in  5,  supposé  plus 
grand  que  s'  en  valeur  absolue  (l'égalité  étant  exclue),  sera  positif 
et  plus  grand  que  i. 

Le  point  (jc,,^',)  est  dit  le  conséquent  de  {x,y)  f*l  celui-ci 
V  antécédent  de  (x^ ,  )|)  ;  le  point  (xo,  y  2),  conséquent  de  {x^ ,  J'i), 
est  dit  le  second  conséquent  de  {x,y),  etc. 

Une  circonférence  de  rajon  sufAsamment  petit,  décrite  avec 
l'origine  ptuir  centre,  aura  pour  conséquente,  moyennant  les  hypo- 
thèses faites  sur  s  cl  s\  une  sorte  d'ellipse  allongée  suivant  Taxe 
des  a:  ;  celle-ci  aura,  à  son  tour,  pour  conséquente  une  courbe 
de  forme  analogue,  mais  plus  allongée  encore,  et  ainsi  de  suite. 
Dès  lors,  il  est  à  présumei- (|ue  toute  la  partie  du  plan  entourant 
XMX.  iT» 
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rorij^ine  ira  en  s^aminciâsant  indéiinînicnl  et  lendia  vers  une 
courbe  unique.  C'est  ce  que  nous  allons  vérifier. 

A  cet  efFei,  traçons,  en  partant  de  l'origine,  un  arc  de  courbe  C 
non  tangent  à  l'axe  des  ^,  arc  sur  lequel  y  sera  bien  déter- 
miné en  fonction  de  .r  et  -^  partout  inférieur  en  valeur  absolue 

à  un  certain  nombre  a.  Il  est  aisé  de  voir,  étant  données  les 
hypothèses  faites  sur  les  fonctions  /  et  ©,  que  la  conséquente 
de  la  courbe  C  jouira  de  la  même  propriété,  du  moins  si  Ton  se 
restreint  (comme  nous  allons  le  faire)  à  un  certain  domaine  D  en- 
tourant l'origine.  Toutes  les  conséquentes  successives  seront  donc 
coupées  par  une  parallèle  quelconque  à  l'axe  des  y  en  un  seul 
point  et  les  coefficients  angulaires  de  leurs  tangentes  et,  par  con- 
séquent aussi,  de  leurs  cordes  quelconques,  seront  tous  moindres 
que  a. 

Soit  C  une  seconde  courbe  remplissant  les  mêmes  conditions 
que  C.  Si  nous  coupons  ces  deux  lignes  par  une  même  droite 
.r=const.,  la  diflerence  y — j^' sera  nulle  avec  or  et  le  rapport 

••^  "^- — '  aura,  dans  le  domaine  D,  un  certain  maximum  ui. 

Soient  maintenant  C|,  C'^  les  conséquentes  de  C  et  de  C;  \L^  la 
quantité  analogue  à  u  déterminée  à  l'aide  de  C|  et  de  C, .  I^  rap- 
port ~  est  inférieur  à  un  nombre  fixe  ^  plus  petit  que  i,  à 

savoir  un  nombre  supérieur  d'aussi  peu  qu'on  veut  à  - — -^  si  le 
domaine  D  a  été  pris  suffisamment  restreint. 

Désignons,  en  elfcl.  par  Y,  V  les  ordonnées  de  C  et  de  C 
correspondant  à  une  même  valeur  X  do  Tabscisse  (X  étantsupposé 
positif  j)Our  fixer  les  idées) ^  j'<,  y\^  les  ordonnées  analogues 
-de  C,  et  de  i\\.  Les  points  (X,j^,)  et  (X,  >',)  seront  les  consé- 
quents de  deux  points  [^x^y)  et  M',^^')  respectivement  situés 
sur  C  et  sur  Ci. 

De  rhvj)olhrse  faite  sur  (>  résulle 

{'>•)  lj|<3t.r, 

et  des-  hvpothèses  faites  sur  F  et  ^ 

i'6)  |X  — 5x;<T/ar--|^'|), 

Y,  pouvant  être  pris  aussi  prlil  (ju'on  veut  avec  les  dimensions  dû 
domaine  I). 
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(^es  deux  inégalilés  nionlrent  que  .r,   et  pareillcninu  .r',  soiil 

tous  deux  plus  petits  que ' • 

Si  enfin  j^''^  est  le  point  de  C,  conespondanl  à  Tabscisse  .r,  on  a 


r  —  T,  (  r  -    OL) 

D'autre  part,   puisque  les  dérivées  de  F  et  <I>  sont  toutes  en 
valeur  absolue  plus  petiles  que  /,,  on  peut  écrire 

(i\)  |.r-.r'j<_^|K~r'|'- 

et,  par  suite,  en  vertu  de  (.-f)  et  de  (5\ 

S  T, 

puis 

( 7 )  Iri  - y'i  —  ^'^y—j-') K'^JA^  —  ^'ï-^iy—y  i)- 

Les  inégalités  (a)  à  (r)  donnent  bien,  ainsi  que  nous  l'avions 
annoncé, 


(«)  b-i-Xil  <;^ 


1..X, 


£  étant  limité  en  fonction  de  Tj  et  de  a  et  tendant  vers/.éro  avec  t,. 

Il  est  aisé  de  déduire  de  là  que  les  conséquentes  successives 
de  C  tendent  vers  une  courbe  limite  3.  Supposons,  en  effet, 
que  C  coïncide  avec  C^  :  alors  C\  ne  sera  autre  que  la  seconde 
conséquente  Cj  de  C.  Le  segment  intercepté,  sur  l'ordonnée  cor- 
respondante à  Tabscisse  X,  entre  C  et  C|  étant  plus  petit  que  jjlX, 
celui  qui  est  intercepté  entre  C|  et  Co  sera  plus  petit  que  [JltX; 

celui  qui  est  intercepté  entre  C2  et  C3,  plus  petit  que  [xt^X, 

Ces  segments  formeront  donc  une  série  convergente. 

De  plus,  la  courbe  3  obtenue  est  indépendante  du  choix  de 
la  courbe  C,  puisque  si  C  est  une  autre  courbe  quelconque 
(Issue  de  Torigine  et  non  langente  à  Taxe  des  ^r),  C, ,  C^,  .... 
(j^,,  ...,.ses  conséquentes  successives,  le  segment  intercepté  sur 
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une  ordonnée  quelconque  entre  C,i  et  CJ^^  tend  ver^  zéro  lorsque  n 
augmente  indéfiniment. 

La  courbe  G  est  évidemment  invariante  (c'est-à-dire  coïncide 
avec  sa  conséquente),  et  l'on  voit,  de  plus,  que  c'est  la  seule 
courbe  invariante  qui  aboutisse  à  l'origine,  s'y  comporte  réguliè- 
rement et  ne  soit  pas  tangente  à  l'aice  des^'. 

On  remarquera  que  ces  différents  résultats  ne  supposent  nuf- 
lement  |  a'  |  <  i .  Si  l'on  ajoute  celle  nouvelle  hypothèse,  il  arrivera 
que  les  antécédentes  d'une  courbe  quelconque  issue  de  l'origine 
(et  non  tangente  à  l'axe  des  x)  tendront  également  vers  une  posi- 
tion limite  déterminée  3',  laquelle  sera  tangente  à  Taxe  des  r. 

Les  deux  courbes  3  et  3'  serotU  alors  les  lieux  géométriques, 
l'une  des  points  dont  les  antécédents  successifs  tendent  vers  l'ori- 
gine, l'autre  des  points  dont  les  conséquents  successifs  tendent 
vers  l'origine.  Ce  sont  elles  qui  interviennent  dans  la  théorie  des 
solutions  asymplotiques. 


SÉANCK    DU   :>   JUIN    Jî)OI. 

PlIKitlDKNr.K   DK   M.    DOCAGNK. 

Correspondance  : 

M.  le  Président  signale  le  dépôt  du  Tome  XII  de  la  i'*  série  des 
Œuvres  complètes  d^ Augustin  Cauchy  el  fait  valoir  Tintérét 
qui  s'attache  à  la  rédaction  d'une  Table  d'après  les  conveotions 
du  Répertoire. 

Communications  : 

M.  Raffy  :  Sur  l* identité  des  surfaces  doublement  cylindrées 
suivant  leurs  lignes  de  courbure  avec  les  surfaces  à  lignes  de 
courbure  planes  dont  les  plans  enveloppent  un  cylindre. 

M.  d'Adhémar  :  Sur  Inapplication  de  la  méthode  des  approxi^ 
mations  successives  à  une  équation  aux  dérivées  partielles  de 
forme  particulière. 

M.  A.  Pellet  adresse  la  Note  suivante  : 

Sur  la  méthode  d'approximation  de  Newton. 

I^a  formule  d'approximation  de  Newton  osf^susceptiblc  d'une 
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extension  1res  utile  dans  la  pratique.  Soit  l'équation 

Désignons  par  u  la  racine  de  plus  petit  module  de  Téquation 
obtenue  en  se  bornant  aux  /-+- 1  premiers  termes, 

ao -+- ai  J^"  H- . . . -t- a* a:' =  o. 

Si  Ton  prend  pour  valeur  approchée  de  la  racine  de  plus  petit 
module  de  Téquation 

l'erreur  commise  a  un  module  inférieur  à 

^  module  de 

/('il         a-    /(") 

et  M  nombre  positif  au  plus  égal  à 

9(Ç)  représentant  la  fonction 

OÙ  a/1  est  le  module  de 

et  éprenant  la  valeur  de   la  plus  petite  racine  de'^(Ç)  =  o.  La 
seule  condition  pour  que  la  formule  s'applique  est  l'existence  de 
la  racine  Ç,  supposée  en  outre  simple. 
Ainsi,  soit  l'équation 

373 — 7^7 -h  7  =  0. 

Posons 


I 
ar  =  n- 

il  vient 


^=  «-«-3  -+-r; 


^'+4/*-3V-+-^=o. 


i  est  inférieur  à  ^^2  —  i  —  ^*  ce  qui  donne 


3' 
M  <i,6. 
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Désignant  par  u  la  plus  petite  racine  de 

on  aura  la  valeur  approchée  de  j' 


-.  =  u 


M» 


Un  calcul  avec  les  Tables  à  7  décimales  donne 

,,  =  lîirv^^_^  0,0.35537, 
72 

d^oii 

ir=  i,3568cp8: 

Servclf  Algèbre  supérieure,  traîle  cet  exemple.  Mais  la  for- 
mule  permettrait  d'avoir  x  avec   deux   cliiffres  exacts    de  pins, 

puisque  Terreur  commise  en  l'appliquant  est  inférieure  à  -^' 


SÉANCE    DU    19   JUIN    1001. 

PRÉSIDENCE   DE   M.   TOtXHR. 

Communication  : 


M.  Blutel  :  Sur  une  propriété  des  coniques  tracées  sur  le 
cylindroïde  de  Cayley, 


Élections . 


SÉANCE  DU  3  JUILLET  1901. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    TOL'CHE. 


M.  Padé,  présenlé  par  MM,  Painlevéet  Borel;  M.  Massau,  pré- 
senté par  MM.  Demoulin  et  Borel;  M.  Delassus,  présenlé  par 
MM.  Cosserat  et  Kœnigs,  sont  élus  membres  de  la  Société  à  Tuna- 
nimîté  des  membres  présents. 

Communication  : 

M.  Lecornu  :  Sur  la  dynamique  des  systèmes  déf or  niables^ 
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M.  SenvANT  fait  la  Comniunicatlon  suivante  : 

Sur  la  déformation  des  quadriqiies. 
Soil 

ds*=  Edii*-^  iiF du  dv -h  G dv* 

rélëment  linéaire  d'une  quadrique  rapportée  à  ses  génératrices 
rectilignes  ;  on  trouve  facilement  les  relations  suivantes  : 

\  i  )  X  Ov     ""    ' 

Soit 

D  rfa>-+-  aD'  du dv  -h  IV  ^A* 

la  seconde  forme  quadratique  relative  à  une  surface  applicable  sur 
la  quadrique  donnée;  les  équations  de  Gauss  deviennent 


I) 


v/Ko'=12; 

on  voit  que  ces  équations  ont  la  même  forme  que  celles  qui 
déterminent  une  surface  à  courbure  totale  constante  ra|)portée  a 
ses  lignes  de  longueur  nulle;  la  valeur  de  Q  seule  difiere.  [/ana- 
logie entre  les  deux  problèmes  se  poursuit  plus  loin;  en  effet,  on 
voit  de  suite  que  le  réseau  conjugué  commun  à  la  quadrique  et  à  lii 
surface  ap|)licable  est 

A  </«*  ~  A*  c/i'*  r-z  o; 

c'est  Téqualion  qui  détermine  les  lignes  de  courbure  d'une  sur- 
face à  courbure  totale  constante  rapportée  à  ses  lignes  de  longueur 
nulle;  on  en  déduit  de  suite  une  proposition  de  M.  Darboux 
{A,  K,  A,  *S\,  1900J.  Le  réseau  conjits^ué  commun  à  une  qua- 
dri(jue  et  à  une  surface  applicable  sur  celle-ci  esf  un  réseau 
isotherme  conjugué. 

On  peut,  par  d'autres  niclhodes,  donner  unf  foinie  Irrs  simple 


du       t)v 

Ov        Ou 

AA-  = 

où  l'on  a  posé 

/KD  =  A, 

v/Ki>'=y, 

37  =  4, 
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aux  équations  de  la  déformation  (IHine  quadrique:  en  eflet,les  équa- 
tions de  M.  Darboux  (ÎTA.  des  surf,,  t.  III)  qui  permettent  de 
déterminer  les  quantités  £/ et  (>  en  fonction  des  asymplotiques  a  et  ^ 
d'une  surface  applicable  prennent  ici  la  forme  1res  simple  : 

d^u       du  du    d   ,       ,         d'V        dv   dv    d  .      ^^ 


dad'^      doi  dp  du     "^         dxd'^       du  d^  dv 
on  en  tire  facilement  en  intégrant 


du  di> 
da  dt 

du  dv 

= 

U. 

Si 

l'on  pose 

du 
dt 
dv 

^ 

du 

di 

X, 

a  quantité  X  salis 

rai 

t  H  Téquation 

') 

r)«logX 

diQ 
-^dut 

r 

-  — 

A 

d'-Q, 

dv^ 

Dans  le  cas  où  la  quadrique  donnée  est  une  sphère,  une  sur/ace 
de  révolution  ou  \\n  paraboloïde  quelconque,  les  quantités 

d^iX  d^it 

dû^  ^'  Ov^ 

se  réduisent  à  des  constantes,  et  Téquation  (i)  devient  Téquation 
bien  connue  des  surfaces  à  courbure  totale  constante  ;  on  en  déduit 
facilement  une  méthode  pour  ramener  la  déformation  d\ine  quel- 
conque de  ces  surfaces  à  celle  de  la  sphère. 

Si  la  quadrique  donnée  est  un  paraboloïde  à  plan  directeur  iso- 
trope, Téquation  (i)  se  réduit  à  celle  des  surfaces  minima;  dans  le 
cas  d'un  paraboloïde  de  révolution,  elle  s'intègre  immédiate- 
ment. 

SÉANCE  DU  17  JUILLET  4901. 

PRKSIDKNCK    DE   M.    TOL<:ilK. 

Le  Comité  de  publication  des  Œuvres  de  Rrioschi  fait  hom- 
mage a  la  Société  du  Tome  I  de  ces  œuvres. 
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EXTRAIT  DES  STATUTS  ET  DU  RÈGLEMENT. 


La  Société  mathémaUque  de  Franco  a  ^\xt  objet  Tavancement  ei  la  propa- 
gation de«  études  do  Mathématiques  pures  et  appliquées.  Elle  y  concourt  par 
ses  travaux  e^'ses  publications.  Elle  a  son  siège  à  Paris. . 

La  Société  se. compose  de  sociétaires  perpétuels,  de  membres  résidents  et 
de  membres  non  résidents;  en  nombre  illimité. 

Sont  ©onsidérés  comme  résidents  les  membres  qui  ont  à  Paris  leur  domî- 
olle  ou  leurs  occupatioBS  professionnelles. 

Les  Étrangers  peuvent  faire  partie  de  la  Société.  , 

Lès  conditions  à  remplir,  pour  être  membre  delaSociété,  sont  les  suivantes  : 
i**  avoir  été  prcsenlé  par  deux  de  ses  inembres  et  agréé  par  le  Conseil  d'iidmi- 
nistration  ou  par  le  Bureau  agissant  en  vertu  d'on  mandat  du  Conseil;  a'*  avoir 
obtenu,  à  Tune  des  séances  qui  ont  suivi  la  présentation,  les  suffrages  de  la 
majorité  des  membres  présents;  3°  avoir  versé  un  droit  d'admission  de  e^'jc 
francs;^'*  payer  une  cotisation  annuelle  dont  le  montant  est  de  Tnngi francs 
peur  les  membres  résidents,  et  de  quinzejranc$  pour  les  membres  non  résidents^ 

La  cotisation  aiïnuelle  peut  touioyrs  être  rachetée  par  une  somme  de  tTois 
ce/its  franics,  yors^Q  dans  les  conditions  fi»xées  par  le  règlement  administratif 
de  la  Société.  '  .     '         ' 

Ce  versement  confère  lé  titre  de  sociétaire  perpétuel, 

La  cotisation  annuelle  est  payée  an  oommencement  de  chaque  ex^^rcice  dont 
l'origine  est  iixco  au  i*' novembre  de  chaque  année. 

Les  nouveaux  membres  doivent  payer  la  totalité  de  la  cotisation  de  Texer*- 
clee  en  cours,  quelle  que  soit  répoquo  de  leur  admission, .  . 

La  Société  tient  des  séances  ordinaires  deux  fois  par  mois;  elle  prend 
"trois  mois  de  vacances,  eu  août,  septembre  et  octobre. 

Pour  assister  aux  séances,  les  personnes  étrangères  à  la  Société  doivent 
être  présentées  par  l'un  de  ses  membres. 

La  Société  publie  par  livraisons  un  Recueil  annuel  qui  a  pour  titre  :  Bulletin 
de  la  Société  mathématique  de  France,  et  qui  contient,  avec  un  extrait  des 
procès- ver  baux  des  séances^  des  Idoles  et  Mémoires  sur  les  Mathématiques 
pures  ou  appliquées,  ayant  pour  auteurs  des  membres  de  la  Société,  et  pré- 
sentant quelque  originalité  au  point  de  vue  do  la  méthode  ou  des  résultats. 

Les  livraisons  du  Bulletin  sdnt  adressées  à  tous  les  membres  do  la  Société, 
au  fur  et  à  mesure  do  leur  publication.  Toutefois,  dans  le  cas  où  un  sociétaire 
se  met  en  retard  dans  le  payement  de  sa  cotisation,  l'envoi  du  Bulletin  est 
suspendu  pour  lui,  jusqu'ù  ce  qu'il  ait  acquitté  l'arriéré. 


LIBRAIRIE   GAUTHIER-VILLARS 

QUAI  UES  GRANDS-AUGUST1NS,55,  PAUIS 


LUCAS  (Edouard),  Professeur  de  Mathéraalitjiie»  au  Lycée  Saii.l-Louis. 
—  Théorie  des  nombres.  Le  calcul  dot  nombres  entiers. Le  calcul  des 
nombres  rationnels.  La  dii'isiùliUé  aril/imcUque. \jï\.\nû  iii-8,  a\ectii<.; 
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TOME   XXIX.   -   FASCICULE   IV. 


PARIS, 


AU    SIÈGE    DE   LA    SOCIÉTÉ, 

A     LA    SORBONNE. 


1  

MM.  les  xMombrcs  de  la  Sociôlô  sont  priés  d'adresser  leur  cotisalion  à  M.  Claudc^Lafontainc, 
banquier,  rue  de  Trévise,  n*  32,  à  Paris, Trésorier  de  la  Société. 

On  s'abonne  et  l'on  trouve  les  Volumes  déjà  publiés  au  siège  de  la  Sqciété  ejgja  Librairie 
Gauthier- Villars,  55,  quai  des  Grands-Augustins,  Paris.  '^'  '^^    ^ 


Heu  séauees  de  la  Soelété  mathématique  «Mt  lieu  les 
liremier  et  troisième  mereredis  de  ehaque  mais  à 
9  Heaurea  et  deatie. 

Ilepula  le  i^''  Jff  ara  isao  les  aëaneea  de  la  Saelëté  ant 
lieu  dans  une  salle  de  la  Faeulté  des  Seienees  (entrée 
plaee  de  la  i^orbanne,  eaealier  tant  au  baut  de  la  gale- 
rie, deuiLlèuie  étage  à  droite). 

liea  Membres  de  la  0aeiété  ont  dû  reeewalr  une  carte* 
partant  le  timbre  du  Secrétariat,  leur  donnant  aceèa  m 
la  Blbliotbèiiue  de  l' Uni v^eraité,  et  fournissant  à  ce  sujet 
les  renseignenients  nécessaires  9  eeuiL  qui  ne  l'auraient 
pas  ref  ue  aaut  pries  d'en  infarmer  le  Secrétariat. 

lia  aarrespondance  peut  être  adreaséc,  sait  à  la 
Inculte  4^s  Scieueca,  place  de  la  Sorb«»ine,  aait  au  dami- 
cile  de  l*un  dea  aecrétaires,  de  préférence  à  m.  BIntely 
sauf  ce  qui  concerne  la  rédactian  du  Bulletin  qui  doit 
être  adresse  de  prëférence  m  JH*  Barel* 


AVIS. 


Dans  sa  scance  du  2  février  i883,  le  Conseil  de  la  Société  ma- 
ihématiquc  de  France  a  décidé  qu'à  l'avenir  tout  Membre  de  la 
Société  qui  voudra  compléter  sa  collection  du  Bulletin  aura  le 
droit  personnel  de  le  faire,  une  seule  fois  pour  chacun  des  volumes 
publiés  avant  son  admission,  aux  prix  suivants  : 

Le  volume, 
fr 

Dix  volumes  au  moins 4}6o 

De  cinq  à  neuf  volumes 5,uo 

Moins  de  cinq  volumes l),oo 


Dans  sa  séance  du  28  février  1900,  le  Conseil  de  la  Société 
mathématique  de  France  a  décidé  qu'à  l'avenir  tout  Membre  de 
la  Société,  auteur  d'un  travail  quelconque  inséré  dans  le  Bulle- 
tin et  désirant  en  obtenir  des  tirages  à  part,  devra  en  faire  la 
demande  en  retournant  Tépreuve  corrigée. 

Si  le  nombre  demandé  ne  dépasse  pas  cinquante,  les  frais  du 
tintt^^e  à  part  seront  fails  par  la  Société. 


Conformément  à  des  décisions  prises  parle  Conseil  et  par  la 
(iOrnmission  d'impression  : 

I®  Le  Bulletin^  depuis  le  Tome  XXVII,  paraît  tous  les 
trois  mois. 

:>/'  Les  auteurs  de  tous  les  travaux  destinés  au  Bulletin  sont 
instamment  priés  d'inscrire  eu  tête  de  leurs  manuscrits  la 
cliissificaliou  que  leur  assigne,  d'après  le  sujet  traité,  Vlndex  du 
Répertoire  bibliographique  des  Sciences  mathématiques, 

.■)°  Ils  sont  ('gaiement  invités  à  ne  pas  dépasser,  autant  que  pos- 
sible, la  proportion  de  une  figure  pour  quatre  pages  de  texte 
i  ni  primé. 
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MÉMOIRES. 


SUR  L1NTÉ6RATI0N  DE  CERTAINS  SYSTÈMES  DE  PFAFF 
DE  CARACTÈRE  DEUX; 

Par  M.    Élie    Cautan. 

Dans  un  Mémoire  inséré  tout  récemmenl  dans  les  Annales 
scientifiques  de  l'École  Normale  supérieure ,  j'ai  étudié  la 
question  de  l'existence  des  intégrales  d'un  système  d'équations 
aux  difTérentielles  totales  quelconques.  J'ai  montré  en  particulier 
que,  en  ce  qui  concerne  les  intégrales  non  singulières,  la  dimen- 
sion maxima  de  l'intégrale  et  la  nature  de  son  indétermination 
étaient  fournies  complètement  par  Tétude  purement  géométrique 
d'un  certain  système  de  complexes  linéaires  dans  un  espace  à  un 
nombre  convenable  de  dimensions.  On  est  ainsi  conduit  à  une 
série  de  n  entiers,  n  désignant  la  dimension  maximu  de  l'intégrale 
du  système, 

5i,  St,    .  .  .,  S«, 

dont  le  premier  a  déjà  été  introduit  par  M.  E.  von  Weber  dans 
un  Mémoire  cité  plus  loin  et  qu'il  a  nommé  le  caractère  du  sys- 
tème. Ces  entiers  ne  vont  pas  en  croissant;  de  plus,  en  formulant 
d'une  manière  convenable  le  problème  de  la  détermination  des 
intégrales^  j'ai  montré  que  l'intégrale  générale  dépendait  de 

5,4     fonctions  arbitraires  de     n     arguments, 


^,  I)  I  » 

et  enfin  de  s  constantes  arbitraires,  s  désignant  le  nombre  des 
équations  du  système. 

Le  cas  où  le  caractère  s^  est  égal  à  l'unilé  comprend  comme  cas 
particulier  le  système  formé  d'une  seule  équation  de  Praffeta 
fait  l'objet  du  Mémoire  dont  j'ai  déjà  parlé  de  M.  von  Weber. 

Je  m'occupe,  dans  ce  présent  Mémoire,  des  systèmes  de  carac- 
tère deux  qui  comprennent  comme  cas  particuliers  les  systèmes 
formés  do  deux  équations  de  PfalT,  et  aussi  les  systèmes  auxquels 
XXIX.  i<> 
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sont  éqiiivalenlcs  les  équations  aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre  à  une  fonction  inconnue  de  deux  variables  indépendantes ('). 
Mais  en  réalité  je  ne  traite  que  le  cas  de  certains  systèmes  de  ca- 
ractère deux  que  je  qualifie  de  systèmes  singuliers  i^ouv  la  raisoo 
suivante.  En  général,  si  les  coefficients  d'un  système  de  Pfaff 
sont  des  fonctions  quelconques  des  variables,  les  /i  —  i  caractères 
5|,52,  ...,  Ç/i-i  sont  tous  égaux  entre  eux  et  égaux  au  nombre  s 
des  équations  du  système.  Pour  un  système  de  caractère  deux 
à  coefficients  non  particuliers,  on  a  donc 

*t  =  *»  =  ...  =  ««-i  =  a, 

Sn  pouvant  avoir  Tune  des  trois  valeurs  o,  1,2.  Les  systèmes  que 
/^appelle  singuliers  sont  ceux  pour  lesquels  s„^i  est  inférieur 
à  2.  II  faut  ajouter  une  autre  restriction  :  c'est  que  l'intégrale  gé- 
nérale n'est  pas  engendrée  par  des  caractéristiques  analogues  à 
celles  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  ca- 
ractéristiques que  j'étudie  complètement  dans  le  Mémoire  précité; 
cette  restriction  n'en  est  d'ailleurs  en  réalité  pas  une,  car  tout  sys- 
tème engendré  par  des  caractéristiques  de  cette  nature  se  ramène 
facilement  à  un  système  sans  caractéristiques. 

Le  résultat  fondamental  obtenu  dans  ce  Travail  est  que  ces  sys- 
tèmes singuliers  s'intègrent  par  des  équations  différentielles 
ordinaires.  Mais,  chemin  faisant,  la  suite  des  raisonnements  m*a 
conduit  à  introduire  la  notion  de  système  systatique;  y^^^eWt 
ainsi  un  système  jouissant  de  la  propriété  que  toutes  les  inté- 
grales qui  passent  par  un  point  donné  et  admettent  en  ce  point 
une  tangente  donnée  admettent  en  ce  point  une  deuxième  tan- 
gente commune.  La  notion  de  ce  que  j'appelle  les  caractéris- 
tiques de  Motxge  se  présente  aussi  tout  naturellement;  coinme 
les  caractéristiques  dont  j'ai  parlé  précédemment,  elles  en- 
gendrent les  intégrales  générales  :  par  chaque  point  d'une  inté- 
grale générale  il  en  passe  une,  et  une  seule;  mais  elles  dépendent 
dans  leur  ensemble  de  fonctions  arbitraires,  c'est-à-dire  que  par 
tout  point  de  l'espace  il  en  passe  une  infinité;  les  caractéris- 
tiques dont  il  est  question  plus  haut,  au  contraire,  ou  caractéris- 

(*)  Kt   aussi   certains  systèmes  qui   en   sont   une  généralisation  immédiate  et 
dont  s'occupe  M.  von  Weber  dans  un  Mémoire  intitulé  :  Veber  gewisse  Systewf  \ 

PJajJ'scher  Gleichungen  {Munch.  SUiuns^sbei.,  t.  XXV,  p.  4a3-/|52:.  1895).  j 
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tiques  de  Cauc/iy,  dépendent  seulement  de  constantes  arbitraires. 
Enfin,  dans  certains  systèmes  singuliers,  il  se  présente  une  troi- 
sième catégorie  de  caractéristiques,  celles  de  ces  caractéristiques 
qui  sont  situées  sur  une  multiplicité  intégrale  donnée  dépendant 
de  fonctions  arbitraires. 

Ce  Mémoire  est  divisé  en  quatre  Chapitres.  Le  premier  est  con- 
sacré à  rappeler  les  résultats  généraux  sur  les  systèmes  de  Pfafl*; 
le  second,  à  exposer  la  théorie  des  systèmes  de  caractère  un  à  un 
point  de  vue  différent  de  celui  de  M.  von  Weber,  bien  que  les 
résultats  soient  naturellement  les  mêmes.  Le  troisième  Chapitre 
est  consacré  aux  systèmes  syslatiques  et  à  l'étude  géométrique  des 
systèmes  singuliers,  ou  plutôt  des  complexes  linéaires  qui  leur 
sont  associés.  Enfin  le  quatrième  Chapitre  s'occupe  de  Tintégra- 
lion  proprement  dite  de  ces  systèmes. 

Je  me  propose,  dans  un  prochain  Mémoire,  d'étudier  les  sys- 
tèmes non  singuliers  de  caractère  deux,  en  partant  de  la  réduction 
simultanée  de  deux  complexes  linéaires  à  une  forme  canonique, 
problème  dont  la  solution  s'énonce  simplement  et  est  d'ailleurs 
contenue  virtuellement  dans  les  nombreux  travaux  parus  jusqu'à 
ce  jour  sur  les  formes  bilinéaires. 


CHAPITRE  PREMIER. 

OÉjy  En  ALITÉS  SUR  LES  SYSTÈMES  DE  PFAFF. 

I. 
ÉLÉMENTS   INTÉGRAUX   ET  UL'LTIPLICITÉS   INTÉGRALES. 

1.  Étant  donné  un  système  d'équations  aux  différentielles  to- 
tales à  r  variables  ^r,,  X2y  .  • .,  ^r, 

(0|  =  a\i dx\  -J-  aij<irj-f-. .  .-h  a\rdx,'  =^  o, 
wj  =  andxi  H-  Uf^dxi-h . . .-+-  a^^dxr  =  o, 


/ 

\   w,  =  a  si  dxi 


I  -+•  fljfj  dXi  -4- .  .  .  -+-  ftsrdXr  =  O, 

considérons  les  covariants   bilinéaires  des  premiers  membres  de 
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ces  «équations 


^i=2(S;-feO^^-^---"-^'>^ 


M 


ê 

J      (A) 


■.-2(S*-ê')<'^'«'-'^-') 


(i,  Â=i,  a,  ...,  r). 


Ëlant  donné  un  système  particulier  de  valeurs  de  x^^  ^21  .-m 
Xr,  système  que  nous  appellerons  un  point  d'un  espace  à  r  dimen- 
sions, regardons  rfXi,  <i^2j  •  •  •>  ^«^r  comme  les  paramètres  direc- 
teurs d'une  droite  issue  de  ce  point,  de  même  oxt,  8x2,  ...,  oxr- 
Nous  dirons  alors  que  Vêlement  linéaire  formé  du  poinl 
(Xi,  Xj,  . . .,  Xr)  et  de  la  droite  (dx^^  . . .,  dxr)  issue  de  ce  point 
est  intégral  si  ces  2/*  quantités  satisfont  aux  équations  (i).  Nous 
dirons  que  deux  élénienls  linéaires  intégraux  (rfxi,  . . .,  c/xr)  et 
(o^i,  8x2,  . . .,  ôjc,-)  issus  d'un  même  point  sont  en  involution  si 
les  3  r  quantités  a?/,  dxi^  ùxi  annulent  les  seconds  membres  des 
équations  (2).  Enfin  nous  dirons  qu'un  élément  plan  E^  à /?  di- 
mensions (*),  issu  du  point  (T|,  ...,Xr),  est  intégral  si  tout 
élément  linéaire  contenu  dans  Ey,  est  intégral  et  si  deux  quel- 
conques des  éléments  linéaires  de  E^  sont  en  involution. 

2.  Ces  propriétés  des  éléments  intégraux  sont  invariantes  par 
rapport  à  un  changement  de  variables  quelconque;  la  chose  est 
évidente  pour  les  éléments  linéaires  intégraux;  pour  les  éléments 
à  plus  d'une  dimension,  elle  résulte  des  propriétés  bien  connues 
du  covarianl  bilinéaire  d'une  expression  de  Pfaff.  Par  un  change- 
ment de  variables 

J*/=  ÇzO'i,r«>  "">yr)        (1  =  1,  a r) 

entraînant 

dxi  =  -—  dvi  -+-  -r^  dvi-^. . .-+-  -j-—  àvr 


(')  Un  élément  à  p  dimensions  est  l'ensemble  d'un  point  et  d'une  mulliplicilê 
plane  à  p  dimensions  passant  par  ce  point;  cette  dernière  est  définie,  par 
exemple,  par  un  système  de  r  —  p  équations  linéaires  en  c?ar,,  dj?2,  ...,rfx,. 
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et,  par  suile,  transformant  un  élément  linéaire 

{Xi,  Xi,   ...,  Xr,  dXi,   ...,  dXr) 

en  un  élément  linéaire 

(ri»7l»   "-y^ndj^i,  ...,  dyr)y 

on  obtient 

wp  =  bpi  dyx  -\-  bpidyt-h,  ..-^bprdyr  =  Wp, 

et  Ton  a  alors,  par  le  même  changement  de  variables, 

Les  propriétés  des  éléments  intégraux  subsistent  encore  si  Ton 
substitue  au  système  (i)  un  système  linéairement  équivalent 

Ûp  =  Xpitoi4-Xpîa),-h...-hXp,Wj  =o         (p  =  I,  2,  ...,  5), 

les  )v,A  étant  des  fonctions  quelconques  de  Xt,  X29  .. .,  ^r^  à  déter- 
minant non  identiquement  nul.  Il  est  évident,  en  eflet,  qu'un  élé- 
ment linéaire  intégral  ne  cesse  pas  d'être  intégral.  De  plus,  pour 
les  éléments  linéaires  intégraux,  on  vérifie  sans  peine  que  l'on  a 

iip  =  Xpi  ^'i  ■+■  Xpîto'j  -h. . .-+-  Xp,w;, 

de  sorte  que  deux  éléments  linéaires  intégraux  en  involution  ne 
cessent  pas  d'être  en  involution. 

Donc,  sous  quelque  forme  qu'on  mette  le  système  (i)  et  quelque 
variable  qu'on  choisisse,  un  élément  intégral  est  toujours  inté- 
gral. 

3.  Le  lieu  des  éléments  linéaires  intégraux  issus  d'un  point 
donné  M(Xi ,  X2,  . .  . ,  Xr)  est  un  élément  plan  Hr_,  défini  par  les 
équations  (i);  tout  élément  intégral  issu  de  M  est  nécessairement 
contenu  dans  Hr_j;  mais  la  réciproque  n'est  en  général  pas  vraie. 
Si  nous  coupons  tous  les  éléments  issus  de  M  par  une  multiplicité 
plane  Par  —  i  dimensions  ne  passant  pas  par  M,  chaque  élément 
linéaire  donne  un  point  et  <ixi,  dxy^  ...,  dXr  peuvent  être 
regardés  comme  les  coordonnées  homogènes  de  ce  point  dans  P; 
ce  point  peut  être  appelé  Vimagc  de  l'élément  linéaire.  Le  lieu 
des  images  des  éléments  linéaires  intégraux  issus  de  M  est  une 
multiplicité  plane  ^r-s-\  à  /"  —  s  —  i  dimensions.  La  condition  né- 
cessaire et  suffisante  pour  que  deux  éléments  linéaires  intégraux 
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issus  de  M  soient  en  involiilion  est  que  la  droite  qui  joint  leurs 
images  appartienne  d^abord  à  ^rs-t  et  ensuite  à  s  complexes 
linéaires  définis  par  les  équations  (2);  les  quantités 

n^étant  en  effet  autre  chose  que  les  coordonnées  plùckériennes  de 
la  droite  et  ces  coordonnées  étant  assujetties  à  vérifier  s  relations 
linéaires  (non  nécessairement  indépendantes). 

D^ailleurs,  si  Ton  tient  compte  de  ce  que  la  droite  appartient 
à  tr-s._i9  on  peut  ne  laisser  dans  les  équations  de  ces  complexes 
que  les  2r  —  25  quantités  rfjCi,  rfxa,  .  . .,  dxr-s\  SjCi,  JjTj,  . . ., 
Zxr-s^  si  les  équations  (1)  sont  résolubles  par  rapport  à  dxrsj^x^  •■-, 
dxry  de  sorte  que  tout  se  ramène  à  la  considération  de  points 
d'un  espace  à  r  —  s  —  1  dimensions. 

4.  Ces  préliminaires  étant  posés,  au  système  donné  (i)  on  peut 
faire  correspondre  un  entier  n  et  un  système  de  n  entiers 


jouissant  des  propriétés  suivantes. 

Le  lieu  des  éléments  linéaires  intégraux  en  involution  avec  un 
élément  linéaire  intégral  arbitraire  E{  est  un  élément  plan  à 
r  —  s  —  5|  dimensions  Hr_i-.f,. 

Par  un  élément  intégral  arbitraire  Es  contenant  E|  il  passe  au 
moins  un  clément  intégral  à  trois  dimensions  et  le  lieu  de  ces 
éléments  intégraux  est  un  élément  plan  à  r  —  s  —  5|  —  s^  dimen- 
sions H,,_,_,^_^^  contenu  dans  H^_,^^,  .... 

Par  un  élément  intégral  arbitraire  £«_!  contenant  E;,_2  il  passe 
au  moins  un  élément  intégral  à  n  dimensions  et  le  lieu  de  ces 
éléments  intégraux,  ou  encore  le  lieu  des  éléments  linéaires 
intégraux  en  involution  avec  E/|_|,  est  un  élément  plan  à 
/'  —  s  —  5| — ...  —  Sn^\    dimensions    H,._, ,^_,    contenu    daos 

Hr_, ,^  ,. 

Par  un  élément  intégral  arbitraire  E„  contenant  Ew_4  il  ne  passe 
aucun  élément  intégral  à  nH-  i  dimensions;  autrement  dit,  le  lieu 
des  éléments  linéaires  intégraux  en  involution  avec  E/,  est  Tclé- 
ment  E,,  lui-nicnje  et  Ton  a 

n  z=  r  —  s  -  s^  -..  .  -  Sa-\  -  Sn. 
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Ces  entiers  s,Sij  ...,5/j  ne  peuvent  pas  aller  en  croissant, 
c*est-à-dire  que  l'on  a  les  inégalités 

et  ces  nombres  peuvent  d'ailleurs  être  tous  nuls  à  partir  d'un 
certain  rang. 

On  voit  que  5|  désigne  le  nombre  des  équations  indépendantes 
qu'il  faut  ajouter  à  (i)  pour  obtenir  llr-s-s^'^  q»e  ^2  est  le  nombre 
des  équations  indépendantes  qu'il  faut  ajouter  à  celles  de  Hr._f_f, 
pour  obtenir  H^_,_,j_,,  et  ainsi  de  suite.  Si,  en  particulier,  on 
désigne  par  (8xi, ...,  Bxr)  les  coordonnées  de  E|,  5-|-^i  désigne 
le  nombre  des  équations  indépendantes  en  dx^^ ...,  dxr  définies 
par  (i)  et  (2),  ou  encore  c'est  le  rang  de  la  matrice 


(3) 


«Il 

«51 


ai, 
«*î 


Zj  *»i'  ^^*     ^  *i»'  ^^* 


air 


Zj  *lr/S^/ 


Xsri  0^/ 


^  a*ii  Sa:/     ^  a,,/  8j7, 

où  l'on  a  posé 

Oapk       àap( 
^P'*=-d£"~âï^         (P  =  i,2,...,.;  .,A:  =  i,t.,...,r), 

et  où  8j:i,  ôj:^,  . . .,  oxr  sont  regardés  comme  des  quantités  arbi- 
traires satisfaisant  à  (i). 

De  même  s  -\-Si--}-  s^  est   le  rang   de   la  matrice  obtenue  en 
ajoutant  à  la  précédente  les  lignes 

^a„/o'a-/,     ^a,j/o>/,      ....     ^  a,,./ 0' j-/, 


et  où  (ojTi,  .. .,  oxr)^  (3'Xi,  . . .,  o'xr)  définissent  un  élément  inté- 
îçral  arbitraire  à  deux  dimensions.  El  ainsi  do  siiilr. 


Digitized  by  VjOOQIC 


±iO 


Si  l'on  s'est  arrangé  de  manière  à  faire  disparaître  dans  co'^, 
(Oj,  ...,  (1)^  les  termes  en  dxr^s+ii  ••  •>  dxr^  8^r_j+i,  ••.7  8xr  et 
qu'alors  cOp  prenne  la  forme 


i,...,r  —  s 


(4) 


Op  =      ^     Ap,A( dxi  ^x/c  —  dxk  oxi), 


i,k 


s^  est  tout  simplement  le  rang  de  la  matrice 


^Aii/ooTi     ^Aii^$ar/      ...      ^  A  !,;._,,/ oj^t 


(5) 


J^ksMlxi      ^Ajtj/ôa:/      ...      ^  A,,;_,,t- 8a:/ 


OÙ  S^Ti ,  . . .,  S^r-j  sont  des  quantités  absolument  arbitraires. 

Cet  entier  s^  s'appelle  le  carcuctère  du  système  d'équations  aux 
différentielles  totales  donné.  Par  analogie,  ^2)^37  •••»  ^/i  sont  les 
2*,  3*,  . . .,  /i'^"**  caractères  du  système. 

5.  Voici  maintenant  quelle  est  la  signification  des  entiers  qui 
viennent  d'être  introduits  au  point  de  vue  de  l'existence  des  mul- 
tiplicités intégrales  du  système  (i). 

Par  un  point  arbitraire  M©  il  passe  au  moins  une  multiplicité 
intégrale  à  une  dimension  M|  ;  par  une  multiplicité  intégrale  arbi- 
traire M|  il  passe  au  moins  une  multiplicité  intégrale  à  deux  dimen- 
sions Ma,  ...;  par  une  multiplicité  intégrale  arbitraire  M„_|  il 
passe  au  moins  une  multiplicité  intégrale  à  n  dimensions  M/^; 
enfin  par  une  multiplicité  intégrale  arbitraire  M,,  il  ne  passe 
aucune  multiplicité  intégrale  à  /i  +  i  dimensions. 

D'une  manière  plus  précise,  désignons  par  : 

|jt.o  un  point  arbitraire; 

|jLi  une  multiplicité  arbitraire  à  5 -h  i  dimensions  passant  |)ar  [Xq; 

jjLo  une  multiplicité  arbitraire  à  5  4-5, -h  !2  dimensions  contenant 


a,,  une  multi])licité  arbitraire  à  .v 
contenant  a„_, . 


-|-.v,4-...-l-.ç„   ,-i- 


n  dimensions 


Alors  il  existe  une  niultijiiicit»'  intégrale  à  n  dimensions  M,/  et 


Digitized  by  VjOOQIC 


-  2il  --. 

une  seule  passant  par  [Ao,  ayant  en  commun  avec  jx^  une  multi- 
plicité à  une  dimension,  avec  jx^  une  multiplicité  à  deux  dimen- 
sions, ...,  avec  ji-w^i  une  mulliplicité  k  n  —  i  dimensions,  et 
enfin  contenue  tout  entière  dans  {jl/|.  De  plus,  cette  mulliplicité  M,, 
n^est  contenue  dans  aucune  multiplicité  intégrale  à  /i  +  i  dimen- 
sions (*). 

En  présentant  d\ine  manière  convenable  les  éléments  arbitraires 
de  rintégrale  M;,,  on  peut  dire  encore  que  cette  intégrale  dépend 
respectivement  de  s,ij  5„_i,  ...,  s^  fonctions  arbitraires  de  /i, 
n  —  I,  ...,  I  arguments  et  de  5  constantes  arbitraires. 

Si  5„_|  est  nul  et  si,  d'une  manière  générale,  Sy  est  le  premier 
caractère  qui  soit  nul  (v</i —  i),  la  recherche  de  la  multiplicité 
intégrale  M„  déterminée  par  les  multiplicités  [jl©,  jJ^i,  ...,  jjl„  dont 
il  est  question  plus  haut  se  ramène  à  la  résolution  d\]n  problème 
analogue  à  V  variables  indépendantes,  mais  dépendant  de  n — v 
paramètres  arbitraires. 

6.  Enfin  il  est  un  cas  où  la  multiplicité  intégrale  générale  M,, 
est  engendrée  par  une  famille  de  courbes  ou  de  multiplicités 
dépendant  de  constantes  arbitraires  :  c^est  celui  où  par  chaque 
point  M(j:,,  j?2j  •  •  -î  ^'«)  îl  passe  des  éléments  intégraux  caracté- 
ristiques, c'est-à-dire  engendrés  par  des  éléments  linéaires  inté- 
graux en  involution  avec  tous  les  éléments  b'néaires  intégraux 
issus  de  M.  Ces  éléments  caractéristiques,  s'il  en  existe,  sont  tous 
compris  dans  Tun  d'entre  eux,  et  la  dimension  de  cet  élénient 
indique  la  dimension  des  multiplicités  caractéristiques  qui  en- 
gendrent i\I,|.  On  obtient  ce  plus  grand  élément  caractéristique 
en  ajoutant  aux  équations  (i)  celles  qu'on  obtient  en  annulant 
tous  les  mineurs  à  a -|-  i  lignes  et  5  H-  i  colonnes  de  la  matrice  (3) 


O) 


i'ti 


«.îi 


«lî 


a,2 


^^^'ixtdxi     ^au/^-r/      ...      ^^n^ridxi 


,  ^sud^i 


.  a.<si  dj-i 


Zj  **'•<  ^^'^'' 


')  La   recherche  de   l'intégrale   M„   dôtmiiinér    par   les    condilioiis    cnom-ccs 
:oiisliluc  ce  <nie  j'ai  appelé  le  problème  de  Cauc/tr. 
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ou  encore,  si  les  covariants  w'  ont  éié  mis  sous  la  forme  (4),  en 
ajoutant  aux  équations  (i)  les  suivantes  : 


(6) 


l,...,r  — * 


Zj       ^Pt'  dXi=2^  ^^^^  ^^  "  '  "  ~Ad.  ^P''"^''  ^*^'  ^  ^ 


(p  =  I,2,  ...,5). 


Si  alors  les  équations  (i)  et  (6)  se  réduisent  à  moins  de  r  indé- 
pendantes, elles  constituent  un  système  d'équations  aux  diflTéren- 
tielles  totales  complètement  intégrabte  et  leur  intégrale  générale 
fournit  les  multiplicités  caractéristiques.  De  plus,  si  les  équations 


"i  =  «i, 


it,=  a„ 


représentent  ces  multiplicités,  on  peut,  par  un  changement  de 

variables,  faire  en  sorte  que  le  système  (i)  ne  dépende  plus  que  de 

Wi,  Wa,  . . . ,  iir»]  de  sorte  qu'on  est  ramené  à  rechercher  l'intégrale 

générale  d'un  nouveau  système  à  r^  variables  pour  lequel  on  a 

d'ailleurs 

n'  =  n  —  r ->f  r\ 


s   =  Sf  ^l  ^^  ^If 


*î  =  «i, 


(*«'+!  =  .  .,=  Sn=  O). 


Ce  système  formé  des  équations  (i)  et  (6)  s'appelle  le  système 
adjoint  du  système  donné. 

En  particulier,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  le 
système  donné  soit  complètement  intégrable  est  que  les  équa- 
tions (6)  soient  des  identités,  ou  encore  que  tous  les  déterminants 
à  5  -h  I  lignes  et  5  +  i  colonnes  de  toutes  les  matrices, 


«Il 

«Il          .. 

air 

«îl 

«IJ          .- 

atr 

«51 

a„      .. 

.       asr 

«pi/ 

«pî/     • . 

^^ri 

(1) 


soient  nuls:  alors  on  a 


(p  =1,2,  ...,5;    1  =  1,2,   ...,/•). 


5i  =  5j  =  .  .  .  =  5«  =  o, 

r  —  S  -\-  n. 
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LBS  EXPRESSIONS  DIFFÉRENTIELLES  SYMBOLIQUES   ET   LEURS  DÉRIVÉES. 

7.  Nous  représenterons  le  covarîant  bilinéaire  (o'  de  Texpres- 
sion  de  Pfaff 

(  8  )  (0  =  ai  rfiPi  -h  at  dx^  -h ...  -h  a;,  dxr 

SOUS  la  forme  symbolique 

(9)  **^'  ~^  (  T~  —  T~^  )  ^*  ^'^^'  ~  ^^*  ^^»  -h ...  -H  dUr  dXry 

i,k 

OÙ  les  différentielles  dJC^y  ...,  rf^r  sont  soumises  aux  règles  de  la 
multiplication  combinatoire  de  Grassmann  (*). 

Le  procédé  de  dérivation  qui  permet  de  passer  de  w  à  w'  peut 
s^appliquer  à  des  expressions  différentielles  symboliques  de  n'im- 
porte quel  degré.  Considérons,  pour  fixer  les  idées,  une  expres- 
sion différentielle  symbolique  du  second  degré 

l,...,r 

(10)  û=  ^  atkdxidxk        (a//=o,  a/A-H- «*/=  o); 

/.* 

les  coefficients  aik  étant  des  fonctions  quelconques  de  X|,  x-x^  •  •  -, 
Xr\  la  dérivée  de  û  sera,  par  définition,  Texpression  différentielle 
du  troisième  degré  définie  par 

Cette  expression  û'  est  un  covariant  de  û  par  rapport  à  lout 
changement  de  variables,  au  même  titre  que  w'  est  un  covariant 

de(u(2). 

(')  La  multiplication  est  distributive  et  associative;  de  plus,  on  a 

dx^  dXf^  =  —  dxi^  dx-^        dx^  dx-  =  0. 

Voir  Cartan,    Sur  certaines  expressions  différentielles  et  le  problème  de 
Pfaff  {Ann.  de  l'Éc.  Norm.  sup.,  i«i)(),  p.  j-^/i  et  suiv.). 
(-)  Pdur  la  démonstration,  voir  Cartan,  loc,  rit.,  p.  î.'h-jjj. 
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8.   Voici   maintenant   une    proposition   très  imporlanle  el  qu. 
nous  sera  d*un  usage  fréquent  : 

Si  w  désigne  une  expression  de  Pfoff  quelconque,  w'  pie 
expression  dérivée  (rovariant  bi linéaire)^  l'expression  du  im- 
sième  degré  dérivée  de  co'  est  identiquement  nulle. 

On  peut  donner  de  ce  théorème  une  démonstration  inluilm 
fondée  sur  le  caractère  de  covariance  de  la  dérivée.  La  dérh» 
de  to'  est,  en  effet,  la  somme  des  dérivées  des  termes 


daxdxx^    datdxi. 


ddfdXr'f 


or,  prenons  le  premier  de  ces  termes  ;  si  ax  ne  dépend  que  de  i|. 
ce  terme  est  nul  et  sa  dérivée  aussi  ;  dans  le  cas  contraire  on  peul, 
par  un  changement  de  variables,  faire  en  sorte  que  a^  etx,  soient 
deux  des  nouvelles  variables  yi,  y^\  mais  alors  la  dérivée  de 
dfxdy2  est  nulle,  puisque  tous  les  coefficients  sont  conslanb. 
iJonc  les  dérivées  de  tous  les  termes  de  w'  sont  nulles. 

On  peut  aussi  vérifier  ce  théorème  par  le  calcul;  on  a,  eneffel, 

pour  oi'  ^ 

dak       àai 
dxi        Oxic 

de  sorte  que  le  coefficient  de  dxidxjdxk  dans  Texpression  dé- 
rivée de  t3i'  est 


Oxk 


ÔXi 


Oxj 


___     0     /âuj        Oa,\  0    (àai^.        àaA 

ôxk  \Oxi        àxjl        Oxi  \àxj        àxk) 

et  le  développement  du  second  membre  montre  qu'il  est  nul. 


^Xj  \àxk        àxi] 


9.  ÏHéoiik.ME.  —  Si  V expression  différentielle  du  second 
degré  H  est  le  produit  de  deux  expressions  de  Pfaff  iii  ci  rs^ 
on  a 


(1-2) 

Si,  en  cffcl, 
U  =  I  aidxj 


U'  =  lo'ry  -    ro'to. 
,  4-  (h  d.i'r  M  ^1  (h'i  -h- ... -7-  ù,<fxr)  —  ^  aibi^dxidxk* 
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on  a 

=  ^  daidxi ^  bkdxk--  ^  a,£/ar/ ^  dbkdxk, 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

Théokème.  —  5/  ci>  désigne  une  expression  différentielle 
d^un  degré  quelconque  et  m  un  coefficient  fonction  finie  de 
j^i ,  jTa,  . . . ,  Xry  si  enfin  on  pose 

12  =r  771  to, 

on  a 

(i3)  iï  =  mti)'-i-  dmo}. 

La  démonstration  est  évidente. 

10.  On  peut,  dans  une  expression  différentielle  symbolique  to, 
introduire,  au  lieu  des  r  différentielles  dx^,  dx^^  .  . . ,  dxr^  r  com- 
binaisons linéaires  à  coefficients  fonctions  quelconques  des  a:, 
c'est-à-dire  r  expressions  de  Pfaff,  linéairement  indépendantes, 
soient  Tîi| ,  nia,  • .  • ,  hT;. 

mi  =  X/i  dx\  -H  X/j  rfa?2  -4- ...  -h  X/,.  dxr^ 

ces  expressions  de  Pfaff  n'étant  plus  nécessairement  des  différen- 
tielles exactes.  Alors  l'expression  ù>  devient  une  expression  diffé- 
rentielle en  xs^^xs2y  ...,tïja,  dans  laquelle  les  m  sont  soumises 
aux  règles  de  la  multiplication  corobinaloire.  Si,  par  exemple, 
on  a 

Cri  =  AiWi-»-  AiTHi-i-.  .  .-h  krWr, 

la  dérivée  de  w  se  calculera,  d'après  les  théorèmes  précédents 
(form.  i3),  au  moyen  de  la  formule 

tri'  =  e/Ai  nJi-f-  rfAj  BTï-f-.  .  .-H  d\r  ^r-^  ^\'^\  -+".  •  .-h  ArW'r  ; 

si  (0  est  une  expression  du  second  degré 

iri  =    >  A/^ra/TOA, 
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11.  Voici  mainlenant  une  notalion  dont  nous  nous  servirons 
souvent.  Si  û  et  II  désignent  deux  expressions  différentielles  de 
même  degré  8,  co,,  coo,  ...,  iOp  des  expressions  différentielles 
homogènes  dont  chacune  est  de  degré  au  plus  égal  à  celui  de  û, 
nous  considérerons  des  congruences  de  la  forme 

(i4)  li  =  n        (modwt,  wj,  ...,  (Dp) 

et  celte  congruence  signifiera  qu'on  peut  tr«4àver  p  expressions 
différentielles  '/j^X^^  '"^Xp  ^®  degrés  respectiveme»!  S — S|, 
8  —  82,  • . .,  3  —  Zp  (une  expression  de  degré  zéro  étant  une  foiic- 
tion  finie  de  variables),  telles  que  Ton  ait  l'identité 

(i5)  i2  =  n-ha>iXtH-W2Xi-^..-+ Wp^p. 

Théorème.  —   La  congruence  (i4) 

12  ^  n        (mod  b)],  u>i,  ...,  b)p) 

entraîne  la  congruence 

(iG)  il'  ~U'        (mod  u),,  ...,  (Dp;  w',,  ...,  w^). 

En  effet,  la  congruence  (i4)  étant  équivalente  à  une  identité  de 
la  forme  (i5),  on  en  déduit 

ce  qui  entraîne  manifestement  la  congruence  à  démontrer  (16). 

12.  Appliquons  ces  conventions  au  système  d'équations  de 
Pfaff 

Iwj  =  aiidxi-h' .  .H-  a\f.dxr  =  o, 
■ 
O),  =  a^i^^FtH-.  .  .H-  agrdxr  =  o. 

Prenons,  avec  w^,  coa,  . . .,  co,,  p  =  /-  —  s  autres  expressions  de 
Pfaff  Toi,  102,  ...,  nip  indépendantes  entre  elles  et  indépendantes 
des  (0.  Alors  chacun  des  covariants  co', ,  co!,,  ...,  w^  sera  une  ex- 
pression différentielle  du  second  degré  en  tO|,  . . .,  w,,  tîj,  ,  . . .,  TOp 
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et,  par  suile,  on  pourra  écrire 

î P 


(«7)  (  i,k 


\  (moda>i,w,,  ...,««>*), 

les  Ay/yt  étant  des  foDctions  convenables  de  ^i,  . . .,  Xr. 

En  particulier,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  le 
système  (i)  soit  complètement  intégrable  est  exprimée  par  les  con- 
gruences 

(i8)  (I)',  ~  (i)j  =. .  .^  wi  ^  o         (mod  (i)|,  0)2,  . . .,  (i>j). 

Remarquons  que  tout  élément  linéaire  issu  d'un  point  donné 
(Xi^  X21  . . .,  ^r)  peut  être  défini  au  moyen  des  rapports  mutuels 
des  r  quantités  co^,  ...,  co,,  toi,  ...,  Wp,  qui  sont,  en  efTel,  des 
combinaisons  linéaires  à  coefficients  constants  de  dXij  dx2,  ..., 
dxr',  on  a  simplement  effectué  une  transformation  homogra- 
phique  des  coordonnées  de  ces  éléments  linéaires.  Avec  ces  nou- 
velles coordonnées,  les  conditions  pour  qu'un  élément  linéaire 
soit  intégral  sont  simplement 

coi  =  wj  = . . .  =  Wf  =  o  ; 

de  sorte  que  tout  élément  linéaire  intégral  est  défini  par  un  sys- 
tème de  valeurs  de  nji ,  nia,  • . .,  njp.  Les  conditions  pour  que  deux 
éléments  linéaires  intégraux  (ro,,  . . .,  njp)  et  (nr,,  w!,,  . . .,  nrl  ) 
soient  en  involution  sont 


î 
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el  les  élénienls  caractéristiques  sont  donnés  par  les  équations 

« P  » P  « P 

13.  Comme  application,  nous  allons  donner  une  nouvelle  dé- 
monstration du  théorème  fondamental  de  la  théorie  des  caracté- 
ristiques, à  savoir  que  le  système  des  équations  {\)  et  (19)  est 
complètement  intégrable. 

Nous  pouvons  toujours,  en  effet,  supposer  choisies  les  p  ex- 
pressions TtT,  de  manière  que  les  équations  (19)  se  réduisent  à 

Wi  =  w,  =...  =  mff  =  0        (»  =  p), 

et  il  s'agit  alors  de  montrer  que  le  système  d^équations  de  Pfafi* 

(1)1  =  a)j  =  . , .  =  a>,  =:  tJi  = . . .  =  tsq  =  o 

est  complètement  intégrable,  ou  encore  que  Ton  a 

a>j  ^  tOj  ^. .  .^  oDj  ^  nj'j  =3. .  .^  nyjy  ^  o        (mod  cOf,  C0|,  • . .,  Wcr). 

Pour  cela,  remarquons  d'abord  que,  par  hypothèse,  les  équa- 
tions (19)  ne  doivent  pas  contenir  w^y^t^  ...,  Wp,  c'est-à-dire  que 
tous  les  coefficients 

Aiy^H-i,     ...,    A/yp        (i  =  I,  2,  . ..,  5;y  =  1, '2,  .. .,  p) 

sont  nuls,  ou  enfin  que  dans  les  seconds  membres  des  formules  (i-) 
n'entrent  que  tcti,  ts^^  . . .,  rsa-  De  plus,  les  relations  (19) 

l,...,T  1,....T 

k  k 

entraînent  avec  elles 

Cela  étant,  prenons  les  dérivées  des  deux  membres  des  con- 
grucnces  (17),  en  remarquant  que  les  dérivées  des  expressions 
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<i/,,  . . .,  w^  sont  identiquement  nulles.  Nous  obtenons 

l,...,<T  1,....<T 


I,*  i,k 


I     »,*  ',* 

\  (mod  0)1,  ...,  (!>,;  w',,  ..,,  lo^). 

Diaprés  (17),  ces  congmences  sont  a  fortiori  vraies^  si  l'on 
prend  pour  modules  tU|,  ...,  a>,,  et  tous  les  produits  tct/tîta 
(/,  A*  =  I,  . ..,  (t);  dans  ces  conditions  elles  se  réduisent  à 

Z^  At/A(®i  WAr—  rn\.Wi)  e=  o, 

(modwi,  . . .,  (0/;  isTinT},  ...,©<,_ jTîi<,). 

Nous  pouvons  alors,  sans  changer  ces  congruences,  enlever 
dans  Ts\,  ...,77^  les  termes  qui  contiennent  hti,  ...,  w^y^  et  si  nous 
désignons  alors  par  nr,,  ...,  m'^j  ce  que  deviennent  tîj^,  ...,rojy 
quand  on  n'y  conserve  que  les  termes  du  second  degré  en 
w<j+i,  . . .,  nip,  les  congruences  (21)  se  changent  dans  les  identités 

1y^  AiiX^BT/TiTA—  roi-W/)  =  O, 
\  A,a(Tn;wA—T  taiwi)  =  o, 
qui  entraînent,  en  égalant  à  zéro  les  coefficients  de  tîj,,  tho,  ...,  Wç, 

1,...,(T  l,...,1  I,....1  ^ 

Zu  ^taw^.  =  ^  Aiiawa-  =...=  ^  A^iAUT/,  =  o, 

k  A  k 

ou  enfin,  d'après  une  remarque  faite  précédemment. 

XXIX.  17 
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•  Il  .  t  >uile  bien  les  congruences  à  démonlrer 

•/ ,       to^  "a . . . E^  w^  ?==  ro'i  =:~  .  •  •  r=  m*fj  ?s  o        ( mod  u>| ,  • . . ,  Wç). 

I  i.  Voici  mainlenanl  deux  remarques  qui  nous  seront  utiles. 

Ni  Ù  désigne  une  expression  symbolique  du  second  degré  et 
'j  une  expression  non  nulle  du  premier  degrés  lacongruence 

12  s  o       (mod  Cl)) 
rntraine  Videntité 

U«  =  1112  =  o. 

car  il  existe  une  expression  de  PraiTm  telle  que 

12  =  tuWf 
et  alors 

12*  =  (i>mojin  =  o, 

a  cause  de  la  présence  de  deux  facteurs  identiques  du  premier 
degré. 

Plus  généralement  si  W|,  ...,  w^,  désignent  p  expressions 
indépendantes  du  premier  degré  y  la  congruence 

12  ^  o        (mod  <i)ii  cuf,  ...,  tO/,) 
entraîne 

12/'-»-i  =  o, 

cap  la  puissance  (/>  +  i)  de  toute  expression  de  la  forme 

u)iTni-h..  .-hWpTn;, 

est  une  somme  de  termes  dont  chacun  contient  au  moins  deux 
facteurs  identiques  et  par  suite  est  nul. 
La  deuxième  remarque  est  la  suivante  : 

Si  o><,  ...,  w^  désignent  p  expressions  indépendantes  du 
premier  degré,  la  congruence 

11  ^=  G         (mod  toi,  wj,  ...,  lOp) 
est  équivalente  à  Videntité 

tt>ib>t«   .(i)y>ll  =  o; 
car  si  Ton  a 

11=    COiWi -h  WjWj-+-.  .  .-1- (O^Wp, 
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chaque  terme  du  produit  (Oi.cos .  ..o>^Û  contient  deux  facteurs 
identiques  du  premier  degré;  et  réciproquement  si  le  produit 
C0|(i)2..  .(Ojiyû  est  identiquement  nul,  on  peut  choisir  à  la  place 
de  ûte|,  ...,  dxr^  r  expressions  indépendantes  de  PfafT  parmi 
lesquelles  u>4,  ...,  to^;  si  alors  a)^^.i,  ...,  lOr  sont  les  /* — p 
autres,  tout  terme  de  ù  devra  contenir  une  des  expressions 
cui^  ...,(0^,  sinon  on  obtiendrait  dans  le  produit  (0,(1)2.  •  .co^Û 
un  terme  non  nul  et  irréductible  avec  un  autre  terme  quelconque 
du  même  produit.  Cela  démontre  le  théorème. 

15.  Nous  introduirons  enfin  la  définition  suivante  : 

Étant  données  une  expression  Û  du  second  degré  et  p  ex- 
pressions (1),,  . . .,  iOp  du  premier  degré,  nous  désignerons  sous 
le  nom  de  gemke  de  C expression  û  (mod  (o,,  ...,  tup)  te  plus 
petit  entier  h  tel  que  Von  ait 

Si  (0,,  (03,  . . .,  lùp  sont  indépendantes,  c^est  le  plus  petit  entier 
satisfaisant  à  l'identité 

(1)1  b>}.  .  .(Op  û*+*  =  o. 

D'une  manière  plus  générale,  si  au  lieu  d'une  seule  expres- 
sion û  du  second  degré  l'on  en  a  plusieurs 

nous  désignerons  sous  le  nom  de  genre  du  faisceau 

(23)  Z«|lil-H  M2U,-+-...-f-  UffUq 

par  rapport  aux  modules  o),,  (02,  ...,  (o^,  le  genre  maximum  de 
l'expression  (23),  où  l'on  regarde  W|, ...,  Uq  comme  des  constantes 
arbitraires.  Le  genre  ne  change  pas  si  l'on  remplace  les  û  par 
des  expressions  qui  leur  soient  congrues  (mod  w, ,  . . . ,  a>^). 

Le  genre  d'un  sj^slème  de  PfafT  sera  celui  du  faisceau  formé  par 
les  covariants  bilinéaires  de  ses  premiers  membres,  les  modules 
étant  ces  premiers  membres  eux-mêmes.  La  condition  nécessaire 
et  suffisante  pour  qu'un  s^^stème  de  PfafT  soit  complètement  inté- 
grable  est  donc  qu'il  soit  de  genre  zéro. 


Digitized  by  VjOOQIC 


-  252 


CHAPITRE  IL 


LES  SYSTEMES  DE  PFÀFF  DE  CAEACTKnE  Un, 


m. 


LE  SYStÉME   DÉRIVÉ. 


16.  Les  résultats  obtenus  dans  ce  Chapitre  ne  sont  pas  nou- 
veaux et  sont  dus  en  grande  partie  à  M.  E.  von  Weber  (*).  Mais 
ils  constituent  une  application  simple  des  principes  du  Chapitre 
précédent  et  ils  nous  seront  utiles  pour  Tétude  des  systèmes  de 
caractère  deux. 

Le  premier  théorème  fondamental  est  le  suivant  : 

Théorème.  —  On  peut  toujours  choisir  les  équations  (fun 
système  de  Pfaff  de  caractère  un  de  manière  que  l'on  ait 


tl).    ^  U),  ^. . 


(  mod  (x>i ,  (i>s,  . . . ,  tOj  ). 


En  effet,  nous  pouvons  toujours  mettre  les  covariants  bilincaires 
w',,  0)3,  ...,  (0^  sous  la  forme  (17)  du  Chapitre  précédent 


i,....P 


(I) 


« P 


(mod  W|,  coj,  . , .,  (1),), 


en  désignant  par  w,,  w^y  ...,  Tsjp,  p  expressions  de  Pfaff  indépen- 
dantes entre  elles  et  indépendantes  de  (0|,  ...,  a>,.  Cela  étant,  le 
caractère  s^  est  le  rang  de  la  matrice 


(î) 


Z^  AjiiBJ/      ^  Arfi/w/      ...      ^  A,ptiij/ 


(  '  )  E.  VON  Wedeh,  Zur  Invar iantenthcorie  der  Système  P/aff'sc/ter  Glei- 
chungen  {Leipz.  Der. y  p.  207-2i<);  189K). 
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où  les  w  sont  regardées  comme  des  paramètres  arbitraires.  Ici,  ce 
caractère  doit  être  égal  à  l'unité,  c'est-à-dire  que  tous  les  mineurs 
du  deuxième  degré  de  la  matrice  (2)  doivent  être  identiquement 
nuls.  Supposons,  par  exemple,  que  les  éléments  de  la  première 
ligne  ne  soient  pas  tous  identiquement  nuls  et  qu'en  particulier 
le  premier  élément 

ne  soit  pas  identiquement  nul.  Alors  Fidentité 

Z^  Aii/w/ y^  Aj^/w/  =  ^  A|A/w/ y^  Aji/w/ 

(où  les  vs  sont  maintenant  soumis  aux  règles  ordinaires  du  calcul 
algébrique)  montre  que  l'on  a,  ou  bien 


ou  bien 


i  i 

2^  Ajx/T3|-  =  Ik^  Ajtiro/ 
^  A|i/  w/  =  /  ^  Ati/  ro, 

i  < 


(A  =2,3,  ...,p). 


(A:  =  2,3,...,p), 


/i,  Ly  ..*,  /p  désignant  des  fonctions  des  j;  (indépendantes  des  ra). 
Mais  la  première  hypothèse  entraîne 

Ai*i  =  o, 

ce  qui  est  absurde,  parce  que  ]/]  Am-nj/  serait  identiquement  nuK 

Il  ne  reste  donc  que  la  seconde  hypothèse.  Elle  exprime  tout  sim- 
plement la  congruence 

o>i  s /(o'i         (mod  (Di,  bj2,  . ..,  a>^}. 

Si  donc  on  prend  pour  seconde  équation  du  système 

(u,  =  a>2  —  Itai  =  o, 
on  a 

tu',  £=0         (mod  iij|,  . ..,  tu.<). 
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Il  en  est  de  même  pour  les  s  —  2  autres,  ce  qui  démonli^  le 
théorème. 

Le  système  _ 

CUj  =  U)  j  =  .  .  .  =  tOi  =  o 

est  dit  le  système  dérivé  (')  du  système  donné.  Si 

««iti)|-h  ajcoi-H..  .-h  M,(o,  =  o 

est  une  équation  du  système  dérivé,  on  doit  avoir 

M I  w  j -t- Mj  (0 ',-+-...-♦- a,  tu',  s  o        (inod  ci)|,  ...,o>,), 

ce  qui  revient  à  l'identité 

(3)  wiw,.  ,,ti)s{'h^\  -*-•  •  •-*-  '/i^.<)  =  o. 

Le  développement  de  cette  identité  conduit  a  un  certain  nombre 
d'équations  linéaires  en  2/|,  1/3,...,  i/^,  équations  qui  se  réduisent 
à  une  seule,  si  le  caractère  du  système  est  Tunité,  et  qui  définis- 
sent le  système  dérivé. 

IV. 

LE  COMPLEXE   LINÉAIRE   ATTACHÉ   At   SYSTÈME   DE  PPAFF. 

17.  Le  seul  covariant  iù\  qu'il  y  ait  lieu  de  considérer  définit 
alors  un  complexe  linéaire  que  nous  allons  maintenant  étudier. 

Soit  IIp  (p  =  r  —  s)  l'élément  plan  lieu  des  éléments  linéaires 
intégraux.  Supposons  que  7  désigne  la  dimension  du  plus  grand 
élément  caractéristique  £9,  7  étant  nul  s'il  n'y  a  pas  d'élément 
caractéristique.  Soit  alors  E|  un  élément  linéaire  intégral  (situé 
dans  Hp)  et  n'appartenant  pas  h  ta]  le  lieu  des  éléments  intégraux 
en  invohitioii  avec  E,  est  un  élément  plan  Hp_i  contenant  natu- 
rellement e<r.  Pour  les  éléments  contenus  dans  IIp_i,  il  existe  un 
élément  caractéristique  à  o* -H  1  dimensions,  à  savoir  le  plus  petit 
élément  plan  c^j^i  contenant  à  la  fois  e<y  et  E|.  Je  dis  d* abord 
que  Hp_i  ti' admet  pas  d'élément  caractéristique  à  plus  de 
7 -H  1  dimensions.  Si,  en  effet,  il  en  existait  un  à  T-f-  2  dimen- 
sions, par  exemple  6<j+2»  l'élément  plan  Hp_,  lieu  des  éléments 

(')  Celle  dénoiiiinalion  est  duc  à  M.  von  Wcber,  loc.  cit. 
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intégraux  en  involution  avec  un  élément  linéaire  Ë',  non  situé 
dans  Hp^i  couperait  e^+a  suivant  un  élément  à  <t4-i  dimen- 
sions au  moins,  soit  £^+i;  mais  alors  e^^j  serait  caractéristique 
pour  Hp_,  et  pour  E',  et  par  suite  pour  le  plus  petit  élément  con- 
tenant k  la  fois  Hp,i  et  E',,  c'est-à-dire  pour  IIp,  ce  qui  est  con- 
traires l'hypolhèse. 

Donc  le  plus  grand  élément  caractéristique  pour  Hp.i  est  à 
<T  -+- 1  dimensions,  et  c^est  (e<y,  E|  )  (*). 

Prenons  alors  dans  Hp_i  un  élément  linéaire  E'^  non  situé  dans 
e(T+i  )  le  lieu  des  éléments  linéaires  de  Hp_i  en  involution  avec  E', 
est,  d'après  ce  qui  précède,  un  élément  Hp_2  et  le  plus  grand 
élément  caractéristique  pour  Hp.3  est  à  0-+  2  dimensions,  à  savoir 
(£<y^i,  E',)  ou  (e<;,  E|,  E',),  que  nous  désignerons  par  e<,^.2. 

On  peut  continuer  ainsi  de  proche  en  proche  jusqu'à  ce  qu'on 
arrive  à  un  élément  Hp.^k  pour  lequel  le  plus  grand  élément  carac- 
téristique Sfj^h  se  confond  avec  Hp_A>  ce  qui  arrivera  nécessaire- 
ment pour  une  valeur  de  h  donnée  par 

(.1)  p—y='ih. 

L'élément  lip_h  est  alors  un  des  éléments  intégraux  au  nombre 
maximum  de  dimensions  et  Ton  a 

(5)      j«  =  P-/'  =  '-^/'. 

18.  Convenons  d^ap[ie\ev  élément  polaire  d^ un  élément  linéaire 
intégral  donné  E|  le  lieu  Hp_4  des  éléments  intégraux  en  involu- 
tion avec  E|  ;  il  résulte  de  ce  qui  précède  que  Hp_i  est  élément 
polaire  pour  tous  les  éléments  de  e<r+i  :  (s^y,  Ei).  Pour  arriver  à 
Hp_A  nous  sommes  partis,  en  somme,  de  h  éléments  e^^.^  en  involu- 
tion deux  à  deux  et  nous  avons  pris  rinlerseclion  de  leurs  h  élé- 
ments polaires.  Soient 

les  équations  de  ces  h  éléments.  Si  Ton  tient  compte  de  (G),  le 
covariant  co',  doit  s'annuler  identiquement  :  on  a  donc  une  rela- 

(<)  Je  désigQcrai  par  la  notation  (l£^,  E^)  le  plus  petit  élément  contenant  à  la 


fois  K^  et  E^ 
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lion  de  la  forme 

et  les  2  h  expressions  de  Pfaff  w, ,  . . .,  m^h  doivent  être  indépen- 
dantes (mod  (i)|,  ...,  (t>,),  sinon  le  plus  grand  élément  caractéris- 
tique serait  à  plus  de  p  —  2  A,  c^est-à-dire  à  plus  de  7  dimensions. 
La  forme  réduite  (7)  montre  que  tout  élément  Hp_i  conte- 
nant iff  est  Vêlement  polaire  d^un  élément  t^t+i  contenant  e©. 
En  effet,  soient 

ai        at      '"      am 
les  équations  de  Télément  t^^i,  celles  de  l'élément  e^  étant 

OTl  =  Wj  =  .  ,  .  =  W^fi  =  O. 

L'élément  polaire  de  t^-k-t  ^  alors  pour  équation 

( 9 )  «1  w/n-i  —  a/t^i  OTi  -4- . . .  -4-  a/j OT|/,  —  aj/, bt/,  =  o, 

et  cette  équation  (9)  est  évidemment  Téqualion  générale  d*iin 
élément  IIp_i  passant  par  e^y. 

Nous  dirons  que  deux  éléments  Hp„i,  IK.,  passant  par  e^  sont 
conjugués  lorsque  les  deux  éléments  £(t+i,  e'^,^.,  dont  ils  senties 
éléments  polaires  sont  en  involution  ;  alors  Hp_i  contient  ej.^t 
et  Hp_,  contient  e<,4.< ,  Pour  obtenir  un  élément  intégral  à  n  di- 
mensions, il  suffit  de  prendre  h  éléments  Hp_i  contenant  t^j  et 
conjugués  deux  à  deux;  ces  h  éléments  permettent  de  réduire  cj>, 
ù  la  forme  (7). 

19.  Cherchons  à  exprimer  analytiquement  tous  les  résultais 
précédenrs.  D'abord  pour  obtenir  l'entier  A,  on  peut  chercher  le 
plus  grand  élément  caractéristique  £9,  et  alors 

'À 

OU  bien  encore  on  peut  remarquer,  d'après  la  formule  (7)3  que  h 
est  le  plus  petit  entier  satisfaisant  à  la  congruence 

(10)  (*)/*  +  ' e:=0  (mod  (i>i,  u>i,  . . .,  u>.«), 

ou  encore  ù  ridenlilc 

(il)  WiWj.  .  .lOjW',^^*  =  o. 
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On  voit  que  rentier  h  n'est  autre  chose  que  le  genre  du  sys- 
tème (n^  lo). 

On  exprimera  que  Félément  à  p  —  i  dimensions 

w  =  o, 

contient  £(,,  en  écrivant  que  pour  cet  élément  Fentier  h  est  diminué 
d'une  unité,  c^est^à-dire  que  Ton  a  soit 

(12)  mtOj'^s.o        (mod  lai,  ci)|,  . ..,  u>;), 

soit 

(i3)  wicoj. .  .(1)^0)7* w  =  o. 

On  exprimera  que  les  deux  éléments  à  p  —  1  dimensions 

w  =  o, 
m'  =  o, 

passant  par  £<,  sont  conjugués,  en  écrivant  que  rs'=:  o  contient 
l'élément  caractéristique  relatif  à  l'élément  ©  =  0,  c'est-à-dire 
d'après  (12) 

ou,  ce  qu!  revient  au  même, 

V. 

INTÉGRATION   DES    SYSTÉUES  DE  CARACTERE   U/l. 

20.  Il  se  produit,  au  point  de  vue  de  l'intégration,  un  fait  très 
remarquable,  énoncé  et  démontré  par  M,  von  Weber  (*),  et  qui' 
sépare  nettement  le  cas  où  le  genre  k  est  supérieur  à  1  de  celui 
où  il  est  égal  à  i. 

Théoeeme.  —  Si  h  est  supérieur  à  V unité,  le  système  dérivé 
est  complètement  inlégrable. 

Supposons  que 

(\'y)  tus=  tOj  =  . ,  .=  tu,  =  o 

(')  Loc.  cit. 
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soit  le  syslème  dérivé.  On  a  alors,  par  définilion, 

co', ^  (i>3  ^.  ..^  (ù'g  ^  o        (mod  u)|,  tùf,  . . .,  (iif). 
Il  résulte  de  là  que  Ton  peut  écrire,  par  exemple, 

(16)  ui'^^iùty^        (mod  u>s,  (t>3,  ...,  (Dj), 

y^  étant  une  combinaison  linéaire  de  o>i,  nii,  ...,  iss^j^.  Si  nous 
prenons  les  dérivées  des  deux  membres  de  la  congi*uence  (16) 
en  remarquant  que  la  dérivée  du  premier  membre  est  identi- 
quement nulle,  nous  obtenons 

(o'i  y^  —  y '(D|  s  o        ( mod  a)|,  . . . ,  <i), ;  a>',,  . . . ,  o»i  ), 

et,  a  fortiori, 

(17)  «^iZ^o        (modo>i,a>,,  ...,a>,). 

Cela  étant,  si  y^  était  indépendant  de  co^,  la  congruence  (17) 
entraînerait  (n**  14) 

(M j*  s  o        (modb>iy  (1)],  .. .,  coj;), 

et  le  genre  h  serait  au  plus  égal  à  Funité,  ce  qui  est  contraire  à 
l'hypothèse,  y  ne  dépend  donc  que  de  tO|  et,  par  suite,  la  con- 
gruence (16)  se  réduit  à 

0)2^0        (modu>s,  (03,  . . .,  coj). 

Le  raisonnement  fait  pour  (02  est  valable  pour  0)3,  . . .,  (o^  et  Ton 
arrive  finalement  aux  congruences 

qui  démontrent  la  proposition. 

21." Cela  étant,  voici  comment,  dans  le  cas  A>  i,  on  intégrera 
le  système.  On  commencera  par  intégrer  le  système  dérivé,  ce 
qui  donnera  par  exemple 

(18)  ri  =  «i>      rî  =  «ï»      -M     ys-i-cis-u 

les  y  désignant  s — 1  fonctions  indépendantes  des  variables  et 
les  a  désignant  des  constantes  arbitraires.  En  tenant  compte  alors 
de  (18),  il  reste  à  intégrer  une  seule  équation  de  Pfaff 

ti>i  =  o 
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avec 


A4-i^Q        (modcDi). 


On  appliquera  la  théorie  bien  connue  du  problème  de  Pfafl* 
qui  nous  est  d^ailleurs  fournie  par  les  considérations  géométriques 
précédentes.  Les  équations  de  Pfaflf  qui  définissent  l'élément  e^ 
sont  complètement  intégrables;  on  en  cherchera  une  intégrale 
première 

(19)  Z|  =  const. 
au  mojen  de  l'équation  (18) 

( 20 )  a)|  w'/*  dzi  HH  o, 

jS|  étant  une  fonction  inconnue  des  variables.  Cette  intégrale 
étant  trouvée,  si  l'on  tient  compte  de  (19),  le  genre  de  l'équation  Wi 
est  diminué  d'une  unité;  on  cherchera  une  intégrale  première 
^2=  const.  de  l'équation 

et  ainsi  de  suite.  On  aura  de  proche  en  proche  h  intégrales 

(21)  zi=ibi,       Zi=  btj        ...,       ^h  =  bhf 
telles  que  les  h  éléments 

c/^i  =  o,        dzi=^Of         ...,        dz/i=  o 

contiennent  e^  et  soient  conjugués  deux  à  deux.  En  tenant 
compte  de  (21)  on  aura  alors 

(t)}  ^  o        (modci>|), 

c'est-à-dire  que  l'équation  0)4  =  0  deviendra  complètement  inlé- 
grable,  c'est-à-dire  réductible  à  la  forme 

^'5/n_j  =  o. 

x\ulrement  dit  l'équation  0)1  =  0  pourra  s'écrire 
dz/,^i  —  pi  dzi  —  pi  dzi  — . . . — ph  dzfi  —  o, 
où  les  2//  -f-  I  quantités  5/,  p^  sont  indépendantes. 
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Finalement,  le  système  donné  est  réductible  à  la  forme 

dyy     =  o, 
dy^     =  o, 

I  dys^t  =  o, 

\  dz/t^i  —  pidzt  —  ...'-p/i dzh  =  o, 

oày^^  ...,^j-M  5,,  ...,  Zk^^y  /?,,  ...,/?A  sont  5-1-  2A  variables 
indépendan  tes. 

On  déduit  facilement  de  cette  forme  Pintégrale  générale  du 
système;  s'il  j  a  des  caractéristiques,  on  les  obtient  en  égalant 
à  des  constantes  arbitraires  les  5  +  2/i  variables^,  2,  />. 

La  réduction  du  système  à  la  forme  canonique  (-^a)  ei^ige  5  +  A 
opérations  d'ordres 

5  —  1,    s  —  «2,     ...,    a,    i;    a  A -M,    2/1  — i,     ..,,    3,     i, 

22.  Cas  oii  h  est  égal  à  \,  —  Dans  ce  cas  une  réduction  ana- 
logue est  en  général  impossible.  Si  p  est  supérieur  à  2,  il  y  a  des 
caractéristiques  à  p  —  2  dimensions  et  n  est  égal  à  p  —  1.  V inté- 
grale générale  se  ramène  à  des  équations  différentielles  ordi^ 
naires.  Le  moyen  le  plus  simple  de  procéder  est  le  suivant  : 

On  cherchera  une  intégrale  première  des  équations  des  carac- 
téristiques (s'il  n'y  en  a  pas,  on  prendra  une  fonction  quelconque)  ; 
soit 

{•i3)  z  =  const.y 

elle  est  fournie  par 

bi[djs^BO        (inod  (i>|,  b)2;  . . .,  coj) 

ou  encore  par 

(24)  viiiVJi. .  ,Msiii\  dz  =z  o. 

En  tenant  compte  alors  de  (a3),  le  système  devient  complè- 
tement intégrable;  il  admet  s  intégrales  premières  indépendantes 
fournies  par  le  système  complet 

a>i(Oj. .  .(Dj  «//"=  o. 
Soient 

-5i  =  aj.        Zi=aii        ...,        5,=  a,. 
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Alors  cela   signifie  que  le  syslème  donné  est  réductible  à  la 
forme 

dz,^u,dz=o. 

I ' 

\  dss —  Ugdz  =  o, 

et  il  y  a  a^  -h  i  — (5+  a)  =  5  —  i  relations  entre  ^,  ^i,  . . .,  5,, 
i/i,  ...,  Us. 

Finalement  Fintégration  du  système  revient  à  celle  du  système 
d'équations  diOférentielles  ordinaires 


)a6) 


On  peut  se  donner  arbitrairement  une  relation  entre  ^,  z^, ...,  Zs* 
Dans  certains  cas  particuliers,  k  système  est  susceptible  d'une 
forme  canonique  simple;  mais,  pour  ne  pas  trop  sortir  de  notre 
sujet,  je  renverrai  sur  ce  point  au  Mémoire  déjà  cité  de  M.  von 
Weber. 

CHAPITRE  III. 

LES    SYSTKMES    DE    CARACTERE    dcUX, 


VI. 
LE  SYSTEME   DÉRIVÉ. 

23.  Soit 

(1)  U>1  =  0>j  =  .•.=  <*),=  o 

un  système  de  caractère  deux.  Le  système  dérivé  est  alors  au 
plus  formé  de  5  —  2  équations  indépendantes.  Cherchons  d'abord 
dans  quel  cas  il  contiendrait  moins  Ac  s  —  2  équations,  autrement 
dit  dans  quel  cas  les  s  covarianls  co', ,  (•>!,,  . . .,  (o^  seraient  liés  par 
moins  de  Â* — 2  relations  linéaires  (mod  w,,  ...,(0,). 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  Ton  n'ait  aucune  relation 
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de  la  forme 

soit  II  le  genre  minimum  de  l'expression 

Nous  pouvons  alors  supposer  que  l'on  a 

(3)  w'/*^*  =  o        (modw,,cot,  ...,  w,), 

et  pour  aucun  système  de  valeurs  des  u  on  n*a 

(m, a»',  -h  UtW|  +  MjU)',)'«so         (modu>|,  «uj,  ...,ci*,). 

Cela  éiSini^  supposons  d'abord  que  h  est  égal  à  i;  on  peut 
alors  mettre  co',  sous  la  forme 


(4) 
soit 

(5) 


ti)j  h::5  W|  «Tj  (  mod  (0|,  (Uf)  . .  . ,  (t>f  ), 

« p 


D'après  la  définition  du  caractère,  tous  les  déterminants  du 
troisième  degré  de  la  matrice 


(G) 


Wt 


—  Wl 


^ai/TB/     ^^î/W/     ^''Ji^/     •••      ^«fp/''/ 

^^ii-nj/    ^l^ii^i    ^^ii^i    •..     ^^pigy/ 


doivent  élrc  nuls,  quels  que  soient  W|,  ts^j  . . .,  Wp.  Il  résulte  en 
particulier  de  là  que  tous  les  déterminants  du  second  degré  de  la 


matrice 

(7) 


^  a^i  Wi     ...     ^  (i  p,W|- 
doivent  être  identiquement  nuls.   D'après  un  raisonnement  fuit 


Digitized  by  VjOOQIC 


-  263  — 

pour  les  systèmes  de  caractère  w/i,  cela  n'est  possible  que  de  deux 
manières. 

Ou  bien  les  éléments  de  la  deuxième  ligne  de  la  matrice  (7) 
sont  proportionnels  à  ceux  de  la  première  ligne,  ce  qui  entraîne 
des  relations  de  la  forme 

àzi—lfizi=  bu—la„i  =  ...=  ^>p,— /ap/=o        (is=i,a,  ...,p); 

mais  alors  le  co variant  (o!,  —  /(o,  a  tous  ses  coefficients  nuls,  sauf 
celui  de  Wiina,  et  Ton  a,  par  suite,  une  coogrueuce  de  la  forme 

ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 

Ou  bien,  et  c'est  par  conséquent  la  seule  hypothèse  possible, 
il  existe  des  relations  de  la  forme 

.   

[   ^^P'^^  ~  ^p  J^^^S/W/,  ^bpi^i  =  ^p  Zj^»*"«» 

en  supposant,  par  exemple,  que  tous  les  a^i  ne  soient  pas  nuls. 
Mais  ces  formules  montrent,  en  faisant  dans  les  seconds  membres 
l=z3  et  cherchant  dans  les  premiers  membres  les  coefficients 
de  733,  que  l'on  a 

a„  = . . .  =  ap3  =  o,         Z^^j  = . . .  =  6p3  =  o  ; 

par  suite,  dans  les  éléments  de  la  matrice  (7)  il  n'entre  que  t9| 
et  nT2  ;  de  plus,  les  équations  des  éléments  caractéristiques 

ta,  =  a, 
nji  =  o, 

(ÏT)  \  .  . 

I  atimi-h  «ïstSaH-. .  .-|-  atpmp  =  o, 

*■  I  ôijnJt-h  613IÎT3-4-. .  .-f- ^ipWp  =  o, 

\  bii^i'+-  623103-1-. .  .-h  6,pWp  =  o 

se  réduisent  à  trois  seulement,  à  savoir  : 

ICT|  =0, 
Wi  =  0, 
Wi  -t-  «4  nj^  -H  •  •  •  H-  •  p^p  ^^^  o. 
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Dans  ce  cas,  si  p  est  supérieur  à  3,  le  système  admet  un  élé- 
ment  caractéristique  à  q  —  3  dimensions. 

La  réciproque  est  d'ailleurs  évidente,  parce  qu'alors  on  peut 
s'arranger  pour  avoir  des  congruences  de  la  forme 


(«0 


:  1SI|  JBf 


(modo),,  w,,  ...,ii>,). 


(i3) 


el  l'on  a  manifestement  5|  =  2. 

2i.  Prenons  maintenant  le  cas  où  h  est  supérieur  à  Tunilé^el 
soit 

Cl)  I  =_£  ©1 1B|  4-  .  .  .  -h  Vi/i—t  WjA 
(11)  {    '*»I=^2<»'*®'®* 


(modti>,,(o,,  ...,to,), 


tW/WX- 


on  a  alors  forcément  p  >>  aA,  sinon  Téquation 

(u);-Xa>;)/*  =  o, 

équivalente  à  une  équation  de  degré  h  en  \  admettrait  an  moins 
une  racine,  ce  qui  conduirait  à  une  contradiction. 
Cela  étant,  formons  la  matrice 


w, 


—  Wl 


W|/4 


Wj/4-1 


0        1 


Tous  les  déterminants  du  troisième  degré  de  cette  matrice  doi- 
vent être  nuls  et,  par  suite,  tous  les  déterminants  du  second 
desrré  de  la  matrice 


(i4) 
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En  raisonnant  comme  tout  à  Theiire,  on  voit  que  les  éléments 
de  la  deuxième  ligne  de  cette  matrice  ne  peuvent  pas  être  pro- 
portionnels à  ceux  de  la  première,  sinon  il  y  aurait  un  covariant 
tel  que  w,  —  /to^  ne  dépendant  que  de  Wi,  Wj,  . . .,  x32h^  et,  par 
suite,  il  existerait  un  coefficient  m  tel  que 

((o'j  —  /(!)',  —  m(i)iy»so        (mod  ù>i,  .  ..,a),), 

ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 

Il  faut  donc,  comme  dans  le  cas  de  A  =  i,  que  tous  les  coeffi- 
cients 

soient  nuls  et,  de  phis,  par  une  substitution  linéaire  convenable 
effectuée  sur  les  th,  on  peut  faire  en  sorte  qu'il  n'y  ait  pas  de 
termes  en  w^h^^'i  •  •  •  ?  ^p* 

Cela  étant,  les  coefficients 

ne  sont  pas  proportionnels  aux  coefficients 

sinon  on  retomberait  sur 'la  première  hypothèse.  Supposons,  par 
exemple,  que  Ton  ait 

Prenons  dans  la  matrice  (i 3)  le  déterminant  formé  des  trois 
premières  colonnes;  dans  ce  déterminant,  le  coefficient  de 
®4^2>k+i  ^^^  précisément  la  quantité 

il  est  donc  impossible  que  ce  déterminant  soit  nul. 

Nous  voyons  donc  que,  dans  le  cas  où  h  est  supérieur  à  i ,  trois 
quelconques  descovariants  w',,  (o'^,  . . .,  w^  sont  liés  par  une  rela- 
tion ^linéaire,  autrement  dit  que  le  système  dérivé  est  formé  de 
s  —  2  équations. 

Nous  arrivons  donc  au  théorème  suivant  : 

Théoueme.  —  Le  système  dériçé  d'un  système  de  PfaQ  de 
s  équations  à  variables  et  de  caractère  deux  est  formé  de  s  —  a 
équations.  Il  n^y  a  qu^une  exception,  lorsque  le  système  admet 
XXIX.  ]8 
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un  élément  caractéristique  à  r  —  s  —  3  dimensions;  alors  le 
système  dérivé  peut  contenir  s  —  3  équations  seulement, 

25.   Cas  où  le  système  dérivé  est  formé  de  s  —  3  équations. 
—   On  a  dans  ce  cas  les  formules  (i  i)  déjà  écrites 


(il)  f         ^  (rnod  Wi,0i2,    ...,C.J,). 


Si  0  ^=  r  —  5  est  égal  à  3,  il  n'y  a  pas  d'élément  caractéristique 
et  la  formule 

/'  =  5  ^-  Jl  -t-  .  .  .  -h  J,,  H-  « 

montre  que  l'on  a 

/i  =  I,  5|  =  2. 

L'intégrale  générale  est  à  une  dimension  et  dépend  de  deux 
fonctions  arbitraires  d'un  argument.  On  peut  regarder  le  sjs- 
tènVe  (il)  comme  un  système  de  5  équations  diflférentielles  ordi- 
naires à  5  -h  2  fonctions  inconnues,  et  l'on  peut  prendre  arbitrai- 
rement deux  de  ces  fonctions  inconnues. 

Si  p  =  /•  —  5  est  supérieur  à  3,  il  y  a  des  caractéristiques  à 
p  —  3  dimensions  et  l'on  a 

n  ~  p  —  u,        j|  =  vt,        Si  —  . . .—  Sn  =  o. 

Pour  avoir  les  caractéristiques,  on  cherchera  deux  intégrales 
premières  du  système  qui  les  détermine  et  alors,  en  égalant  ces 
intégrales  premières  à  des  constantes  arbitraires,  le  système 
donné  deviendra  complètement  inlégrable.  Il  suffira  de  l'intégrer 
pour  avoir  par  difTérentiation  la  dernière  intégrale  dii  système 
des  caractéristiques.  Celte  méthode  exige  5-I-2  opérations 
d'ordre 

s  -4-  *»,    s  -f-  •>.  ;    s,    s  —  !....>  î>,  I  ; 

clic  permet  de  mettre  le  système  sous  la  forme 

dzi  —  «1  €lx  —  vi  dy  =:  o, 


c/-3j —  Ut  dx  —  i's  dy  —  o, 
[   dz^  —  H^  dx  —  Tv  dy  =  o. 
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el  il  existe  as —  i  relalions  entre  Xy  y^  Zi,  . . .,  5^,  «i,  . . .,  w.„ 
ç>,,  ...,r,.  Les  équations  des  caractéristiques  s'obtiennent,  par 
exemple,  en  égalant  à  des  constantes  x,  y^  Zt^  . . .,  z,  el  </|,  si  Ui 
est  indépendant  des  variables  précédentes. 

Une  fois  le  système  mis  sous  la  forme  (i5),  on  est  ramené  au 
cas  où  p  est  égal  à  3,  c'est-à-dire  à  des  équations  différentielles 
ordinaires. 

VII. 


LES  SVSTEHES   POUR  LESQUELS   /t   EST  SUPERIEUR  A 


26.  Nous  pouvons  maintenant  nous  borner  à  étudier  le  cas  gé- 
néral où  le  système  dérivé  est  formé  de  s  —  2  équations,  que  nous 
supposerons  élre 

(i6)  toj  =  a>4  =.  .  .=  to,  =  o. 

Nous  allons  d'abord  démontrer  un  théorème  très  important, 
qui  est  d'ailleurs  valable  dans  le  cas  particulier  précédemment 
étudié. 

Théorème.  —  Si  Vintégrale  générale  d^un  système  de 
PJaffde  caractère  deux  est  à  n  dimensions  et  si  la  différence  p 
du  nombre  r  des  variables  et  du  nombre  s  des  équations 
est  inférieure  à  in,  le  système  admet  des  caractéristiques  à 
2/1  —  p  dimensions  au  moins. 

Soit,  en  effet,  E,,  un  élément  intégral  non  singulier  à  n  dimen- 
sions; il  n'est  contenu  dans  aucun  élément  intégral  à  /i  + 1  di- 
mensions. Prenons  un  élément  linéaire  intégral  E|  non  contenu 
dans  E,,;  le  lieu  des  éléments  intégraux  en  involution  avec  E^  est 
un  élément  Hp_2  qui  coupe  E,i  suivant  un  élément  k  n  —  a  dimen- 
sions au  moins;  il  ne  contient  d'ailleurs  pas  E^,  tout  entier,  car 
l'élément  (E,2,  E|)  serait  intégral,  ce  qui  est  contraire  à  l'hjpo- 
l  lié  se. 

Il  n'y  a  donc  que  deux  cas  possibles;  Hp_2  coupe  E«  suivant 
un  élément  à  /i  —  i  ou  /i  —  2  dimensions. 

Si  Hp_2  coupe  E,<  suivant  un  élément  e„_i  à  /i  —  i  dimensions, 
cet  élément  intégral  e,i_i  est  en  involution  avec  tous  les  éléments 
linéaires  contenus  dans  le  plus  petit  élément  E,,^,  contenant  à  la 
fois  Ert  et  E<. 
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Si  Hp_2  coupe  E/i  suivant  un  élément  (intégral)  e/1.2  ^  /'  —  ^ 
dimensions,  par  Pélément  intégral  (e/f.2?  I^i)  ^I  passe  au  moins  un 
élément  intégral  à  n  dimensions  E),  ;  cet  élément  E'^,  ne  peut  pas 
avoir  avec  E,,  d'autre  élément  commun  que  tn~^2'i  ^\i  ^tant  néces- 
sairement contenu  dans  Hp.s  ;  par  suite,  l'élément  (Ë/,,  E),)  esta 
n-H/i  —  (/i  —  2)  =  /i-H2  dimensions,  soit  E/i^j,  et  ^n-2  est  en 
involulion  avec  tous  les  éléments  linéaires  de  £„  et  de  E^,,  c'est- 
à-dire  de  E/,^.2. 

Dans  les  deux  cas  on  trouve  donc  un  élément  intégral  tn^i 
situé  dans  E,|  et  un  élément  non  intégral  E/,^*  contenant  Ë/i,  tels 
que  ç,nu  soit  en  involution  avec  tous  les  éléments  linéaires  de 
E//^i;  /  a  Tune  des  valeurs  i  ou  2. 

27.  Supposons,  d'une  manière  générale,  que  cette  propriété 
ait  lieu  pour  une  certaine  valeur  de  1  ;  si  /i  H-  i  est  égal  à  p,  /i  —  i 
est  égal  à  2/1  —  p  et  le  théorème  est  démontré.  Si  n+i  est  infé- 
rieur à  p,  je  dis  que  la  propriété  peut  être  étendue  à  une  valeur 
de  i  supérieure. 

Prenons,  en  effet,  en  dehors  de  E,,^;  un  élément  linéaire  in- 
tégral non  singulier  E',  et  l'élément  Hl^,  lieu  des  éléments 
linéaires  intégraux,  en  involution  avec  E',.  Si  Hp_,  a  avec  £/,_« 
un  élément  commun  à  n  —  i  —  1  dimensions,  €/,_/_,,  cet  élé- 
ment, contenu  dans  E/,,  est  en  involution  avec  tous  les  éléments 
linéaires  de  E^^/  et  avec  E',  et,  par  suite^  avec  tous  les  éléments 
linéaires  du  plus  petit  élément  E/,^.,'^i  contenant  à  la  fois  E,i^.i 
et  E',  •  Supposons  maintenant  que  Hp_,  n'ait  en  commun  avec 
£,,_«  qu'un  élément  e„_/_2  à  n  —  i — 2  dimensions,  alors  Hp_, 
n'aura  nécessairement  en  commun  avec  E,|  qu'un  élément  H„_2 
k  n  —  2  dimensions;  de  plus,  H„_2  n'a  en  commun  avec  e„_j-  que 
l'élément  e/,_i_2,  de  sorte  que  le  plus  petit  élément  contenant 
Hw_2  et  s„_/  est  à  (n—  2) -f- («  —  i)  —  (n  —  i  — 2)  =  /i  dimen- 
sions, c'esl-à-dire{est  précisément  E,|.  Cela  étant,  par  l'élément 
intégral  (H„_2,  E',)  il  passe  au  moins  un  élément  intégral  à  n  di- 
mensions E]J,,  et  E',  n'a  en  commun  avec  E^  que  H„_2.  Je  dis  que 
l'élément  (E^,,  E„+/)'esr  à  n  +  /+  2  dimensions.  Si,  en  effet,  il 
n'était  qu'à  /i-h  « -+•  ildiraensions,  EJ,  aurait  en  commun  avec 
E„+/  un  élément  à  /? -h  (/i  +  i)  —  (w  4- « -f-i)  = /i  —  1  dimen- 
sions, formé  par  suite  de  H;,_2  et  d'un  élément  linéaire  E",  situe 
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dans  E/(^*,  mais  non  dans  £;,.  Mais  alors  Ë',  serait  en  involution 
avec  e,,^./  (comme  situé  dans  E„^./)et  avec  H„_2  (comme  faisant 
partie  avec  H,j_2  d'un  même  élément  intégral  E^,);  donc  E*  serait 
en  involution  avec  Télément  {tn^i^i  H^.a)»  c'est-à-dire  avec  £«; 
autrement  dît  Vêlement  (E„,  E*)  à  n -i- i  dimensions  serait 
intégral,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse  faite  sur  E/,. 

Il  résulte  donc  de  ce  qui  précède  que  l'élément  (E'^,  E,|^.,)  est 
à  n  -i-  I -4-  2  dimensions,  soit  l^n^i^2»  I^e  plus,  e/,_,_a  est  en  invo- 
lution avec  tous  les  éléments  linéaires  de  EJ,  (qui  est  un  élément 
intégral  contenant  C/i./.a)  et  avec  tous  les  éléments  linéaires 
de  E/,^1  (puisque  Zn^i-^  est  contenu  dans  e««i);  donc  e„_,_2  est 
en  involution  avec  tous  les  éléments  linéaires  de  E/i^/^^. 

La  propriété  supposée  pour  t  est  donc  vraie,  soit  pour  i  +  i, 
soit  pour  r-h  2\ 

Il  résulte  enfin  de  là  que  la  propriété  est  vraie  pour  *  =  p  —  /i, 
c'est-à-dire  qu^il  existe  au  moins  un  élément  intégral  ea/i-p  en 
involution  avec  tous  les  éléments  linéaires  intégraux  et  par 
suite  caractéristique. 

28.  On  peut  encoi*e  énoncer  ce  théorème  sous  la  forme  sui- 
vante : 

Si  un  système  de  caractère  deux  h* admet  pas  de  multiplicités 
caractéristiques,  l'excès  p  du  nombre  des  variables  sur  le 
nombre  des  équations  est  au  moins  égal  au  double  2/i  de  la 
dimension  de  l'intégrale  générale. 

JVous  supposerons  dorénavant  que  les  systèmes  dont  nous 
nous  occupons  n'ont  pas  d'élément  caractéristique,  et  que  l'on 
a  par  suite 

p^2n. 

MIL 

LES   SYSTÈMES  SYSTATIQLES. 

29.  Considérons,  dans  un  système  sans  élément  caractéristique, 
un  élément  linéaire  intégral  non  singulier  E|  ;  si  tous  les  éléments 
intégraux  à  n  dimensions  qui  contiennent  E^  ont  en  commun 
un  élément  à  deux  ou  plus  de  deux  dimensions  {contenant  E,  ) 
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le  système  sera  dit  sjslalique.  Oh  voit  quelle  est  la  propriéié 
correspondante  des  mullîplicités  intégrales  M„  d'un  système  sj- 
statique. 

Toutes  les  intégrales  M,,  qui  passent  par  un  point  non  sin- 
gulier, et  ont  en  ce  point  une  même  tangente,  ont  également 
en  commun,  en  ce  point,  une  multiplicité  plane  tangente  à 
deux  dimensions  au  moins. 

L'hypothèse  faîte  revient  encore  à  la  suivante.  Dans  rélément 
plan  Hp_2?  lieu  des  éléments  linéaires  intégraux  en  învolution 
avec  E|,  il  y  a  au  moins  un  autre  élément  linéaire  E',  en  învolution 
avec  tous  les  éléments  linéaires  de  Hp.j,  c'est-à-dire  qui  soit 
caractéristique  pour  Hp^^. 

L'élément  e  caractéristique  de  Hp_2  est  au  plus  à  deux  di- 
mensions; car  si  c^était  un  élément  £3  à  trois  dimensions,  un  Rai- 
sonnement identique  à  celui  fait  tout  à  l'heure  (n***  26  et  27) 
prouverait  Texistence  d'un  élément  à  trois,  deux  ou  une  dimen- 
sion £{  en  învolution  avec  tous  les  éléments  linéaires  intégraux  et 
par  suite  caractéristique,  ce  qui  est  contraire  à  Thypothèse. 

Donc,  pour  un  svslème  sjstatique,  tous  les  éléments  linéaires 
intégraux  en  involulion  avec  E|  sont  également  en  involulion 
avec  un  élément  Ej  contenant  E|,  mais  ne  le  sont  avec  aucun 
autre  élément  situé  en  dehors  de  E2. 

30.  Désignons  (dans  l'élément  Hp,  lieu  des  éléments  linéaires 
intégraux)  par 

les  équations  de  Hp.oj  et  soient 

(  18  )  TÏJ,  =  IHi  =  71  =  .  .  .  =  yp_fc  r=  O, 

les  équations  de  l'élément  Eo  caractéristique  pour  Hp.a- 

Soient  enfin  9|  et  63  deux  expressions  de  PfafT formant  avec  ©1, 

vs-i^  '/ij   ...,  '/o-t  ^^  système  de  p  expressions   indépendantes 

entre  elles  et  indépendantes  de  ci)<,  toj,  . ..,  <i>,. 

Si  dans  <ù\   et  tù.^  l'on  introduit  les  équations  (l'j),  ^\  et  co^ 

doivent  se  réduire  (modtoi,  . . .,  lOs)  à  des  formes  du  second  degré 


Digitized  by  VjOOQIC 


-  271  - 
en  yi,  . . .,  7p-i»  de  sorte  que  l'on  a 

w'i  =  aiiWiOi  H-  aisnJi6j-4-  ajinrjOi-h  «îiroiOiH-  «ïïTiTîjj 

'    a)j=  3iiTiTiO,-i-  PiîTiT|0,H-  PnTïTjO,-+-  P«WtO,-»-  pwiCTj 


i  -^  '^i^  *'"/-'"'"  ^*2  ^'"/-'"^S  ^'* >"-'"/-*• 

Si,  enfin,  les  équations  de  E|  sont 

o,  =  T!T,  =  y ,  = . . .  =  7 p_fc  =  Oj  =  o, 
les  deux  expressions 

aiinyi-4- ajiTïTi,     ^\\'^\-r-^i\'^t 
sont  indépendantes,  puisque,  égalées  à  zéro,  elles  doivent  donner 

Hp^2. 

Cela  étant,  on  peut  d'abord  simplifier  les  formules  (19).  Dési- 
gnons par  €1)',  et  co'^  ce  que  deviennent  les  seconds  membres  quand 
on  y  annule  tous  les  y  ;  ce  sont  des  expressions  dilTérentielles  à 
quatre  variables  Tn,y  xa^^  0|,  62  et  elles  ne  se  réduisent  pas  à  trois, 
parce  qu'alors  le  système  admettrait  un  élément  caractéristique  à 
une  dimension.  Déterminons  les  coefficients  11^  v  de  manière  que 
Ton  ait 

(  '20  )  (  U  to'j  -h  V  tu  j  )'  =  O, 

ce  qui  donne  en  -  une  équation  du  second  degré  admettant  au 

moins  une  racine. 

SI  l'équation  (20)  admet  deux  racines  inégales,  on  peut  tou- 
jours, par  une  substitution  linéaire  sur  W|  et  Wj,  supposer 

w','  =  Wj^  =  o. 

iVlors  iù\  est  réductible  à  la  forme  IIiIIs,  soit 

u>',  =(Xim|-h  XiTïTiH-  jJiiO|-h  |JLiOj)(X',  TîTi-i-  X',nTj-+-  |iiO|-+-  |Jt',0,); 

mais  les  formules (19)  montrent  que  [x,  a!,  —  \^i\^\  est  nul,  et  l'on 
peut,  par  suite,  suppose  c 

nous  pouvons  alors  prendre  XiTOi  -|- AjTîJa  comme  nouvelle  expres- 
sion TïT|   et  )/,  r3|  +  A.,T3y2-f-  |jl',  0|  -H  [x'^O-i  comme  nouvelle  cxpres- 


Digitized  by  VjOOQIC 


—  27i  - 

sion  6|  (car  si  [k\  et  |x!»  étaient  nuls,  il  n*y  aurait  dans  to\  ni  terme 
en  0|  ni  terme  en  O^  et  a^  et  aji  seraient  nuls).  Donc  on  peut 
supposer 

to',  =  nj|0,; 
de  même 

w,  =  W|0„ 

les  quatre  expressions  gji,  102,  0|,  O2  étant  nécessairement  indé- 
pendantes. 

Finalement,  en  prenant  0,  +2^'X''  ^«+5]*''^-*  ^^™"*^  ^^^' 
velles  expressions  O4  et  O29  et  changeant  un  peu  les  notations,  il 
vient 

(2i)   <  (inod<i>i,b)t,  ...,  cuf). 

Si  maintenant  Téquation  (ao)  admet  une  racine  double,  on  peut 
supposer  que  c'est  i^  =  o  ;  de  sorte  que  l'on  a 

Cl*',*  =t  cd'j  w',  =  o  ; 

on  peut  alors,  comme  tout  à  Fheure,  mettre  co',  sous  la  forme 

ui',  =  nJiO|, 

rty  par  suite,  comme  on  a 

(■>',  oi'i  =  Pu  OTi  0|  IV]  0]  =  o, 

[:j22  est  nul,  et  Ton  a 

O)',  =  ^1(3,161-+-  p„Ot-t-  pm,)  -h  PjimjO,  ; 

|j2i  n'est  certainejnent  pas  nul,  sinon  <o',  et  iù\  ne  dépendraient 
(jue  des  trois  expressions  mi,  0|,  ^1202+  ^^2*  ^^  prenant  alors 
[j2,TiT2  pour  nouvelle  expression  ^2  et  ^n^i  +  ^isOsH-  ^^2  poui* 
nouvelle  expression  62)  on  arrive  à 

w'i  =  ni|0|, 
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et,  après  des  modifications  évidentes,  aux  formules 

^  xn\  ~  tu, 61-4-  w,^  ^r/,1-^^  ^myjXk 

I  tu',  =  m,  0, -h  BfjO,  -4-  Bfj^  */X/-*-2  *'^X'X* 

31.  Dans  les  deux  cas  exprimés  par  les  formules  (21)  et  (2a), 
les  seconds  membres  où  Ton  fait  tsT|=nfj=o  ne  peuvent  pas 
s'exprimer  au  raojen  de  moins  de  p  —  4  variables;  autrement  dit, 
les  équations 

entraînent 

Xt  =  Xî==...=  Xp-v=o; 

autrement  dit  les  2(p  —  4)  premiers  membres  des  équations  (23) 
sont  liés  par  p  —  4  relations  linéaires. 

Cela  étant,  examinons  d'abord  le  premier  cas  où  l'on  a  les 
formules  (21).  Nous  allons  prendre  un  élément  linéaire  intégral 
arbitraire  E| 

wi  tffj  Xp— * ^1  ^1 

5î -^  x?r,""e}  ~o«' 

et  exprimer  que  pour  Télément  Hp.2  correspondant  il  existe  un 
élément  caractéristique  à  deux  dimensions. 
Les  équations  de  Hp_2  sQnt 

m\  0|  —  ejnr,— V  aiyf  Wj-*-  wj  V  a/^/  — V  «lAX/XÎ  =  «>» 

On  peut  tirer  de  ces  équations  H^  et  O^  en  fonction  des  tst  et  des  y, 
et  en  portant  alors  dans  (o\  et  to'^  il  vient 
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On  aura  les  éléments  caractérisllques  pour  Hp.o  en  égalant  à 
zéro  les  dérivées  partielles  des  seconds  membres  des  équalions(25); 
de  sorte  que  ces  9.{p  —  2)  dérivées  partielles  doivent  se  réduire 
à  p  —  4-  Or  si  nous  prenons  les  dérivées  par  rapport  aux  y,  il 
vient  les  2(0  —  4)  équations  suivantes  : 


/ 


wj^ai/      yj—^au      yjmi  —  ai     (w;bt,  — wSmi)  =  o, 


(•26) 


D'après  Thypothèse  faite  sur  le  système  (a3),  ces  équations  sont 
au  nombre  de  p  —  4  indépendantes  au  moins,  puisque,  si  Ton  y 
fait  i3|  =  102  =  o,  elles  se  réduisent  à 

Xi  =  X«  =  ---=y,f^*  =  o; 

donc  toute  relation  linéaire  entre  les  premiers  membres  des 
équations  (aS)  doit  avoir  lieu  entre  les  premiers  membres  des 
équations  correspondantes  (26)  (divisés  par  js\  ou  mj). 
Soity  en  particulier, 


(^7) 


une  telle  relation;  on  en  déduira,  pour  les  équations  (26),  deux 
relations  correspondant  aux  coefficients  de  vs^  et  de  «92)  '^  savoir  : 

et  ces  relations  ont  lieu  quels  que  soient  id",  ro!!,  yj,  ...,  7^-4. 
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On  déduîl  de  là  les  îdentîlés 

(29)         I  ^«2  ^''"^'■^-  •  -"^  ^p-*2  ^p-*''^'= ^' 

fX|6i-h...-h  {Xp-*6p-^  =0. 

Ainsi  chaque  relation  de  la  forme  (27)  entraîne  les  rela- 
tions (29). 

Il  résulte  de  là  que  les  p  —  4  relations  telles  que  (27)  peuvent 
être  partagées  en  deux  groupes;  pour  celles  du  premier  groupe, 
tous  les  y.  sont  nuls,  et  pour  celles  du  second  groupe,  tous  les  \ 
sont  nuls.  On  peut  toujours,  comme  nous  Tavons  vu  dans  le 

Chapitre  II,  mettre  l'expression  ^  ^^ih^f/k  sous  la  forme 

2  ^'*  >'.'  >^^  =  xt  Xi  -+-  x>  X*  ^-  •  •  •  -+-  X««-i  X»a» 

a  pouvant  d*ailleurs  être  nul^  et  de  même 

2  ^'*x/XA  =  Xi  ù  -^ . .  •  -H  x'fp-i  xi?  ; 

alors  les  relations  du  premier  groupe  sont  au  nombre  de  p — 4 —  2  a, 
celles  du  second  groupe  au  nombre  de  p  —  4  —  2|3  et,  par  suite, 

ou 

il  résulte  de  là  que  les  it.-\-  1.^  expressions  /,  y'  sont  indépen- 
dantes et,  en  tenant  compte  de  (29),  on  a 

u)',  =H  tsT,0,-+-  T3,  2  «'X'-^-  Xi  Xî  ^--  •  --^  Xïa-iXî«t 

enfm^   en  prenant  pour  nouvelles   expressions  7j,'/,a,  ...,    les 
expressions 

Xi  +  ^î^î,    y\-^axTBi^     ...,    Xia — ^aa-i""» 

et  de  même  pour  les  y',  et  enfin  en  changeant  les  notations,  il 
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vient  les  formules  définitives 

(3o)  (modu),,co,,  ...,w^), 

'  <^«  =  x«  x«  -^-  X8  X*  -^  •  •  •  -+-  X«*-i  Xi* 

oii  les  GJ  et  les  y^  sont  p  =  2  A  4-  2  A:  expressions  indépendantes. 
De  plus,  on  peut  toujours  s^arranger  pour  que  les  équations 

wi  =  xt  =  o 

soient  les  équations  d\in  élément  Hp_2  arbitraire. 

32.  Examinons  maintenant  le  second  cas  où  Ton  a  les  for- 
mules (22).  En  raisonnant  comme  dans  le  premier  cas,  on  arrive 
à  la  conclusion  suivante  :  Toute  relation  de  la  forme  (27) 

1^1  Vaii7,-+-...-+-Xp_^  51^P-*.'X* 
entraîne  les  relations 

Xiai-i-...-+-Xp_^ap_4-4-  fX|6,-h...-+  fjip-^6p_4  =  o. 
Cela  étant,  supposons  que  l'on  ait 

y^^ikXiXk  =  XiXi  +  --  •-+-  X««-iX*aî 

alors  la  première  des  équations  (3i)  montre  que  Ton  a 

(Xj  =  ji,  =...=  jx,a  =  o, 

de  sorte  que,  si  l'on  considère  ces  premières  équations  (3i)  elles 
sont  au  nombre  de  p  —  4  —  2 a  indépendantes  au  plus;  elles 
sont  aussi  au  nombre  de  2a  indépendantes  au  moins;  car  sinon, 
parmi  les  équations  (27)  il  y  en  aurait />/{/5  de  p  —  4  —  2a  pour 
lesquelles  tous  les  [jl  seraient  nuls,  ce  qui  est  impossible,  car  pour 
ces  équations  on  a  nécessairement 

f<\  =  A|  ^  ,  ,  ,  =  Ajx  =  o. 

On  voit  donc  déjà  que 

0—4  — 2a  ^'2  a,         p  — 4=4«- 
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Il  y  a  plus.  Les  expressions  y  2(x+i ,  . . . ,  '/p-i  ne  pouvant  figurer 
que  dans 

ces  p  —  4  expressions,  lorsqu'on  y  fait 

sont  au  nombre  de  p  —  4  —  ^a  Indépendantes;  par  suite,  si  Ton 
ne  considère  que  les  p  —  4  —  ^a  dernières,  elles  sont  au  nombre 
de  p  —  4  —  4^  indépendantes  au  moins;  par  suite,  dans  les  équa- 
tions (27)  il  y  en  a  «i//?///5 

p  — 4  — «a  — (p  —  4~4a)  =  2a 

indépendantes  par  rapport  aux  a,  et  comme  nous  avons  vu  tout  à 
rheure  qu'il  y  en  avait  2  a  indépendantes  au  moins,  il  en  résulte 
que  parmi  les  premières  équations  (3i)  il  y  en  a  exactement 
2  a  indépendantes. 

Les  2a  équations  (27)  d'où  elles  résultent  peuvent  alors  être 
supposées  de  la  forme 


21  ^*«.'    X'  =  Xt2f 
Si  l'on  forme  alors 

X»  X«a-»-»  H"  •  •  •  -î"  XtaXvai 

et  qu'on  retranche  cette  expression  de  co'^,  on  obtient  une  expres- 
sion ne  dépendant  plus  que  de  '^1,  ya»;  yio+o  • .  •,  /p-*?  et,  en 
chaiigeant  au  besoin  /ax+i,  •  •  •,  /«a?  on  peut  faire  en  sorte  que 
.l'on  ait 

a>;  sTn,Oj-|-TniO, -+-tïJj26/Xi-+-XiX2a-.-i-+-.-     +- X»»     X^» 

"t-  X»  3t+ 1  Xi  a-»-  î  -H . . .  -+-/?-»  X?»-*  • 
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De  plus,  les  relaiioos  (3i)  monlrenl  que  l'on  a 

«fa+i  =  «i«4-ï  :?=...=  a^a  =  atot^-i  =  . . .  =  ap^  =  o, 
«t -H  6,014-1  =  «l-^-6^a^-l  =.-.=«,«-+-  6401-1  =— «ïa-i-+- 6401  =  o; 

mais  en  changeant  convenablemenl  yj ,  yjj  . . . ,  -yraa  on  peut  faire 
en  sorte  que 

6ia+i  =...=  64a  =  o 

(il  suffît  de  prendre  y,  -4-  6aa+i  ^2^  •  •  •  ?  7,2a-H  ^la^a  pour  dou-. 
velles  expressions  y);  alors  on  voit  que  tous  les  a  deviennent 
itn^;  en  changeant  ensuite  Xaa+u  •••7  Xp-^^  on  peut  annuler  tous 
les  6,  (fe  sortie  que,  finalement  et  en  changeant  les  notations,  on 
arrive  aux  formules  féduites  suivantes  : 

(  (raod  W|,  ...,  w,), 

et  Ton  voit  que  Ton  peut  toujours  supposer  que  les  é^ualions 

wj  =  yji  —  o 
représentent  Télément  Hp_2. 

33.  En  résumé,  si  le  système  donné  de  caractère  deux,  sans 
élément  caractéristique ,  est  sy statique,  on  se  trompe  dans 
l'un  des  deux  cas  suivants  :  ou  l^ien  on  a 

ou  bien  on  a 

/  to',  s  mi  m,  -h . . .  -h  ïSJj/,-1  Wi/n 
(32)  j  W,  ==m,  •;^,-H...-hm,/r/.j/,-f-0,0,-h...-hOjA-i02A. 

'  (mod  0)1,  ..  .,  w^). 

La  réciproque  est  vraie  et  je  ne  m'arrête  pas  à  la  démontrer. 

34.  Voyons  maintenant  quelles  sont,  dans  chacun  de  ces  deux 
cas,  les  valeurs  des  entiers  n^Si,  ^3,  . . . ,  s». 

Prenons  d'abord  le  premier  cas  (form.  3o).  Nous  pouvons  tou- 
jours supposer 

h  <  /.-. 

Alors,  étant  donné  un  élément  linéaire  intégral  E,,  le  lieu  des 
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ëlémenls  intégraux,  en  învolution  avec  E|  est  un  élément  Hp_2, 
dont  les  équations  peuvent  être  supposées 

Wi  =  Xi  =  ®* 

Les  conditions  pour  que  deux  éléments  de  Hp_2  soient  en  in- 
volution  sont  alors  fournies  par  les  deux  covariants 

Wj' EE3  WjnTv  4- . . . -h  THi/,-,  m,/,, 
<  ^  7.3  y. V  -4- . . .  -+-  VM-i  7M- 

Si  /*  est  égal  à  i,  le  lieu  des  éléments  de  Hp_2  en  tnvolu- 
lion  avec  un  élément  linéaire  arbitraire  de  Hp_2  est  un  élément 
à  p  —  3  dimensions,  et  Ton  a,  par  suite, 

5i  =  i; 

$i,  au  contraire,  h  est  supérieur  à  i,  ce  lieu  est  à  p  —  4  dimen- 
sions Hp.4,  ce  qui  donne 

*i  =  ^; 

en  continuant  de  proche  en  proche,  on  voit  qu^on  a 

5,  =  jj  = . . .  =  jft  =  i;        Sh^x  =  . . .  =  5a  =  I        (si  A-  >  A), 

et  la  formule 

p  =  Sj -i- Jj -h . . . -+- «,i -h /* 
nous  donne  ici 

2  /i  4-  2  A-  =^  /e  4-  A:  -h  n, 
c'est-à-dire 

(33)  /i  =  A  -+-  A",        p  =  2 n. 

Donc  on  se  trouve  dans  le  cas  oit  le  nombre  p  est  égala  a/?, 
les  h  premiers  caractères  sont  égaux  à  2,  les  suis^ants  jus- 
qu'au A'^"**  sont  égaux  à  V unité 

n  =  h-^k^     5,  =...=  5/,  =  2,     J/,^.,  =...=  Jx==  I»     ^^.^i  =.  ^.=  *„  =  o. 

Prenons  maintenant  le  second  cas,  caractérisé  par  les  for-* 
mules  (Sa);  k  étant  un  entier  positif  ou  nul.  On  peut  supposer 
que  les  équations  de  Hp.2  sont 

TJTi  =  /•  =  O, 

de  sorte  que,  pour  les  éléments  situés  dans  Hp_2j  on  a 

o/j   =  TïJj  TïTv -f- .  .  . -h  Wj/i—iWi/i, 
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on  est  ramené  à  des,  formules  analogues,  mais  où  h  est  diminué 
d'une  unité.  Si  h  est  égal  à  i,  on  a 

*t  =  2,         j,  =.  ..  =  iji._,.|  =  i; 

si^  au  contraire,  h  est  supérieur  à  a,  ^2  est  égal  à  a.  D'une  ma- 
nière générale,  on  voit  que  Ton  a 

*l  =  J,  =  .  .  .  =  */,  =  2,  Sfi^i  =  .  .  .  =  5/44-jfc  =  I ,  Sn-i-k-i-X  ==...  =  !«  =  o, 

et  la  formule 

p  =  «!-+-... -h5,,-^/^ 
donne  ici 

ou 

(34)  /i=aA-4-/:,        p  =  a/i. 

On  arrive  donc  au  résultat  suivant  : 

Théor£:me.  —  Si  un  système  de  PJaff  de  caractère  deux  y 
rH admettant  aucun  élément  caractéristique,  est  systatique^ 
V excès  p  du  nombre  des  variables  sur  le  nombre  des  équa^ 
tions  du  système  est  égal  au  double  ^n  de  la  dimension  de 
Vintégrale  générale. 

La  réciproque  est  d'ailleurs  vraie,  car,  si  p  est  égal  à  an,  l'élé- 
ment Hp.2  admet  un  élément,  caractéristique  pour  Hp.2,  à 

a/i  —  (p  —  2)  =  a 

dimensions  au  moins,  et  le  système  est  systatique. 

IX. 

LES  SYSTÙIIES   SINGULIERS   DE  CARACTÈRE  deilX, 

35.  En  général,  si  les  coefficients  des  équations  d'un  système 
de  caractère  deux  ne  sont  pas  particuliers,  on  a 

5j  =  st  =...=  Sn-\  =  a; 

quant  à  5//,  il  est  égal  à  zéro,  un  ou  deuXy  suivant  le  reste  de  la 
division  de  p  par  3 

5,1  =3  o  si  p  =  3  /i  —  a, 
5,1  =  I  si  p  =s  3/1  —  I, 
5«  =  a        si        p  =a  3  «  ; 
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n  se  trouve  être  ainsi  le  quotient  à  une  unité  près  par  excès  de  la 
division  de  p  par  3. 

Nous  dirons  qu'un  système  de  caractère  deux  est  singulier 
si  i' avant-dernier  caractère  est  plus  petit  que  deux.  D'une 
manière  générale,  si  nous  désignons  par  h  le  nombre  des 
caractères  égaux  à  deux,  ce  nombre  h  est  au  plus  égal 
an  —  a,  si  le  système  est  singulier^ 

Nous  ne  nous  occuperons  plus  maintenant  que  des  systèmes 
singuliers  sans  caractéristiques. 

Remarquons  que^  pour  tout  système  singulier  de  caraclère  rfewx 
sans  caraclérislique,  n  est  au  moins  égal  à  3  et,  par  suite,  p  est 
au  moins  égal  à  6. 

Recherchons  d'abord  quels  sont  les  systèmes  systatiques  singu- 
liers. Si  un  système  systa tique  n'est  pas  singulier,  on  a  Tune  des 
trois  hypothèses 

p==3ie  —  2,         3n  —  i     ou     3n. 

Comme  d'autre  part  p  est  égal  à  2/2,  cela  n'est  possible  que 
si  n  est  égal  à  2,  et  dans  ce  cas  d'ailleurs  le  système  n'est  certai- 
nement pas  singulier. 

Donc  tous  les  systèmes  systatiques  sont  singuliers  pour  n  au 
moins  égal  à  3. 

En  nous  reportant  aux  formules  (3o)  et  (32),  on  voit  que  lUm 
des  covariants  uiù\  4-  vtt}^  est  de  genre  h  {(ù\  avec  les  nota- 
lions  adoptées).  On  peut  remarquer  de  plus  que  l'un  des  cova- 
riants  uio\  4-  v{ù\  est  de  genre  au  moins  égala  A  -f-  2  ;  il  suffit 
de  considérer  to,  -f-  co',  dans  la  formule  (3o) ,  w!,  dans  la  formule  (32)  : 
dans  les  deux  cas  le  genre  est  n. 

Ce  sont  ces  propriétés  que  nous  allons  étendre  aux  systèmes 
singuliers  non  systatiques. 

36.  Faisons  d'abord  une  remarque  générale.  Considérons  un 
système  non  systatique,  sans  élément  caractéristique,  et  prenons 
l'élément  Hp.2  lieu  des  éléments  intégraux  en  involution  avec  un 
élément  linéaire  intégral  arbitraire  E,.  Soient 

les  équations  de  Hp_2  et  soient 
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celles  de  E|  ;  soit  enfin  6  une  expression  de  Pfaflf  indépendante 
de  Tsji,  Gjj,  ^,,  . . .,  ^p_s  (et  de  cO|,  . . .,  to,).  On  verra  facilement 
par  un  raisonnement  déjà  fait  que  Ton  peot  écrire 

(mod  tùi,  . ..,  cx)^). 

Nous  désignerons  par  io\ ,  (o,  les  seconds  membres  de  ces  con- 
gruences  où  Ton  a  fait  cti  =  ra^  =  o.  Les  équations 

déterminent  les  éléments  intégraux  situés  dans  Hp.a;  par  hypo- 
thèse, ces  deux  covariants  ca', ,  (o!^  ne  peuvent  pas  s'exprimer  au 
mojren  de  p  —  4  seulement  des  expressions  y.  On  peut  encore  les 
regarder  comme  définissant  un  sjrstème  d'éléments  intégraux 
dans  un  élément  plan  à  p  —  3  dimensions,  avec 

A'=A  — I,        n'=n  —  i; 

c'est  donc  encore  un  système  j/zt^a/ier  d'éléments  intégraux. 

37.  Cela  étant,  considérons  d'abord  le  cas  où  le  seul  carac- 
tère 5|  est  égal  à  2,  p  étant  au  moins  égal  à  6.  Alors  en  appli- 
quant les  formules  (35),  les  covariants  o)', ,  co'^  définissent  un 
système  pour  lequel  h  est  nul;  donc  w',,  par  exemple,  est  iden- 
tiquement nul.  De  plus,  le  genre  de  co!,  est  au  moins  égal  à  a 
(sans  quoi  p  —  3  serait  au  plus  égal  à  a);  par  suite,  le  genre  de  io^ 
est  au  moins  égal  à  3. 

Si  maintenant  le  genre  de  u)'^  n'était  pas  égal  à  1 ,  il  serait  mani- 
festement égal  à  2,  et  tout  covariant  wo), -f- i^w'j  voisin  de  m\ 
serait  de  genre  au  moins  égal  à  3.  Par  suite,  tout  élément  Hp_s 
voisin  de  Hp_a  ne  pouvant  diminuer  que  de  deux  unités  au  plus 
le  genre  d'un  quelconque  des  covariants  ui»}\  +  (^(<>2>  diminuerait 
nécessairement  de  deux  unités  le  genre  de  co',.  Mais  si  alors,  ce 
qu'on  peut  toujours  supposer,  on  a 

les  deux  équations  de  Hp_,  ne  devraient  dépendre  que  de  isi,  cts^ 
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6,  ^1  (mod  tO|,  . . .,  Wf);  par  suite,  wl^  ne  pourrait  contenir  que 
Wi ,  ro2,  6,  y  I  (  *  )  el  l'on  aurait  p  =  4>  contrairement  à  Thypolbèse. 
Il  résulte  donc  de  là  que  le  covarîant  tù\  est  de  genre  i,  le 
covariant  u)'^  étant  de  genre  au  moins  égal  à  3. 

38.  Nous  allons  maintenant  démontrer  le  théorème  général 
suivant  : 

Théorème.  —  Si  un  système  singulier  de  caractère  deux,  sans 
élément  caractéristique,  possède  h  caractères  et  h  seulement 
égaux  à  2  (A^/i  —  2),  l^un  des  covariants  uiù\  -h  t^w^,  soit  u>'^, 
est  de  genre  A,  tandis  que  pour  des  valeurs  arbitraires  de  u 
et  de  ç  ce  genre  est  au  moins  égal  à  h  -{-  2. 

Ce  théorème  est  vrai  pour  les  systèmes  systatiques,  d'après 
une  reaiarque  faite  plus  haut.  Il  est  vrai  aussi  pour  les  systèmes 
non  systatîqiues,  lorsque  h  est  égal  à  1.  Supposons-le  vrai  pour 
une  certaine  valeur  de  h  et  démontrons-le  pour  la  valeur  sui- 
vante A  4-  I. 

Conservons  aux  formules  (35)  leur  signification  de  tout  à 
l'heure;  nous  supposons,  par  hypothèse,  que  <ù\  est  de  genre  h 
et  que  (o'j,,  par  exemple,  est  de  genre  au  moins  égal  à  A  4-  a.  Il 
résulte  déjà  de  là  que  (o^  est  de  genre  au  moins  égal  à  A  +  3,  ce 
qui  démontre  la  dernière  partie  du  théorème. 

D'autre  part,  (ù\  est  de  genre  au  moins  égal  à  A  -h  1 .  Si  w',  était 
de  genre  A  -f-  2,  w',  +  (^  w^  étant  au  moins  de  genre  A  4-  3  pour 
des  valeurs  suffisamment  petites  de  v  et  tout  élément  Hl  ,  suffi* 
samment  voisin  de  Hp_j  devant  réduire  à  A  le  genre  de  l'un  des 
covariants  (ù\  -+-  (^  w],,  il  en  résulte  que,  pour  un  élément  Hp_,  ar- 
bitraire, c'est  le  genre  de  {o\  qui  doit  être  réduit  à  A.  Mais,  d'après 
un  raisonnement  déjà  fait  pour  A=:i,  il  en  résulterait  que  p 
serait  égal  à  ^h-^^j  ce  qui  est  incompatible  avec  l'hypothèse 
faite  sur  le  genre  de  (o,. 

Le  théorème  est  donc  démontré  dans  toute  sa  généralité. 

On  peut  ajouter  qu'tV  n'y  a  pas  de  covariant  uiù\  -f-  pw!^  dont 
le  genre  k  soit  inférieur  à  A,  parce  qu'alors,  pour  l'élément  Hp^a 

(•)  Au  covariant  a»,  correspond  une  des  équations  de  H.  ^  et  cette  équation,  si 
H^--,  fist  arbitraire,  contient  nécessairement  toutes  les  variables  dont  dépend  u,. 

Digitized  by  VjOOQIC 


-  28i  - 

lieu  des  éléments  intégraux  en  involution  avec  un  élément  linéaire 
intégral  arbitraire  E|,  le  genre  du  covariant  serait  au  plus  k  —  i; 
pour  le  lieu  des  éléments  en  involution  avec  un  élément  intégral 
arbitraire  E,,  il  serait  au  plus  égal  k  k  —  2  et  ainsi  de  suite,  de 
sorte  qu'au  bout  de  k  opérations  il  serait  nul  et  Ton  aurait 

Sk^i  =  a, 
ce  qui  est  impossible. 

Cette  remarque  est  d'ailleurs  valable,  que  le  système  soit  sin- 
gulier ou  non. 

X. 

DÉTERIIINATION   DES  CARACTERES   d'uN  SYSTÈME  SINGULIER. 

39.  Voici  d'abord  comment  on  peut  procéder  pour  reconnaître 
si  un  système  donné,  n'admettant  pas  d'élément  caractéristique, 
est  singulier  ou  non. 

On  déterminera  le  genre  minimum  A*  du  covariant  u(s}\  +  vm'^, 
en  recherchant  successivement  si  l'un  de  ces  covariants  est  de 
genre  i,  2,  ....  Pour  exprimer  que  wu)',  H-  t'w^  ^^^  ^^  genre  i, 

(mw'i -h  i>a>i)'^=  o        (mod  (Df,  (Ot,  . . .,  (i>,), 
il  y  a,  par  exemple,  à  écrire  que  les  coefficients  de  tous  les  termes 

WiOTjmjroy        (i,y  =  3,  ...,  p) 
sont  nuls  (en  supposant  que  le  terme  en  13,^2  de  uiii\-h  ^'wjj  ne 

soit  pas  nul),  ce  qui  fait  -^ )\9~-      équations  du  second  degré 

en  -  ;  ces  équations  devront  avoir  une  racine  commune  si  k  est 
égal  à  1  ;  ce  qui  donne 

(p-9.)(p-~3)  _  ^  ^  (p^i)(p^4) 

'2  a 

équation  de  condition  entre  les  coefficients  de  tù\  et  (o',.  De  même 
pour  exprimer  que  k  est  égal  à  2,  il  y  a 

(p~3)(p-6) 
2 

équation  de  condition,  et  ainsi  de  suite. 

Une  fois  l'entier  k  trouvé,  trois  cas  peuvent  se  présenter  : 

1°  p^3A-f-  ï;  alors  le  système  n'est  certainement  pas  singulier. 
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car,  s'il  rélait,  k  serait  égal  k  hj  n  serait  au  moins  égal  à  /:  +  'i 
et  p  serait  au  moins  égal  à  ^h  -^  n^  c'est-à-dire  à  3Ar  4-  2  ; 

2^  p  ^  3Xr  +  3  ;  alors  le  système  est  certainement  singulier,  car, 
s'il  ne  Tétait  pas,  h  serait  au  plus  égal  à  Ar,  et  /i  au  plus  égal  à  A+  i  » 
de  sorte  que  p  serait  au  plus  égal  à  3  Ar  4-  2  ; 

3*  p  =  3Âr-h2;  dans  ce  cas  le  système  peut  être  singulier, 
mais  il  peut  aussi  ne  pas  l'être;  mais,  dans  tous  les  cas,  h  est  égal 
à  Ar,  sinon  p  serait  au  plus  égal  à  ik —  i .  Nous  verrons  plus  loin 
comment  on  distingue  les  deux  cas  l'un  de  l'autre. 

40.  La  question  qui  se  pose  maintenant  est  la  suivante  : 
Le  système  étant  singulier  et  connaissant  la  valeur  de  k  (c'est- 
à-dire  de  A),  trouver  la  valeur  de  l'entier  n.  11  est  clair  que,  si  Ton 
connaît  /i,  on  en  déduira  les  valeurs  de  tous  les  caractères;  si,  en 
effet,  il  y  a  /  caractères  égaux  à  l'unité,  on  aura 

p  —  ïA-i-  /h-  /«, 
c'est-à-dire 

l  ~  p  —  'ih  —  n. 

Plus  généralement,  supposons  que  nous  ayons  un  système  pour 
lequel  on  connaît  l'entier  A'  et  tel  que  p  soit  au  moins  égal  à  3  A*; 
alors  on  voit  facilement  que  A  est  ici  égal  à  A*.  Cherchons  la  valeur 
de  /i. 

Nous  supposerons  que  le  covariant  w',  de  genre  h  puisse's'ex- 
primer  au  moyen  des  2 A  expressions  fsi|,  m2,  ---^^ih  indépen- 
dantes entre  elles  (et  indépendantes  de  coi,  . . .,  (o,).  Considérons 
alors  Wj  et  supposons  qu'en  y  faisant  m,  =. .  .  =  ©2^=  o>  le  genre 
de  Wj  se  réduise  à  p,  de  sorte  que  co^  peut  alors  s'exprimer  au 
moyen  de  2 ^  expressions  y»,  ya,  ...,  y2p  indépendantes  de  W|, ..., 
m^h  (P  pouvant  d'ailleurs  être  nul).  Enfin  il  se  peut  que  p  soit 
supérieur  à  2/1-4-  2  p,  soit 

nous  désignerons  alors  par  0|,  Bst  -  •  -j  0»,  a  nouvelles  expressions 
indépendantes  des  précédentes.  Le  covariant  (o,  se  présente  alors 
sous  la  forme 

On  peut  maintenant  s'arranger  de   manière  que  tous  les  dij 
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soient  nuls  en  ajoutant  à  chacune  des  expressions  yr  une  combi^ 
naison  linéaire  convenable  des  xa.  De  plus,  les  a  coefficienlâ  de 
Bi,B2,  ...,  Oa  sont  nécessairement  des  formes  linéaires  indépen- 
dantes de  Wi ,  vSij  . . . ,  Tn2hj  sinon  (o,  ne  dépendrait  des  0  que  par 
l'intermédiaire  de  moins  de  a  formes  indépendantes  et  il  y  aurait 
des  éléments  caractéristiques.  On  peut  donc  supposer  que  les 
coefficients  de  Q|,  . ..,  %  sont  précisément  V|,  ...,  «a-  Enfin  on 
peut  supposer  également  que  dans  les  coefficients  bij  les  indices  / 
et  j  ne  prennent  que  les  valeurs  oc+i,  ...,  2A  (en  ajoutant  à 
chaque  Q  une  combinaison  linéaire  convenable  des  m). 
Finalement  nous  arrivons  aux  formules  suivantes  : 

11 t/i 
V  — y                         *                  «-t-l,....!* 

iw'js       N^      6/yw;m;-f-nj|6| -4-..  .-hTiJaOa 

Les  entiers  a  et  ^  se  trouvent  immédiatement  une  fois  qu'on 
connaît  k  ;  par  suite,  la  réduction  (36)  est  toujours  facile  à  effectuer. 
Ces  entiers  a  et  ^  satisfont  d'ailleurs  aux  inégalités 

la  dernière  résultant  de  l'hjpothèse  d'après  laquelle  p  est  au  moins 
égal  à  3  A. 

4i.  Avant  de  passer  à  la  détermination  du  nombre  /i,  nous 
ferons  la  remarque  suivante  ;  Pour  tout  élément  annulant  co'^, 
les  2A  expressions  GJi,  ...,  m^h  doivent  être  liées  par  ai/ moin5 
h  relations;  autrement  dit,  tout  élément  annulant  cj'^  est  au  plus 
à  p  —  h  dimensions.  De  plus,  si  l'on  considère  h  quelconques 
(ou  un  moindre  nombre)  des  expressions  m,,  . ..,  cjj^i,  ces  h  ex- 
pressions restent  indépendantes  pour  un  élément  arbitraire  Ep_A 
annulant  iù\.  C'est  une  proposition  que  je  laisse  au  lecteur  le 
soin  de  démontrer. 

Cela  étant,  considérons  d'abord  le  cas  où  a  est  inférieur  à  A. 
Il  est  clair  que  tout  élément  intégral  E;,  est  contenu  dans  Tun  des 
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élémeDls  Ep_.A  qui  aonulent  ia\»  Cherchons  d*abord  la  dimension 
maxima  des  éléments  intégraux  contenus  dans  un  élément  Ep_A 
arbitraire. 

On  peut  d'abord,  diaprés  la  remarque  faite  plus  haut,  supposer 
que  les  a<C  A  expressions  cii,  t52,  -..y^a  sont  indépendantes  pour 
Télément  considéré  £p_A*  de  sorte  que  cet  élément  sera,  par 
exemple,  défini  en  se  donnant  d'une  manière  convenable  t^a+m  •••7 
TU 3A  e n  fonctions  linéaires  de ?ii|,i9a 9  ..•,cta-  En  substituant  dans  (o!^, 
on  obtient  une  expression  de  la  forme  suivante  : 

a-Hi h 

(3»)     cu;=:     2     p,yn,^nTy-i-ro,0;-h...-hmaOa-+-XtXî^-----*-X«P-i  X«P» 
1/ 

OÙ  0[-  se  déduit  de  Q^-  par  addition  d'une  combinaison  linéaire  con- 
venable de  nï|,  ...,  gja.  Soit  alors  o*  le  genre  de  l'expression 

2^     P/ym/my; 

on  peut  remarquer  que  l'entier  t  satisfait  à  l'inégalité 

(39)  'S*^ 

et  aussi,  en  vertu  de  la  deuxième  inégalité  (37),  à 

(40)  cri  p. 

Cela  étant,  le  genre  de  cj'j,  est  égal  à  (T  -h  a  +  p,  de  sorte  qu'il 
faut  au  moins  9  +  a  4-  ^  relations  entre  les  cr,  les  0  et  les  y^  pour 
annuler  co'^.  Finalement  la  dimension  maxima  des  éléments  inté- 
graux contenus  dans  Ep.^  est  égale  à 

(40  p  — A  — ((r-haH-P)  =  ^-hp  — cT. 

Je  dis  maintenant  que  ce  nombre  A  +  ^  —  ^  est  précisément 
égal  à  n.  Remarquons,  en  effet,  que  pour  un  élément  intégral 
arbitraire  Ea+p-^,  contenu  dans  l'élément  arbitraire  Ep.^?  les 
h  expressions  C3|,  xs2,  . . .,  ca  sont  indépendantes,  car  le  nombre 
a -h  20"  de  celles  de  ces  expressions  dont  dépend  w^  est  au  plus 
égal  au  genre  a  4-  ^  -f-  o*  de  co^ ,  à  cause  de  (4o)-  Par  suite,  pour 
l'élément  intégral  EA+p_ales  2  A  expressions  gji,  ...,  vsth  sont  liées 
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exacleinenl  par  les  h  relations  qui  définissent  Ëp_«.  Âutremeni 
dit,  l^h^^^o  est  contenu  dans  un  seul  élément  Ep.A-  Par  suhe, 
si  n  était  supérieur  à  A -f-  ^  —  t,  par  l'élément  intégral  E^i^ju» 
passerait  au  moins  un  élément  intégral  Ë/,,  et  cet  élément  devrait 
être  contenu  dans  un  élément  à  p  —  h  dimensions  annulant  tù\  et 
qui  ne  pourrait  être,  par  suite,  que  Télément  donné  Ep_A-  Or, 
par  hypothèse,  cet  élément  Ep_A  ne  contient  pas  d'élément  inté- 
gral à  plus  de  A  -h  ^  —  ^  dimensions.  On  a  donc  nécessairement 

(4^)  /i --r /i -H  p  — ï, 

avec  les  inégalités 

(43)  p-+-^^*în£?-4-A 

résultant  de  (Sg)  et  (4o). 
On  a  de  plus  le  théorème  : 

Tout  élément  intégral  £«  est  contenu  dans  un  et  un  seul 
des  éléments  Ep_A  obtenus  en  annulant  le  covariani  Wj,  et  réci- 
proquement chacun  de  ces  éléments  Ep^yi  contient  une  infinité 
d* éléments  intégraux  E^^  obtenus  au  moyen  du  covariant  w',, 
réduit  en  tenant  compte  des  relations  qui  définissent  Ep_A. 

Enfin,  la  relation  fondamentale 
donne  les  valeurs  suivantes  des  caractères 

(44)  <         *A-n  — .  ..-^x-.-?4a=  I, 

ce  qui  exige  encore  les  inégalités 

(45)  ff>^-a_p,        A<aH-ap. 

42.  Considérons  maintenant  le  cas  où  a  est  supérieur  ou  égal 
à  h.  Le  raisonnement  est  tout  à  fait  analogue.  Si  Ton  considère 
un  élément  arbitraire  Ep^A  annulant  Wj,  on  peut  supposer  que, 
pour  cet  élément,  les  h  expressions  ro,,  Wj,  . . .,  wa  sont  indépen- 
dantes. En  portant  alors  dans  w'^  les  valeurs  de  ©a+u  ..  -,  WjAi  il 
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vienl  une  expression  de  la  forme 

où  0^-  se  déduit  de  O/par  addition  d'une  combinaison  linéaire  con- 
venable de  Oa+I)  •  •  •  9  ^«7  ^m  •  •  • }  ^A*  I^^  genre  de  co',  est  alors 
égal  à  A  H-  ^7  de  sorte  que  tout  élément  intégral  contenu  dans 
Ep_A  est  obtenu  par  A  4-  ?  relations  au  moins  entre  Wi,  . . .,  tst^, 
^19  *  '  V  ^A9  Xm  •  •  •?  X^P'  ^^  dimension  maxima  des  éléments  inté- 
graux contenus  dans  Ep.^  est  alors 

et  l'on  démontre,  comme  dans  le  premier  cas,  que  ce  nombre  repré- 
sente la  valeur  de  /i.  Le  théorème  énoncé  dans  ce  premier  cas  est 
encore  valable  ici,  et  Ton  a  facilement  les  égalités 

(46)  /i  =  a-^P, 

(47)  «i  =  ...=  5/,  =  2,     J/i-hl  =  • . .  =  «A-+-P  =  ï,     *p-i-A-f-i  =  •  •  •  =  «p+a  =  o. 

43.  Ces  résultats  nous  permettent  de  décider,  dans  le  cas  resté 

douteux  où  l'on  a 

p  =  3A  -\--x 

si  le  système  est  singulier  ou  non.  Si  d'abord  a  est  inférieur  à  h, 
l'égalité 

(48)  a-h2?  =  ^-f--2 
OU 

h  — a  =  2(p  — i) 

donne  pour  v  les  inégalités 

a^  P  —  I,         ff^  p  —  2; 

il  n'y  a  donc  pour  o*  que  les  deux  valeurs  possibles  p  —  2  et  p  —  1  ; 
à  la  première  correspond  pour  n  la  valeur  A  -H  2,  à  la  seconde  la 
valeur  A  +  i .  Pour  que  le  système  soit  singulier,  il  faut  donc  que 
a  soit  égal  à  ^  —  a,  ce  qui  exige  d'ailleurs  ^  ^  a. 

Si,  au  contraire,  a  est  supérieur  ou  égal  à  A,  on  doit  avoir 
/i  =  A  -H  2,  c'est-à-dire 

a  -h  p  =  /i  -f-  '2, 

ce  qui,  joint  à'(48),  donne  pour  (3  la  valeur  zéro.  Il  faut  donc  et 
il  suffit  que  ^  soit  nul. 
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Eofin  remarquons,  comme  vériGcation,  que  si  l'on  a 

«  =  o,        a  =  o 
ou 

a  =  aA. 
on  obtient 

p  =  an, 

ce  qui  concorde  avec  les  résultats  trouvés  directement  pour  les 
systèmes  sjstatiques. 

CHAPITRE  IV. 

IlVTÉGEATIOir    DES    SYSTÈMES    SINGULIERS    DE    CARACTÈRE    dcUX, 


XI. 

LES  SrSTÈMES  SINGULIERS  POUR  LESQUELS  LE  SYSTÈME  DÉRIVE 
N*E8T   PAS  COMPLÈTEMENT  INTBGRARLE. 

44.  Dans  Tétude  des  systèmes  de  caractère  un^  nous  avons 
trouvé  deux  cas  essentiellement  distincts  :  celui  où  le  système 
dérivé  était  complètement  intégrable  et  celui  où  il  ne  l'était  pas. 
Cette  distinction  se  présente  ici  aussi  pour  les  systèmes  de  carac- 
tère deux^  singuliers  ou  non.  Mais  comme  notre  but  n'est  d'étu- 
dier l'intégration  que  des  systèmes  singuliers  sans  élément  carac- 
téristique, nous  nous  bornerons  à  ceux-là. 

Supposons  donc  d'abord  que  le  système  dérivé  ne  soit  pas 
complètement  intégrable.  Si 

(l)  (Og  =.  .  .=  tl),  =  o 

sont  les  équations  du  système  dérivé  et  si  t9|,  m^y  . . .,  nip  consti- 
tuent avec  ci)|,  . . .,  Cl),  un  système  de  r  expressions  de  Pfaff  indé- 
pendantes, on  peut  réduire  tù\  et  co',  à  des  expressions  du  second 
degré  en  gti,  .. .,  ja^  (mod  (o,,  . ..,  (o,). 

Enfin,  d'après  les  résultats  du  Chapitre  précédent,  on  })eut 
supposer  que  co'^  est  de  genre  A,  en  conservant  toujours  à  cet  en- 
tier sa  même  signification,  et  que  (o',  est  au  moins  de  genre  h+i. 

Cela  étant,  on  aura  des  congruences  de  la  forme  suivante  : 


i  eu',  =u)|yj4-a)tOj 


(a)  {  (mod  wa,  ...,  w,), 


iX*-+-w,», 
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où  les  ^  et  les  0  désignent  des  combinaisons  linéaires  de  di,  . .., 
njp,  (I),,  Wj. 

Si  nous  dérivons  les  deux  membres  de  la  première  des  con- 
gruences  {2),  nous  obtenons 

et,  a  fortiori, 

(3)  (o'i )r s  +  co', Os  5  o        (mod  coi,  cut,  .. .,  (o,). 

Cela  étant,  d'abord  ^3  et  O3  ne  peuvent  pas  être  indépendantes 
entre  elles  et  indépendantes  de  C0|,  coa  ;  car,  sMl  en  était  ainsi,  on 
aurait  en  particulier  (n^  14) 

a>|0])rs»o        (mod  u>t,  (0|,  . . .,  (O5), 

ce  qui  exigerait 

w',*  ^  o        (  niod  (D| ,  wj,  . . . ,  ci>f  )  ; 

le  genre  de  <o*^  serait  donc  au  plus  égal  à  a,  ce  qui  est  contraire  à 
rhypothèse  d'après  laquelle  ce  genre  est  au  moins  égal  à  /*  +  2. 
Si  maintenant  il  y  a  une  relation  et  une  seule  entre  y  s,  ^t,  <0|, 
0)2,  soit 

®»^'X»        (modwi,  w,), 
la  congruence  (3)  entraîne 

((t>'|  + /a>|)*  »o        (mod  coi,  (Os,  ..  .|  (!>,); 

l'un  au  moins  des  covariants  uo>\  -{- vtù'^  est  donc  de  genre  1; 
donc  on  a  nécessairement 

/i  =  i; 

d'ailleurs  ce  covariant  ne  peut  être  que(o', ,  car  si  un  covariant 
différent  de  iù\  était  aussi  de  genre  i,  p  serait  au  plus  égal  à  4  et 
le  système  ne  serait  pas  singulier.  Donc  la  deuxième  hypothèse 
considérée  exige 

A  =  I,        /  =  g; 

autrement  dit  63  dépend  linéairement  de  (0|  et  6)3  et  on  voit  faci- 
lement qu'on  peut  le  supposer  nul  en  changeant  an  besoin  7^3. 
Quant  à  ys,  c'est  une  combinaison  linéaire  de  CO2  et  des  deux 
expressions  m  au  moyen  desquelles  peut  s'exprimer  o>',. 

EnGn,  supposons  que  ys  et  Os  dépendent  tous  les  deux  de  coi 
et  coa  et  qu'il  en  soit  de  même  pour  y4,  64,  . . .,  y„  6j.  Pour  que 
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le  système  dérivé  ne  soit  pas  complètement  intégrable,  il  faut  que 
l'un  des  covariants,  par  exemple  (o,,  soit  de  la  forme 

mais  alors  le  système  adjoint  du  système  dérivé  serait  précisé- 
ment le  système  donné,  et  ce  système  n^est  pas  complètement 
intégrable. 

4o.  Nous  arrivons  donc  au  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Si  un  système  singulier  de  caractère  deux,  et 
sans  élément  caractéristique,  admet  un  système  dérivé  non 
complètement  intégrable,  le  deuxième  caractère  s^  est  infé- 
rieur à  deux  et  Ihin  des  covariants,  par  exemple  co',,  est  ré- 
ductible à  la  for  me  w^  Tîjj.  De  plus,  on  a  des  formules  telles  que 

(mod  ti),,  ....w,), 

wi  =  wi  X« 
les  'x  dépendant  linéairement  de  Wi,  w^,  Wa. 

On  peut  ajouter  que  les  équations  du  système  adjoint  du  sys- 
tème dérivé  n'entraînent  pas  Téquation 

car  sinon  Ton  aurait 

0)jÉ:^0  (mod  (Oi,  UJ],   .  .  .  ,  (Oj,  TDi,  TD]), 

ce  qui  exigerait 

(!>','  =  o        (mod  a>|,  luj,  . . .,  u>,), 

contrairement  à  Thypothèse,  le  genre  de  co.^  étant  au  moins  égal 
à  3. 

Par  suite,  on  peut  toujours  choisir  w,,  Wa  de  manière  que 
'/jy  . . .,  '/s  fi^  dépendent  que  de  w,  et  ©2- 

46.  Cela  étant,  remarquons  que  le  système  dérivé  (i)  du  sys- 
tème donné  est  aussi  le  système  dérivé  du  système 

(  5  )  (j)i  =  ojj  = . . .  =  w.,  =  o, 

et  ce  dernier  système  est  de  caractère  un.  il  en  résulte  (n**  20) 
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que  le  covarianl  tù\  est  de  genre  i  (inod  (0|,  co^,  ...,  co,),  sinoa 
le  sjstème  dérivé  serait  complètement  intégrable. 
On  a  donc  encore  une  congruence  de  la  (orme 

(6)  (Oj^wiTiTi        (mod  fOi,  (03,  . .  .,(o^); 

il  suffit,  pour  cela,  conformément  d^ailleurs  à  ce  qui  a  été  fait 
plus  haut,  de  choisir  Wt  et  m^  de  manière  que  le  système  adjoint 
du  système  (5)  soit 

(7)  (uj  =  toj  =    ..=  ci),=  BJi  =  mj  =  o.J 

47.  Finalement,  si  un  système  de  Pfaff  singulier  de  carac- 
tère deux,  sans  élément  caractéristique,  a  un  système  dérivé 
non  complètement  intégrable,  on  peut  trouver  s  —  i  équations 
du  système  formant  un  sous  système  de  caractère  un  et  ad- 
mettant des  caractéristiques  à  r  —  s  —  i  dimensions* 

De  plus,  d'après  les  résultats  du  Chapitre  III,  tout  élément  inté- 
gral du  système  donné  est  situé  dans  un  élément  intégral  arbitraire 
du  sous-système.  Par  suite,  pour  avoir  Tintégrale  générale  du 
système  donné,  on  prendra  une  multiplicité  intégrale  arbitraire 
Mr«i  du  sous-système 

(5)  Wl    =  COj  =  .  .  .r=Ci>,  =  O, 

et  Ton  cherchera  l^s  multiplicités  intégrales  de  Téquation 

contenues  dans  M^.;.  Ces  multiplicités  Mr.^  dépendent  d'une  fonc- 
tion arbitraire  d'un  argument  et  sont  engendrées  par  des  caracté- 
ristiques à  r  —  s  —  I  dimensions  données  par  les  équations  com- 
plètement]|intégrables 

(  7 )  toi  —  t03  = . . .  =  w^  =  Wi  =  mj  =  o. 

48.  On  peut  préciser  davantage  les  propriétés  des  multiplicités 
intégrales.  Une  discussion  facile  montre  que  trois  cas  peuvent  se 
présenter  relativement  à  la  forme  de  o),  ;  ils  sont  caractérisés  par 
les  formules  suivantes  : 


(8) 
(9) 


==  Toi  m#  (  mocl  tU| ,  tuj,  ...,01^)^ 

sinjmv-+-. ..-+-  Wj//-|Wj„  (mocl  cu|,  to,,  (03,  ...,,ro,), 

^=  TO|?!Iv~*"  nJjTHjH-  ?!I.j  TÏTo -4- .  .  .  4-  ^tn—X^tn  <  niOll  Wj,  Wj,   ,  .  .,  (O^  ) 
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et 

(lo) 


-  Mi  - 

lu',  =:^in|Vt  f  mod  cui,  ci>3y  .. .,  bij). 


Dans  les  trois  cas,  n  désigne  la  dimension  maxima  de  rinlé- 
grale  générale. 

Dans  le  premier  cas,  la  recherche  des  multiplicités  intégrales 
conleooes  dans  une  multiplicité  M,.^  exige  Tintégration  d^une 
équation  de  Phff  cpî  admet  des  caractéristiques  à  une  dimension 

dans  le  second  cas,  il  en  est  de  même;  seulement,  sî  la  relation 
entre  m^  et  m^  qui  caractérise  Mr.;  est 

les  caractéristiques  à  une  dimension  de  Péquation  de  PfafFqui 
reste  à  intégrer  sont 

enfin,  dans  le  troisième  cas,  Téquation  de  PfafTà  intégrer  n^adniel 
plus  de  caractéristique. 

Les  deux  premiers  cas  correspondent  à  des  systèmes  sjstatiques 

*,  =  a,        «,  =  ...=  f„_i  =  i,        ««=0; 

le  troisième,  à  un  système  non  sjstatique 

n  =  a,         f,  = . .  .s  1„_,  =  f„  =  1. 

49.  Nous  arrivons  maintenant  à  une  notion  nouvelle  :  celle  de 
caractéristiques  d'une  nouvelle  nature,  que  nous  désignerons 
sous  le  nom  de  caractéristiques  de  Monge  pour  les  distinguer 
des  caractéristiques  considérées  jusqu'à  présent  et  que  nous 
appellerons  dorénavant  caractéristiques  de  Cauchy.  Ces  der- 
nières engendrent  les  multiplicités  intégrales  à  n  dimensions,  et 
par  chaque  point  de  l'espace  il  en  passe  une,  et  une  seule,  de 
sorte  que  toutes  les  multiplicités  intégrales  Mj,  qui  passent  par 
on  point  donné  ont  en  commun  la  caractéristique  issue  de  ce 
point.  La  première  propriété  seule,  d'être  des  génératrices 
pour  les  multiplicités  intégrales,  se  consers^e  pour  les  caracté- 
ristiques de  Monge. 
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Considérons  une  quelconque  des  multiplicités  intégrales  de 
Tun  des  systèmes  dont  nous  nous  occupons. 
L'équation  de  Pfaff 

(il)  Wl=  o 

est  pour  cette  intégrale  une  équation  aux  différentielles  totales 
par  rapport  aux  n  variables  indépendantes  choisies  ;  mais  on  est 
sûr  d'avance  qu'elle  entraîne  les  équations 

f«t  =  Wj  = . . .  =  a>,  —  Wj  =  o  ; 
or,  le  système 

(7)  (i)i  =  u>j  =  , .  .=  (0,=  Wi  =  m2=  o 

est  déjà  par  lui-môme  complètement  intégrable  quand  les  r  va- 
riables primitives  sont  regardées  comme  indépendantes;  donc, 
a  fortiori,  sur  la  multiplicité  intégrale  considérée  M„  la  seule 
équation  (i  i)  à  laquelle  ce  système  se  réduit  est-elle  complètement 
intégrable.  Par  suite,  elle  définit  sur  M»  une  famille  de  multi- 
plicités an —  I  dimensions  dépendant  de  n  paramètres  arbitraires 
engendrant  M»,  et  telles  que  par  chaque  point  de  M/,  il  en  passe 
une,  et  une  seule.  Ce  sont  des  caractéristiques  de  Monge.  Si  l'on 
change  la  multiplicité  intégrale  M/i,  ces  caractéristiques  à  /i  —  i 
dimensions  satisfont  toujours  au  système  suivant  : 

(l'i)  wj  =  <i)j  =  . .  .=  o),  =  wj  =  w,  =  o; 

&est  le  système  différentiel  des  caractéristiques.  Remarquons 
que  Ton  a,  pour  ce  système,  suivant  les  cas, 


(i3) 
(i4) 
(i5) 


1"' 

(    O) 


s  m»  We  -H ...  H-  tbsa-i  Wj^ 
^  ©t m»  -+-...  -h  XB^n^tn-^\ 


(modwi,  ...,»,)» 
(mod<i)|,  ...,»,), 

(iDOd  (Oi,   .  .  .|  TB|). 


Elles  sont  données  par  l'intégration  d'un  système  de  caractère  un. 
Dans  le  premier  cas,  elles  dépendent  d'une  fonction  arbitraire  de 
n  —  1  arguments;  dans  le  second  cas,  ce  sont  toutes  les  multipli- 
cités à  /i  —  I  dimensions,  situées  dans  des  multiplicités  à  n  dimen- 
sions dépendant  d'une  fonction  arbitraire  de  n  - 
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engendrées  par  des  muUiplicités  caractéristiques  de  Cauchy  à 
deux  dimcDsions,  à  savoir 

(  I G )  ciii  =  (Uj  = . . .  =  (i>j  =  W|  =  Wj  =  m»  =  We  =  • .  •  =  ^iti  =  o  ; 

dans  le  troisième  cas,  ce  sont  encore  toutes  les  multiplicités  à 
n  —  I  dimensions,  situées  dans  des  multiplicités  à  n  dimensions 
dépendant  d'une  fonction  arbitraire  de  /i  —  i  arguments  et  en- 
gendrées par  des  multiplicités  caractéristiques  de  Cauchj  à  une 
dimension,  à  savoir 

(17)        Wi  =  cuj  = . . .  =  uij  =  mt  =  iHj  =  m^  =  ht»  = . . .  =  xam-k-i  =  o. 

Enfin,  dans  les  trois  cas,  elles  sont  situées  dans  des  multipli- 
cités à  /•  —  s  —  I  dimensions  dépendant  de  j  +  i  constantes  arbi- 
traires, à  savoir 

U>,  =  Wj  =  .  .  .  =  (U,  =  Wj  =  Wj  =  o. 

50.  Enfin,  dans  les  deux  premiers  cas  (p  ==  2/1),  il  existe  aussi 
des  multiplicités  caractéristiques  de  Monge  à  une  dimension. 
Dans  le  premier  cas,  défini  par  les  formules  (8),  ces  multiplicités 
caractéristiques  sont  définies  parles  équations 

elles  dépendent  d'une  fonction  arbitraire  d'un  argument,  car  on 
a,  par  exemple, 

par  chaque  point  d'une  multiplicité  intégrale  M^  il  en  passe  une 
et  une  seule;  elle  n'est  d'ailleurs  pas  contenue  dans  la  multiplicité 
caractéristique  an  —  1  dimensions  qui  passe  par  ce  point. 

Dans  le  second  cas,  défini  par  les  formules  (9),  les  caractéris- 
tiques à  une  dimension  sont  définies  par  les  équations 


(16)  <Di  =  Wj  =  .  .  .  1=  (D,  =  15,  =  Wj  =  Wg  =  .  .  .  =  JBrn 


o: 


elles  sont  contenues  dans  les  multiplicités  caractéristiques  à 
n  —  I  dimensions;  ce  sont  d'ailleurs  toutes  les  multiplicités  à 
une  dimension  contenues  dans  les  multiplicités  à  deux  dimensions 
définies  par  le  système  complètement  intégrable  (i6). 
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Xif. 


LES  SYSTEMES  SINGULIERS   POUR  LESQUELS  LE  SYSTEUE  DERIVE 
EST  COMPLÈTEMENT   INTÉGRABLE. 

51.  Si  le  système  dérivé  est  complètement  înlégrable,  nous 
pouvons  le  supposer  intégré,  de  sorte  que  nous  sommes  ramenés 
au  cas  où  le  système  ne  contient  que  deux  équations. 

Si  h  désigne  alors  le  nombre  des  caractères  égaux  à  2,  on  peut 
supposer  que  le  covariant  10',  est  de  genre  h  (mod  (i)|,  (O2)  avec 

soit 

(18)  tu'i  s    ^  a/jWiWj         (mod  («)i,  u)j).  j 

'V  j 

Nous  conserverons  les  notations  du  Chapitre  IH  (form.  36)  et 
nous  supposerons  choisies  les  expressions  xst^  . . .,  TiS2h^  ^d  •  •  <y  ^«9  | 

yi,  . ..,  y2p  de  manière  à  avoir  j 

I  1,...,ÏA  I 

]  «./  ! 

('9)     {  a-i-t,...,îA  (mod  0*1,  wj). 


f  ''^  


Nous  allons  d'abord  examiner  dans  quel  cas  tù\  est  de  genre 
/i-j-i  (moda)|),  c'est-à-dire  dans  quel  cas  on  a  une  congruence 

de  la  forme 

\,...M 

( 20 )  w'j  =    ^  afjxniWj -^  u>i^        (  mod  (Di ), 

'.; 

^  désignant  une  expression  de  Pfaff  convenablement  choisie,  indé- 
pendante de  a>|,  (U2,  THi,  . . .,  Ts^h' 

Pour  qu'une  congruence  telle  que  (20)  soit  possible,  il  faut 
d'abord  que  Ton  ait 

(■21)  ti>'j  =  o        (moda),,(u,,nT,,  . . .,  nij/,,  i^), 

car  le  système  adjoint  de  l'équalion  <0|  =  o  est 

w,  =  oi,  =  CI,  = . . .  =  nr,/,  —  '^  =  o, 
XXIX.  20 
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cl  ce  sjstème  esl  complètement  înlégrable.  Mais  la  congruence  (21) 
n'est  évidemment  possil^le  que  si  Ton  a 

a>',*  ^  o         (  mod  a>| ,  cii],  nii ,  . . . ,  Wj^i  ), 
c'esl-à-clire  siVentier  p  est  nulou  égala  i'uniié. 

52.  I®  p  =  o.  —  Si  P  est  nul,  on  peut  évidemment  supposer 
que  ^  est  une  combinaison  linéaire  de  Of ,  ...,0a;  de  plus,  a  est 
un  entier  au  moins  égal  à  A  +  2. 

En  raisonnant  comme  nous  Tavons  fait  au  Chapitre  III  pour 
établir  les  formules  (38),  nous  verrons  qu'on  peut  mettre  iù\  sous 
la  forme 

iODj^      nji  '^a-f-i      -+-...-♦- in  y-       vj^i^y 

-h  Tny-+-,      uj^M-î      -h,..-+-Wa_i  Wat  (modcDi), 

I  -h  m^^.^^1  iiT(x+Y-i-t  + . . . -h  Wth-i  Wj/i  -h  Wi 4/ 

en  désignant  par  y  un  entier  qui  peut  être  nul,  mais  au  plus  égal 
à  a  et,  de  plus,  de  même  parité  que  a. 

Cela  étant,  on  aura,  en  prenant  les  dérivées  des  deux  membres 
de  la  congruence  (22), 

Désignons  par  w',,  xs'.^^  . . .,  w[^f^  ce  que  deviennent  w', ,  ni!.,  . . ., 
cï'^yi  lorsqu'on  y  fait 

U>i  =  (lij  =:  TÏTi  =  .  .  .  r=  CJt/i  =  O  ; 

on  a  alors  Tidenlité 

^'i^a-»-i-H- . .-+-  T3yTnoi^_y —  ^nJiTn^^i -h. . .-+-  m^m'g^_^_y) 
•+■  Wy-^Wy-n —  roy_^jTny.+i  -h. . .  —  rng^mg^—i 

Par  suite,  en  égalant  à  zéro  les  coefficients  de  nif,  . . .,  w^h  dans 
le  premier  membre  de  cette  identité,  il  vient 

ZI'  ~/  ^ 

W  ^  =  .  ,  ,  =  TÊTy  =  o, 
I     ^i-HV  n  =  .  .  .  =  TÎTj/,  =  O. 


Digitized  by  VjOOQIC 


-  299  - 

Enfin,  en  prenantles  dérivées  des  deux  membres  de  la  deuxième 
congru  ence  (19)  et  y  faisant  wi=z,.  .z=w2h=0j  il  vient  Tidenlilé 

(24)  —  2(eY^.,ey+, +  ...-+- Oa-t  Sa)  4;  =  o. 

Cette  identité  exige  que  y  soit  égal  à  a  —  2  ou  à  a.  Mais, 
d'autre  part,  on  a 

Y  la,         Y -h  al  2  A,         a2/n-2, 

et  la  deuxième  de  ces  inégalités  est  incompatible  avec  la  troisième 
si  Y  est  égal  à  a  —  2  ou  à  a. 

Donc  le  premier  cas  est  impossible. 

53.  2®  P=  I.  —  Dans  ce  cas,  /i  =  a -f- i  est  au  moins  égal 
à  A  H-  2.  Donc  a  est  au  moins  égal  à  A  -}-  1 . 

On  a  toujours  la  congruence  (20),  mais  ici  ij  dépend  nécessai- 
rement de  ';^|,  y 2  et,  de  plus,  en  prenant  les  dérivées  des  deux 
membres  de  cette  congruence,  on  trouve  facilement 

XiX.il'  — ^        (modo),,  coijOTi,  ...,Tn,/,), 

ce  qui  permet  de  prendre  if^zy^. 

Ici  le  système  peut  être  n»is  sous  une  forme  assez  simple.  Le 
covariant  co',  étant  de  genre  A  4-  i  (mod  coi),  la  première  équation 
du  système  peut  toujours  s'écrire 

dz  —pt  dxi  —pi  dxf  — ...  —  /?/i4.|  dxh-hi  =  »  ; 

de  plus,  le  système  adjoint  de  cette  équation  étant 

(1)1  =  b>t  =  Vi  =  .  .  .  =  lïJt/4  =  <|/  =  o, 

le  premier  membre  Wj  de  la  seconde  équation  est  une  combi- 
naison linéaire  de  dz^  dx%^  . . .,  dp^^^  ;  par  suite,  on  peut  supposer 
le  système  mis  sous  la  forme 

dz  — px  dxx  — . . . — Ph->r\  dx/i-hi  =  o, 


(25)     . 

I  dp/t^t  -4-  tti  ^/>i  H- . .  .-h  MA  dp/t  —  p,  rfxt  — . . .—  v/^+t  dxn-^x  =  o, 

et  parmi  les  2  A  -f-  i  fonctions  e/  et  t^,  il  y  en  a  a  +  i  indépendantes 
entre  elles  et  indépendantes  des  x^  z  elp;  ou,  si  Ton  préfère,  il 
existe  2  A —  arelationsi  ndépendantes  entre  les  4  A +  4  variables  x, 
z,  p,u,  V. 

Cela  étant,  il  est  facile  de  voir  que  pour  toute  multiplicité  inté- 
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grale  du  svslème,  les  2^  +  3  variables  x^  z^  u,  p  sont  liées  par 
A  -I-  2  relations  seulement,  les  A  -4- 1  expressions cT|,  ...,I(Ta,  4  étant 
en  effet  indépendantes  pour  un  élément  intégral  E/,.  Il  résulte  de 
là  que,  pour  avoir  l'intégrale  générale  du  système  {20),  il  suffit  de 
prendre  l'intégrale  générale  de  la  première  équation  du  système 

iz   =  ç(j?t»ar,,  ...,a7A^.|), 

en  portant  dans  la  deuxième  équation  on  obtient,  ^,,  ...,  .r^^i 
devant  rester  indépendants, 


(^7) 


d^9  à^o  â^fp 

ÔTfi+i  àxi  âjc}  dxh  àxi 


d^O                                      û>' CD                                                    (^^Ç 
■; T ^  "13 J-^^ -H... -h  Uh- -^ =  Vh^x- 


Ces  équations,  jointes  aux  2  A  —  a  relations  qui  doivent  exister 
entre  les  variables  x,  5,  /?,  w,  r,  permettent  d'exprimer  toutes  les 
variables  en  fonctions  de  a:, ,  ... ,  j:a+i  et  de  a  —  A  des  variables  w, 
ce  qui  donne  bien  des  multiplicités  intégrales  à  a+  1  dimensions. 

La  réduction  du  s)^stéme  donné  à  la  forme  (23)  exige  A  -h  a  opé- 
rations d'ordres 

'aA-+-3,    aA^-I,     ...,    3,     1. 

54.  Ces  systèmes  nous  fournissent  un  exemple  de  caractéris- 
tiques d'une  nouvelle  espèce.  Considérons  les  équations 

(28)  (i>,  =  ti)j  =  THi  =  .  .  .  =  Wj/,  =  O, 

appliquées  à  une  multiplicité  intégrale;  elles  se  réduisent  à  A  seu- 
lement; mais  on  peut  ici  appliquer  les  formules  (28),  et  elles 
montrent  que  parmi  les  covariants  a>', ,  w'^,  ro',,  ...,  tît^a  il  y  » 
toutes  les  expressions 

or,  pour  une  multiplicité  intégrale,  8a+o  •  •  •?  ^a>  '/j  ^  V^^  exemple, 
sont  indépendants;  donc  le  système  considéré  de  h  équations 
de  PfoJIJi  à  «  r=  a  +  I  variables  n^ admet  que  des  intégrales  à 
une  dimension,  puisqu'on  a  nécessairement,  pour  élément  intégral 
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de  ce  syslème 

tîT|  =  fSJj  =  .  .  .  =  W/i  =  O, 

Ces  iatégrales  dépendent  de  a  —  h  fonctions  arbitraires  d'un 
argument.  De  plus,  les  caractéristiques  dans  leur  ensemble  dé- 
pendent de  a  -f- 1  =  71  fonctions  arbitraires  d'un  argument. 

Ainsi,  les  équations  (28)  définissent  des  caractéristiques  à  une 
dimension;  mais,  tandis  que  les  caractéristiques  de  Caucliy 
dépendenty  dans  leur  ensemble,  seulement  de  constantes  arbi- 
traires, tandis  que  les  caractéristiques  de  Monge  dépendent, 
dans  leur  ensemble,  de  fonctions  arbitraires,  celles  d^ entre 
elles  qui  sont  situées  sur  une  multiplicité  intégrale  ne  dé- 
pendant néanmoins  que  de  constantes  arbitraires,  ici  les  carac- 
téristiques définies  par  (28)  ne  jouissent  même  plus  de  cette 
dernière  propriété,  celles  de  ces  caractéristiques  qui  sont 
situées  sur  une  multiplicité  intégrale  donnée  dépendant  de 
fonctions  arbitraires. 

Le  système  étant  mis  sous  la  forme  (a5),  les  équations  difTé- 
renlielles  des  caractéristiques  sont  d'ailleurs 


dTx        dxx  dxh        dx^^ 


il  suffit,  pour  s'en  rendre  compte,  de  remarquer  que  Ton  a 

b}\  =  (flfjr,  —  a,  dxh ^-1  )(dpi-~  c,  dxj^+t  )  -h . . . 

-f-  {dxh—  Uh  dx/i+i)(dp/t'-Vh  dx/i^t)        (mod  to,,  wj). 

oo.  Il  ne  reste  plus  maintenant  qu'à  examiner  le  cas  où  ity\  est 
de  genre  h  (mod  (0|).  Alors,  d'après  ce  qui  a  été  montré  au  Cha- 
pitre III,  pour  avoir  l'intégrale  générale  il  suffira  de  chercher 
l'intégrale  générale  de  l'équation 

(Ul  =  o, 

ce  qui  donne  une  multiplicité  à  /*  —  h  —  i  dimensions  et,  en  por- 
tant dans  la  deuxième  équation  du  système,  de  chercher  l'intégrale 
la  plus  générale  contenue  dans  cette  multiplicité.  On  est  ainsi 
ramené  à  l'intégration  successive  de  deux  équations  de  Pfaff, 
Il  y  a  ici  des  caractéristiques  de  Monge  à  n  —  h  dimensions, 
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définies  par  les  équalions 

(a8)  (i>|  =  a>j=  BJi  =  . .  .=  wj/i  =  o, 

mais  ici  l'on  a  évidemment  [diaprés  (19)] 

(3o)  ,  (modw:,  (i>j,w,,  ...,cj,A 


ce  sont  toutes  les  multiplicités  à  /i  —  h  dimensions  contenues  dans 
des  multiplicités  à  a-h-  ^  dimensions,  engendrées  par  des  caracté- 
ristiques de  Caucbj  à  a  dimensions  et  dépendant  d'une  fonction 
arbitraire  de  ^  arguments.  Sur  chaque  multiplicité  intégrale  il  y 
en  a  une  infinité  dépendant  de  h  constantes  arbitraires. 

Dans  certains  cas  il  peut  }r  avoir  naturellement  d^autres  carac- 
téristiques que  les  précédentes;  par  exemple,  sous  certaines  con- 
ditions» le  système 

W,  =  (D,  =  TH,  =  .,.==  m,  =  /,  =  ..,=  7îp  =  o 

peut  aussi  définir  des  caractéristiques;  mais  je  laisse  de  côté  ce 
sujet,  qu'il  n'est  pas  dans  mon  intention  de  traiter. 

56.  En  résumé,  nous  voyons  que  les  systèmes  singuliers  de 
caractère  deux  n'admettant  pas  de  caractéristiques  de  Cauchy 
jouissent  tous  de  la  propriété  très  remarquable  que  leur  inté- 
grale générale  peut  être  obtenue  par  lUntégration  de  systèmes 
d^ équations  différentielles  ordinaires.  Cela  ne  veut  pas  dire, 
bien  entendu,  que  pour  ces  systèmes  le  problème  de  Cauchy  puisse 
être  résolu  au  moyen  d'équations  ditl'érentielles  ordinaires;  cette 
conclusion  est  néanmoins  exacte  pour  les  systèmes  singuliers 
dont  le  système  dérivé  n^ est  pas  complètement  intégrablc;  car, 
en  conservant  les  notations  employées  dans  Téludc  de  ce  cas,  la 
connaissance  d'une  multiplicité  intégrale  à  une  dimension  par 
laquelle  doit  passer  la  multiplicité  intégrale  cherchée  permet  de 
déterminer  la  fonction  arbitraire  dont  dépend  la  multiplicité  M^^x'» 
cette  multiplicité  étant  connue,  on  est  ramené  à  résoudre  le  pro- 
blème de  Cauchy  pour  une  seule  équation  de  Pfaff. 
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REMARQUE  SUR  LES  ZÉROS  DES  SÉRIES  DE  TATLOR; 
Par  iM.   Michel  Petrovitch. 

1.  En  cherchanl  une  limite  supérieure  du  module  d'un  déter- 
minant quelconque,  dont  on  connaît  des  limites  supérieures  des 
modules  des  éléments,  M.  Hadamard  (*)  est  arrivé  au  théorème 
suivant  : 

Étant  donné  le  déterminant 

«Il        ^U        •••       «I/î 

«Il     «lî      • .  •     «i/i 

^/»I      <^n\       •  .  •       Cl  un 

si  Von  désigne  par  s  h  la  somme  des  carrés  des  modules  des 
éléments 

appartenant  à  la  ligne  horizontale  du  rang  h,  le  carré  du 
module  de  A  ne  saurait  jamais  surpasser  la  valeur  du  produit 

SiSiSi.  .  .Sfi' 

Le  tliéorème,  convenablement  appliqué,  conduit  à  quelques 
résultats  relatifs  aux  séries  de  Taylor,  que  nous  allons  indiquer. 

2.  Considérons  la  série 

(l)  /(z)  =  ao-4-a,45-+-a,;5«-+-..., 

où  les  coefficients  ao,  ^i,  a^y  .  ..  peuvent  être  réels  ou  imagi- 
naires, z  représentant  une  variable  complexe.  Le  coefficient  ao 
peut  toujours  être  supposé  diiVércnt  de  zéro;  s'il  n'en  était  pas 
ainsi,  on  envisagerait  la  série  obtenue  en  divisant  (i)  par  zP^  où 
p  est  l'ordre  du  zéro  z  =  o. 


(')  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  t.  XVII,  p.  2\o-'3.\C);  i8;)3. 
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Soil  r  le  rayon  de  convergence  de  (i)  el  posons 

y  étant  une  noiiveUe   variable  complexe  et  /  un  nombre  réel, 
positif  et  inférieur  à  r.  La  série  deviendra 

(3)  /i^)  =  o{jr)  =  bo-^biy-\-bty^-^.,. 
avec 

(4)  bn=ant 

el  avec  le  rayon  de  convergence 


(5) 


Posons 


(6) 


9(y) 


r.=  ->l. 


=  Co-hCiy-IrCtjr^'^    ,  . 


les  coefficients  d  seront  donnés  par 

(-1)" 


(7) 
avec 

(8) 


àr' 


*I 

*. 



o 

*. 

*. 

A,      . 

o 

à„-i 

bn-i 

*„-.     . 

..  b. 

bn 

bn-, 

bn-t       . 

..     6. 

Posons  ensuite 


(9) 


s,    =i*o;»H-iMs 

«t      =|6o|«+|*i|«+|6.|», 

............    .• •■*) 

*«-l=IM»-4-|6l|«-+-...-^-|6„-.^|^ 
Pn    =I*i|«-h|^^,|»-+-...-4-|6«|*. 


D'après  le  ihéorèrae  de  M.  Hadamard,  cité  précédemment,  on 
aura 


Comparons  la  série  (6)  avec  la  série 
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doDl  les  coerfîcienls  sont  donnés  par 


(12)  «/i 

D'après  rinégalité 


/n-î   . : 


|c«|^a„. 


la  série  (6)  convergera  pour  toute  valeur  de  y  pour  laquelle 
converge  la  série  (11).  Or  comme  on  a,  pour  n  ^=  oo, 


««-•-1     ^ $f^  V  P«-»-i 

(i3)  J         \\ms„=^\b„\^  =  ^\ant-\^, 


0 


en  posant 


iiniTr —  =  lim  r-r—n — rj—n n — i^  =  '» 


1.         ^n 

q  =  lim- 


on aura 

(14)  P  = 


avec 


(i5)  w(,t)  =  ^\aat"\^, 

0 

et  la  série  (i5)  sera  convergente  d'après  l'inégalité  Kir.  La 
valeur  p  sera  donc  différente  de  zéro,  et  comme  elle  représente  le 
rayon  de  convergence  de  la  série  (11),  la  série  (6)  convergera 
aussi  dans  un  cercle  de  rayon  au  moins  égal  à  p.  La  fonction  ^{y) 
ne  saurait  donc  avoir  aucun  zéro  de  module  inférieur  à  p.  Et 
comme  on  a 

la  fonction  f{s)  ne  saurait  avoir  aucun  zéro  de  module  infé- 
rieur à 

(.6)  1^=-^^. 

quelle  que  soil  la  valeur  réelle  de  t  comprise  cnlre  o  et  r. 
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On  en  lire  le  résultat  suivant  : 

Si  l'on  désigne  par  X  te  plus  petit  module  des  zéros  de  la 
série 

(17)  ao-+- ai^ -h  ai5»-h. . . 

et  si  Von  forme  la  fonction 

(18)  "(^)=|^,|2i'*«=''i*' 

0 

on  aura 

(19)  X>     l^^l 


/u{z) 


quelle  que  soit  la  valeur  de  la  variable  complexe  z  à  Vinté- 
rieur  du  cercle  de  convergence  de  la  série  (17). 

3.  Le  résultat  précédent  oflTre  le  mojen  de  calculer  des  limites 
inférieures  des  modules  des  valeurs  annulant  une  série  de  Tajlor 
donnée,  lorsqu^on  se  donne  la  loi  des  coefficients  ou,  du  moins, 
les  valeurs  numériques  d'un  nombre  suffisant  de  ces  coefficients. 

Â  cet  eflPct  on  donnera  à  z  une  valeur  quelconque  de  module 
inférieur  à  r  et  on  la  remplacera  dans  le  second  membre  de  (19); 
dans  le  cas  particulier  où  les  coefficients  a^,  ai,  aj,  ...  sont 
tous  réels,  on  prendra  pour  z  une  valeur  réelle  quelconque  com- 
prise entre  o  et  r.  Chacune  de  ces  valeurs,  remplacée  dans 
l'expression 

conduirait  à  une  limite  inférieure  des  modules  des  zéros  de  la 
série  considérée.  L^évaluation  d'une  telle  limite  se  trouve  ainsi 
ramenée  au  calcul  exact  ou  approché  de  la  somme  de  la  série  (18) 
sous  la  forme  fixée.  On  peut  alors  procéder  comme  ceci  : 

1^  Ou  bien  calculer  la  valeur  approchée  de  u{z)  et  une  limite 
supérieure  de  Terreur  commise  ; 

2°  Ou  bien,  ce  qui  est  \ivéféTd\>\e^  substituer  aux  coefficients 
\an\^  de  la  série  (18)  d'autres  coefficients  e^,  choisis  de  ma- 
nière qu'on  ait 

enl\an\'' 
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et  que  Von  sache  calculer  la  somme  de  la  nouvelle  série 


*(^)=2 


0 


ainsi  obtenue.  Il  est  manifeste,  d'après  ce  qui  précède,  que  si 
Von  pose 

et  que  Von  attribue  à  z  une  valeur  réelle  quelconque  comprise 
entre  o  et  r,  la  valeur  correspondante 


serait  une  limite  inférieure  cherchée. 

En  attribuant  à  z  diverses  valeurs  réelles  et  positives  infé- 
rieures à  /',  on  aurait  diverses  valeurs  de  la  limite  inférieure  (x. 
Pour  qu'une  telle  limite  soit  la  plus  élevée  possible,  il  faut  que 
la  valeur  correspondante  de  v{z)  soit  la  plus  petite  possible. 
Examinons  donc  la  manière  dont  variera  celte  dernière  fonction 
lorsque  z  croît  de  o  jusqu^à  r. 

Si,  pour  abréger  l'écriture,  on  entend  par  z  le  module  de  z,  on 
aura 


Hz 


Pour  z  positif  et  1res  petit  la  dérivée  -^-  sera  négative;  lorsque 5 

commence  à  croître  à  partir  de  5  =  o,  les  deux  cas  suivants  peuvent 
se  présenter  : 

1®  Ou  bien  celle  dérivée  restera  constamment  négative  dans 
l'intervalle  de  z  =^  o  à  z  ^  r  (on  reconnaîtra  ce  cas  à  ce  qu'elle 
est  négative  pour  z  =  r); 
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2®  Ou  bien  elle  s^anniile  dans  cet  intervalle  (on  le  reconnaîtra  à 
ce  qu'elle  est  positive  pour  z  =  r).  L'équation 

ne  saurait  d'ailleurs  avoir  plus  d'une  racine  réelle  et  positive, 
puisque  la  dérivée  ^^  est  positive  pour  une  valeur  réelle  et  posi- 
tive quelconque  de  z. 

Dans  le  premier  cas,  la  fonction  i^(;;)  décroîtra  constamment 
pendant  que  z  varie  de  o  à  r;  la  meilleure  valeur  à  prendre  pour^ 
serait  donc  ,5  =  r. 

Dans  le  second  cas  (qui  se  présentera  toujours  lorsque  r  est 
suffisamment  grand)  r(^)  présente  un  minimum  pour  une  cer- 
taine valeur,  ^  =  a,  comprise  entre  o  et  r  et  ce  minimum  est  alors 
unique.  La  meilleure  valeur  à  prendre  pour  z  serait,  dans  ce 
cas,  5  =  a. 

Par  suite,  la  plus  grande  valeur  de  jx,  donnée  par  la  propo- 
sition précédente  y  sera 

Une  telle  limite  est  toujours  inférieure  au  rayon  de  conver- 
gence /•,  puisqu'on  a  a  <  r  et 

pour  toute  valeur  réelle  et  positive  de  z. 

4.   Appliquons  ceci  à  quelques  cas  spéciaux. 

Premier  exemple.  —  Considérons  la  série 

z        z^         z^ 
/i        /i        /3 

(où  a  est  une  constante  réelle  el  positive  quelconque)^  avant  r^^\ 
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comme  rayon  de  convergence.  En  faisant 


n 


on  aura 


I    /  5*  >«*  5«  \  î 


v(z 


L'équation  ^    ^  o  est  ici 


-: 7i  -^  ï^&('  -  -*)  -  a*  =  o; 

elle  admet  une  racine  z  =  a  comprise  entre  o  et  i ,  et  cette  racine 
est  unique  pour  cet  intervalle.  Une  limite  inférieure  des  modules 
des  zéros  de  la  série  considérée,  comprise  dans  Tintervalle  (o,  i), 
sera  par  conséquent  donnée  par 


/«*—  log(i  —  a*} 
Remarquons  aussi  que  la  valeur 


:  =  ^i— ^  =0,795... 


étant  comprise  à  l'intérieur  du  cercle  de  convergence  de  la  série 
donnée,  en  la  remplaçant  dans  v{z)  on  trouve  que  la  série  ne 
saurait  s'annuler  pour  aucune  valeur  de  z  de  module  inférieur  à 

Deuxième  exemple,  —  Considérons  la  série 

z  z*  z^ 


/î       /i  .2       v'i.2.3 
convergente  dans  tout  le  plan.  En  faisant 


^n=  ' 5 :»         eo=a» 


'"=  i..>..3...n' 
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on  aura 

-8*  \  I  l.'i  1.2.3  /         z* 

L^éqiialion 

est  ici 

et  aura  une  seule  racine  positive  comprise 


a*—  I 
entre     i     et    4/  n f     si     a  >  i  ; 

entre    o    et     i,  si    o<a<i. 

En  désignant  cette  racine  par  a,  une  limite  inférieure  des  mo- 
dules des  zéros  de  la  série  (sS)  sera 


Troisième  exempte.  —  Pour  la  série 

z         z*         z* 

/i       /3       /5 
on  aura 

En  faisant  par  exemple  5=  ->  laquelle  valeur  est  comprise  à 

l'intérieur  du  cercle  de  convergence  de  la  série,  on  trouve  que  la 

valeur 

a 

— .       — » 
2  /a*  -h  k 

avec 

^=  -iog  3  =  0,11092, 

représente  une  limite  inférieure  cherchée. 
Quatrième  exemple.  —  Pour  la  série 

5«  5*  Z^ 

a-h  -7=^-+-    , ■  -i-     ■  :-h..., 

\/i.i       /r7^'3.4        v^i.a.3...(> 
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une  lelle  limite  serait  représentée  par 


l/a«-H-(c*'-f-c-«') 

où  a  désigne  la  racine  réelle  et  positive  unique   de   Téquation 
transcendante 

5.  J'ajouterai,  en  terminant,  une  proposition  simple  qui  résulte 
immédiatement  des  résultats  du  n"  2. 
De  rinégalité 

en  posant 
on  tire 

D'autre  part,  d'après  ce  qui  précède,  une  limite  inférieure  des 
modules  des  zéros  de  la  série 


sera  donnée  par 

Par  suite,  en  posant 

.(.)=^. 

on  aura 

''>m- 

et  cela  quelle  que  soit  la  valeur  de  ^  à  l'intérieur  du  cercle  de 
convergence  de  la  série  considérée. 
Il  s'ensuit  la  proposition  suivante  : 

Une  fonction  f{z)  holomorphe  dans  une  circonférence  C 
décrite  autour  de  Vorigine  comme  centre^  ne  s' annulant  pas 
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à  r  origine,  ne  saurait  avoir  de  zéro  de  module  inférieur  à 
l'expression 

1/(0)! 

0(i  M  désigne  ta  plus  grande  valeur  que  prend  le  module  du 
rapport  de  la  fonction  majorante  def{z)à  la  variable  z  pour 
les  valeurs  de  z  comprises  à  V intérieur  de  la  circonférence  C. 
Dans  le  cas  particulier  où  les  valeurs  de  la  fonction /(;:)  et  de 
ses  dérivées  successives  pour  2  =  0  sont  toutes  réelles  et  posi- 
tives, et  si  Ton  désigne  par  X  le  plus  petit  parmi  les  modules  des 
singularités  de  la  fonction,  celle-ci  ne  saurait  s'annuler  pour 
aucune  valeur  réelle  ou  imaginaire  de  z  dont  le  module  serait 
inférieur  à  la  plus  grande  valeur  que  puisse  prendre  la 
fonction 

fiO)Z 

pour  les  valeurs  réelles  et  positives  de  z,  comprises  entre  o  et  X. 


COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES. 


SÉANCE  DU  6  NOVEMBRE  1901. 

PRÉSIDBNCK  DE  11.  D  OCAGNE. 

Communications  : 

M.  André  :  Sur  les  permutations  alternées  et  leurs  relations 
avec  les  développements  en  série  de  sécx  et  de  tango:. 

M.  Andoyer  :  Sur  les  courbes  paraboliques  des  suif  aces 
algébriques  et  certaines  singularités  de  ces  surfaces, 

M.  DE  Séguier  adresse  la  Noie  suivante  : 

Courbe  remplissant  un  cube  à  n  dimensions. 

Considérons  TensembleVdes  points(a:|,  ...,4:«)(*)(/i> 2) défini 

C)  MM,  Peano  {M.A,,t,  XXXVIj,  Hilbrrt  {M. A.,  t.  XXXVIII),  Moork  {Trans- 
action of  tke  American  Society  y  1900)  ont  étudié  le  cas  où  /i  =  a.  Voir  aussi 
K.  Picard,  Traité  d'Analyse,  0.*  édition,  CIi.  I.  Ce  qui  suit  n'est  qu'une  généra- 
lisation de  IVxemplc  donné  par  M.  Ililbert. 
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par  o^x/<  I  eirensemble  L  des  points  (œ)  défini  par  o  lîx  <  i, 
puis  les  variétés 

^=  :?L(?  =  o»»»  ...',2«*— I),         .r,=  ii  (e/=o,...,a*— I), 


2 


qui  partagent  L  et  V  en  2*"  parties,  L^Vç^  .|^,  définies 
par 


[j'appellerai  ;4â- 1®  point    initial   de  Lç  et  f -^^  •  •  •  >  ^! j   le  point 

initial  de  Vç,...çJ. 

Supposons  d'abord  A*  =  i  et  cherchons  à  ranger  les  Vç,  ,.  ç^  dans 
un  ordre  tel  que  chacun  se  déduise  du  précédent  par  une  transla- 
tion égale  à  ^  et  parallèle  à  un  des  axes,  c'est-à-dire  que  si  l'un 

d'eux  est  défini  par  —  <  Xi  <  —^ —  >  le  suivant  le  sera  par  les  mêmes 

inégalités  où  un  et  un  seul  des  £1  sera  augmenté  ou  diminué  de  i. 
Soit  S/i  la  suite  ainsi  formée.  L'ordre  des  termes  sera  déterminé 
j)ar  la  suite  s„  des  systèmes  Ç| . . .  $«  qui  y  figurent.  Supposons  5„ 
formée  pour  n  =  v,  le  premier  système  étant  o,  o...,  o,  le  dernier 
répondant  à  Ça  seul  ^  o,  l'avant  dernier  à  Ç/^  et  Ç/  seuls  ^  o.  Pour 
former  s^^t  on  peut  procéder  ainsi.  Entre  le  «*"''  élément  et  le 
suivant  (le  premier  élant  regardé  comme  succédant  au  dernier)  de 
chaque  systèujc  de  5v  écrivons  un  o  qui  sera  le  i -\-  i  élément,  le 
rang  de  chacun  des  éléments  suivants  jusqu'au  dernier  se  trouvant 
ainsi  accru  de  1 .  Soit  5v,o  la  suite  ainsi  formée.  Formons  une  suile 
analogue  5v,i  en  insérant  entre  le  Z*''™*  et  le  (i-h  1)**"®  élément  de  ^v 
in\  I  au  lieu  d'un  o.  Écrivons  alors  tous  les  termes  de  5v,0)  sauf 
le  dernier,  dans  l'ordre  011  ils  se  présentent,  puis  tous  les  termes 
de  5v,i,  sauf  le  dernier,  dans  l'ordre  inverse  en  commençant  par 
Tavant-dernier,  puis  le  dernier  terme  de  5v,i,  puis  le  dernier  terme 
de  5v,o-  La  suite  ainsi  formée  sera  une  suite  .Vy+i  :  nous  dirons 
«ju'elle  conduit  du  point  (o,  o, . .  .,0)  au  point 

(Ti  =  Xt  =  .,.  =  Th-i=  X/i-^l=    ..  .X»,  Kl  —  »,  Th=   I.) 

XXIX.  21 
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Pour  obtenir  une  suite  ^v+i  conduisant  du  point  (o, ...,  o)  au 
point  a?!  =  . .  .=  jJv  =0,  ^Tv+i  =  I,  on  écrirait  5v,o  puis  ^v,i  dans 
l'ordre  inverse. 

Cela  posé,  désignons  les  termes  de  Sn  par  V©,  ...,  Vi«__,  et 
faisons  correspondre  Vç  à  Lç,  les  points  initiaux  se  correspon- 
dant. Pour  Â:=  2  on  peut  réaliser  une  correspondance  analogue 
entre  les  Vçj...ç^  contenus  dans  V'^.  et  les  L|  contenus  dans  L|i, 
en  ayant  soin  que  la  suite  des  V^^  ,  |s^  conduise  du  point  initial 
de  VJt  au  point  initial  de  VJ^^  j.  Soit  \\  le  V|^ .  .  ç^  répondant  à  Lç. 

On  pourra  de  même  faire  correspondre  à  Lç  un  Vç^  ,.^  que 
j'appellerai  Vç.  Quand  k  croît  indéfiniment,  un  point  (a^i, ...,  j:„) 

dont  les  coordonnées  ne  sont  pas  toutes  de  la  forme -% (a  impair) 

sera  intérieur  à  toute  une  série  de  Vç^  ..  ç^où  chacun  contient  tous 
les  suivants;  cette  série  définit  (jj«,  . . .,  x,i)*  La  série  des  L\  cor- 
respondants définit  un  point  x  correspondante  {x^^  .,,^  Xn)> 
Ainsi  on  a  réalisé  une  correspondance  biunivoque  entre  les 
points  de  V  et  ceux  de  L  qui  peut  être  représentée  par 
a:,==//(S)(i  =  1,  ...,  n).  Entre  deux  points  (ai,  ...,  a^), 
(6«,  ...,  bn)  quelconques,  l'arc  de  la  courbe  Xi=/i(l)  qui  rem- 
plit V  est  toujours  infini,  car,  pour  k  assez  grand,  (a,,  ...)  et 
(6|,  ...)  sont  dans  deux  Vç^  .  ç^  non  adjacents  et  la  courbe 
remplit  chaque  Vç, .  .ç^  au  point  initial  duquel  elle  passe.  Plus 

précisément,  la  variation  de  Xi  étant  >  j-^^j^j^  dans  Vç"*"^ç^  et,  par 
suite,  > -jfc  ^^^^  une  file  de  a^VçJ'.^p^  intérieurs  à  Vç,.  .^^  dont 
chacun  se  déduit  du  précédent  par  une  translation  de  -j^^:^  paral- 
lèle aux  Xi  sera  >  2"*"'*'^ a"*  dans  Vç^  ç^;  donc  la  variation  de 
fi{\)  ne  peut  être  bornée  dans  aucun  Vç^  ,.  ^^ ,  si  petit  soit-il. 


M.  CoMDEBiAc  adresse  la  Note  suivante  : 

Sur  la  force  vive  utilisable. 

Le  Bulletin  a  publié  dans  son  dernier  fascicule  une  Note  de 
M.  Lecornu  sur  la  Dynamique  des  corps  déformables. 

Il  ne  paraît  pas  sans  intérêt  de  compléter  cette  Note  par  la 
proposition  suivante  : 
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Dans  le  cas  où  les  forces  extérieures  se  font  éqiiîlihre,  la  force 
vive  utilisable  est  uniquement  fonction  de  la  position  du 
système. 

Je  rappelle  que  M.  Lecornu  appelle  force  vive  utilisable  la 
force  vive  que  prendrait  le  corps  si,  à  Tinstant  considéré,  il 
venait  à  se  solidifîer. 

Nous  considérerons,  comme  M.  Lecornu,  le  mouvement  par 
rapport  à  un  point  fixe.  Il  est  clair  que  la  proposition  est  égale- 
ment vraie  pour  le  mouvement  autour  du  centre  de  gravité  et, 
par  suite,  pour  le  mouvement  général  du  système. 

Soit  Y  le  vecteur  représentatif  du  moment  résultant  des  quan- 
tités de  mouvement  de  tous  les  points  du  système. 

Soit  e  le  vecteur  représentatif  de  l'axe  instantané  de  rotation 
du  mouvement  que  prendrait  le  système,  s'il  était  brusquement 
solidifié. 

On  sait  que  la  force  vive   de  rotation   du  système  solidifié  a 

pour  expression 

T  =  (e)(Y)cose, 

où  (e)  et  (y)  sont  les  grandeurs  respectives  des  vecteurs  e  et  y 
et  0  l'angle  que  ces  vecteurs  forment  entre  eux. 

On  sait  également  que,  dans  un  corps  solide,  le  vecteur  y  est 
une  fonction  du  vecteur  e  déterminée  par  la  position  des  axes 
principaux  d'inertie  et  par  les  valeurs  des  moments  principaux 
d'inertie. 

Réciproquement,  e  est  une  fonction  analogue  de  y,  et,  0  ne 
dépendant  que  de  e  et  de  y,  il  en  résulte  que  T  ne  dépend  que 
de  Y  et  des  positions  des  diff"érents  points  du  système. 

Dans  le  cas  où  les  forces  extérieures  se  font  équilibre  (au  sens 
qu'a  ce  mot  dans  la  Mécanique  des  systèmes  indéformables),  le 
vecteur  y  est  constant  en  grandeur  et  en  direction,  et  l'expression 
T  n'est  fonction  que  de  la  position  du  système,  c.q.f.  d. 

Il  résulte  en  outre  de  la  démonstration  que  l'expression  T 
prendra  la  même  valeur,  non  seulement  quand  le  système  passera 
par  la  même  position,  mais  encore  quand  il  passera  par  des  posi- 
tions présentant  la  même  forme,  au  point  de  vue  de  la  répartition 
de  la  masse  par  rapport  au  vecteur  constant  y. 

On  voit  que,  pour  toute  autre  position,  la  force  vive  utilisable 
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est  forcément  comprise  entre  certaines  limites,  comme  Ta  in- 
diqué M.  Lecornii. 

Si  les  forces  intérieures  n'équilibrent  pas  l'action  des  forces 
centrifuges,  le  système  se  dilatera  et  la  force  vive  utilisable 
diminuera  en  même  temps  que  (e). 

Si,  an  contraire,  les  forces  intérieures  centripètes  ont  la  prépon- 
dérance sur  les  forces  centrifuges,  le  système  se  condensera  et  la 
force  vive  utilisable  augmentera,  puisque,  (y)  restant  constant, 
(e)  croîtra  pendant  que  les  moments  d'inertie  diminueront.  Si  le 
mouvement  de  condensation  se  produit  suffisamment  lentement, 
le  travail  des  forces  internes  sera  presque  entièrement  employé  à 
accroître  la  force  vive  utilisable. 

Dans  le  cas,  cité  par  M.  Lecornu,  du  système  formé  par 
l'écureuil  et  sa  cage,  la  force  vive  utilisable  serait  constante,  si 
l'écureuil  n'était  pas  soumis  à  la  pesanteur,  et,  à  défaut  d'impul- 
sion primitive,  le  système  s'arrêterait  chaque  fois  que  l'écureuil 
se  fixerait  à  la  cage. 

Dans  la  réalité,  le  moment  du  poids  de  l'écureuil  par  rapport  à 
l'axe  fixe  n'est  équilibré  que  par  des  forces  d'inertie,  et  c'est  ce 
moment  qui  accroît  la  valeur  de  (e),  le  moment  d'inertie  restant 
ici  constant. 

Il  y  a  lieu  d'observer  que  la  considération  de  la  force  vive 
utilisable  correspond  à  une  décomposition  remarquable  du  mou> 
vement. 

Soient/?,  q,  r  les  composantes  de  l'axe  instantané  de  rotation 
e  suivant  les  directions  des  axes  principaux  d'inertie  à  l'instant 
considéré,  et  A,  B,  C  les  valeurs  des  moments  d'inertie  princi- 
paux; soient  a:,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  du  système  par 
rapport  aux  axes  principaux  d'inertie,  et  soient  x',  y'  ^z'I  es  com- 
posantes suivant  ces  axes  de  la  vitesse  absolue  de  ce  point. 

On  a,  d'après  la  définition  de  e, 

A/>  =  £  m  (yz'  —  zy)y        Bg  =  2  m  (  za?'  —  xz')f        Cr  =  £  m  (xy'  —yx  ) . 

Décomposons  le  mouvement  en  deux  autres,  dont  l'un  serait  le 
mouvement  de  rotation  sans  déformation  déterminé  par  l'axe 
instantané  e,  c  est-à-dire  posons 

x':=cjz — rj  -+-«,        y  =  rx  —pz-hv,         z*  =py  —  qx-^w. 
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On  a 

T  =  A/?*  4-  B^»  -h  C/-«  -i-  £  m  (  M«  -+-  p'  -h  w»  ) 

-f-2  2m[a(^^  —  fy)-hv{rx — pz)-h  w (py  —  qx]. 

Or  le  troisième  terme  ^est  nul  (et  c'est  ce  qui  constitue  l'intérêt 
de  cette  décomposition). 

Ce  troisième  terme  peut  en  effet  s'écrire,  en  remplaçant  m,  v 
et  iv  par  leurs  valeurs, 

Zm  [x'(qz  —  ry)  -^y'  {rx—pz)  -h  ^'{py  —  qx)]  —  ( A/?>  -4-  Bç*  -f-  Gr' ) 
ou 

p'Lm{yz'--ty')-JrqZrnizx'^X2')->rrï,m{xy-'yxf)--{PLp^-{-^q^-^CO), 

quantité  nulle^  d'après  la  définition  de/?,  q^  r. 
On  a  donc 

T  =  A/?>  -h  Bq*  -t-  G ^*  4-  £  m  (  a*  -t-  (>>  -4-  w>  ). 

Observons,  en  terminant,  que  les  lettres  p,  q,  r  n'ont  pas  la 
même  signification  que  dans  la  Note  de  M.  Lecornu,  pas  plus  que 
les  lettres  x',  y\  z\ 

M.  L.  RiPERT  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  trois  propriétés  de  six  points  d'une  conique. 

I.  —  Le  théorème  de  la  droite  de  Simson  du  point  M  d'un 
cercle  (ABC),  étant  une  propriété  de  six  points  (A,  B,  C,  M,I,J) 
du  cercle,  a  cette  conséquence  projective: 

Soient  A,  B,  C,  D,  E,  F  six  points  d^une  conique  ;  A,,  B|,  C« 
les  points  où  BC,  CA,  AB  coupent  EF;  A2,  Bj,  C2  leurs  points 
conjugués  sur  EF.  Les  droites  Dx^^,  DB2,  DC2  rencontrent  les 
droites  BC,  CA,  AB  en  des  points  situés  sur  une  droite  d. 

Au    triangle  ABC,    en    permutant  circulairement   les    points 

D,  E,  F,  correspondent  trois  droites  rf,  e,  /.  Or,  il  y  a  vingt 

triangles 

ABG(i),  ABD(2 ),  . . . ,  GRF(i9),  DEF(2o). 

Donc,  à  six  points  donnés  sur  une  conique  correspondent 
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soixante  droites^  essenliellement  distinctes  des  Pascals,  et  que 
Ton  peut  nommer  Sinisons, 

Le  calcul  montre  que  le  triangle  DEF  et  le  triangle  formé  par 
les  droites  rf,  e,  y  sont  homologiques.  En  désignant  par  K,  et  k^ 
le  centre  et  Taxe  d'homologie,  on  voit  qu^,  aux  soixante  Sim- 
sons  correspondent  vingt  points  K  et  "vingt  droites  A*. 

Si  l'on  opère  sur  DEF  par  rapport  à  (A,  B,  C)  comme  on  a 
opéré  sur  ABC  par  ra|)port  à  (D,  E,  F)  on  obtient  Ka©  et  une 
droite  A*2o*  Si  les  six  points  donnés  sont  tels  que  les  triangles  ABC 
et  DEF  soient  homologiques,  la  droite  K^  K^o  passe  par  le  centre 
d'homologie  et  les  droites  k^  et  A'20  se  coupent  sur  l'axe  d'honto- 
logie. 

II.  —  Une  autre  propriété  des  six  points  se  déduit  du  lemme 
suivant: 

Soient  A,  B,  C,  E,  F  cinq  points  d^ une  hyperbole  équilatère. 
Les  perpendiculaires  abaissées  du  point  F  sur  les  droites 
AE,BE,  CE  coupent  les  droites  BC,  CA,  AB  en  des  points  situés 
sur  une  droite  A  qui  est  perpendiculaire  à  EF. 

En  effet,  le  triangle  ABC  étant  de  référence,  soient  a,  p,  y; 
a',  (i',  y,  les  coordonnées  barycentriques  de  E  et  F.  Si  l'on  pose 

^"-Hc*  — a*  =  a,        c»-ha* — 6»=b,        «*h-6»— c«  =  C| 

on  trouve  que  le  pied  L  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  F  sur 
AE  a  pour  coordonnées 

o,     ?'(b3-  CY)  — a'(-^^^'7-^a3),     T'ibp  — cy)  -h  a'(2c*p -+-aY.»- 

En  formant  la  condition  pour  que  le  point  L  et  les  deux 
points  M  et  N  que  Ton  obtient  par  permutation  circulaire  soient 
col  linéaires,  on  trouve 

\^  affa^  —  cy)  __ 

C'est  la  condition  qui  exprime  que  la  conique  ABCEF  passe 
par  Torthocentre  D  de  ABC,  c'est-à-dire  est  hyperbole  équila- 
tère;  elle  est  remplie  par  hypothèse.  On  vérifie  d'ailleurs  que  les 
coordonnées  des  droites  EF  et  LMN  (ou  A)  satisfont  à  la  condi- 
tion de  perpendicularité. 
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Or,  rorlhocentre  D  d'un  triangle  ABC  est  le  point  du  plan  tel 
que  les  côtés  AD  et  BC,  BDel  CA,  CD  et  AB  du  quadrangle  ABCD 
soient  conjugués  par  rapport  au  cercle  des  neuf  points  de  ce  qua- 
drangle, défini  projectivement  par  les  milieux  des  six  côtés  et  les 
trois  points  d^inlersection  des  côtés  conjugués. 

Si  Ton  remplace  Torthocentre  de  ABC  par  un  point  arbitraire  D 
du  plan,  on  sait  que  le  quadrangle  ABCD  conserve  une  conique  U 
des  neuf  points,  de  même  définition  projective. 

D'où  cette  conséquence  : 

Soient  A,  B,  C,  D,  E,  F  six  points  d'une  conique.  Les  conju- 
guées menées  par  F  des  droites  AE,  BE,  Q*E  par  rapport  à  la 
conique  û  du  quadrangle  ABCD  coupent  les  droites  BC,  CA,  AB 
en  des  points  situés  sur  une  droite  A,  qui  est  conjuguée 
de  EF  par  rapport  à  Q, 

Aux  six  points  donnés  correspondent  cent  vingt  droites  A, 
car,  les  trois  points  D,  E,  F  ayant  dans  la  propriété  des  rôles  dis- 
tincts, à  chacun  des  vingt  triangles  ABC  correspondent  six 
droites.  Les  cent  vingt  droites  se  répartissent  en  quinze  faisceaux 
de  huit  droites  parallèles,  respectivement  conjuguées  des  droites 

AB,  AC,  DF,  EF  par  rapportaux  coniques  ûdes  quadrangles 

CDEF, ABCD. 

Il  est  aisé  de  généraliser  ce  théorème  de  manière  à  faire 
correspondre  à  six  points  d'une  conique  quinze  faisceaux  de  huit 
droites  concourant  en  quinze  points  situés  sur  une  droite  arbi- 
trairement donnée. 

III.  —  Le  théorème  suivant  est  dû  à  M.  Lemoine  (^1/.,  1901, 
p.  9.40); 

Soient  M  un  point  du  cercle  circonscrit  à  un  triangle  ABC; 
A',  B',  C  les  pieds  des  hauteurs.  On  porte  sur  A  A',  BB',  CC 
les  longueurs  MA,  MB,  MC  en  AA|,  BB,,  CC|  dans  le  sens 
AiVy  BB',  ce,  ou  dans  le  sens  opposé  suii'ant  que  MA,  MB,M(] 
coupent  BC,  CA,  AB  sur  tes  côtés  du  triangle  ou  sur  leurs 
prolongements.  Les  quatre  points  M,  A|,  B|,  C|  sont  sur  une 
droite  0 , . 

On  peut  rcniar([uer  (|ue  :   i**  si  Ton  désigne  par  A^  le  second 
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poinl  d'interseclîon  de  AA'  et  du  cercle  de  centre  A  el  de  ravon 
AM,  el  de  mênrie,  Bj  et  Cj,  les  points  M,  Aj,  Bj,  C2  sont  sur 
nne  droite  8j,  perpendiculaire  à  8i;  2®  les  droites  B|C2  et  Ci  Bj, 
(^1  A3  et  A|  B2,  A|  B]  et  Bf  A3  se  coupent  en  des  points  A3,  B3,  C3 
situés  sur  une  droite  83  passant  par  M  ;  3°  les  droites  A,  A3,  B(  63, 
C,  C3  concourent  en  un  point  P|  et  les  droites  A3A3,B3B3,  CjCj 
en  un  point  P3.  D'où  celte  conséquence  : 

Soient  A,  B,  C,  D,  E,  F  six  points  dUine  conir/ue  ;  AA',  BB',  CC 
les  droites  menées  par  A,  B,  C  et  qui  coupent  EF  aux  points 
conjugués  des  intersections  de  cette  droite  avec  BC,  CA,  AB. 
Considérons  les  trois  coniques  passant  par  D,E,  F  el  ayant 
A,B,  C/?owr  pôles  respectifs  de  EF;  soient  A,  et  Aj,  B,  et  B3, 
C|  et  Ca  les  points  où  ces  coniques  coupent  A\%BB' ^CO .  Trois 
de  ces  points  (A| ,  B|,  C«)  sont  sur  une  droite  8|  passant  par  D; 
les  trois  autres,  sur  une  droite  83  passant  parD  et  conjuguée 
de  8«  par  rapport  à  EF.  L^s  droites  B|  Ci  et  C|  B3,  . . . ,  etc. 

On  voit  aisément  que,  aux  six  points  donnés  correspondent 
cent  quatre-vingts  droites  8,  réparties  en  six  faisceaux  de 
trente  droites  chacun,  ajant  respectivement  les  points  A,  ...,  F 
pour  sommets  et  soixante  couples  de  points  P. 

Remarques,  —  Tous  les  théorèmes  précédents  ont  des  corré- 
latifs. 

Les  figures  formées  par  les  soixante  droites  du  n"  1,  les  cent 
vingt  droites  du  n**  2,  les  cent  quatre-vingts  droites  du  n®  3  odI 
d^autres  propriétés;  ce  sont  dos  questions  qui  restent  à  étudier. 


M.  Pellet  adresse  la  Note  suivante  : 

Sur  la  méthode  d'approximation  de  Newton. 

1.   Il  est  aisé  de  démontrer  que  Péquation 

«0  H-  «I  ^  -^  ûfj ^*  -+■ .  • .  -4-  a« ar"  -t- . . .  =  o 

n'a  qu'une  racine  de  module  inférieur   à  la  plus  petite  racine 
positive  S  de  l'équation  majorante 
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*/i  =  1^/1 1  pour  /i==  o,  2,  . .  .,el  a|rt,  $[  rt,  [.  T|,  ^2  élaiil  ces  deux 
racines,  on  en  déduirait 

xl — x}  x^  —  ar? 

a,-f-ai  -^ ï-  -+-...-hart  — ' *-  -H...  =  o; 

j"j  —  iFj  aTj— a?j 

d'où 

ai< 'ÀOit^  ■+■.,, -h  n%n ;'*""* -+-.... 

Or  ai  esl  supérieur  au  second  membre  de  celte  inégalité  lorsque 
la  racine  Ç  est  simple,  et  lui  esl  seulemeni  égal  lorsque  ^  est  racine 
double. 

On  peut  même  déduire  de  la  méthode  une  démonstration  du 
théorème  fondamental  de  la  théorie  des  fonctions  implicites.  Si 
les  coefficients  a  sont  des  séries  holomorphes  en  /,  a^  s*annulanl 
avec  t  et  non  a^,  prenons  pour  cl„  une  fonction  majorante  de 

^(n  =  o,  2,...)eta,  =1. 

On  pourra  assigner  deux  nombres  positifs,  t  et  S,  tels  que  t 
étant  inférieur  à  T,  Téquation  en  ^ait  une  seule  racine  positive  infé- 
rieure à  E.  Cette  racine  pourra  se  développer  suivant  les  puissances 
croissantes  de  t,  et  il  en  sera  a  fortiori  de  même  de  la  racine  de 
plus  petit  module  de  l'équation  en  x. 

2.  La  méthode  comporte  des  simplifications  dans  certains  cas. 
Ainsi,  soit  Téquation 

f{u)  =  u  —  e  s\n{b  -+-  u)  —  a  =  o. 

a,  b,  e  étant  des  quantités  réelles,  la  dernière  e  plus  petite  que  i 
en  valeur  absolue,  elle  a  une  seule  racine  réelle  comprise  entre 

—  (I  6 1  -4-  I  e  I)  et  I  6  I  -f-  1  «  |.  Posons 


e  s'inb  -ha 
w,  = 


il  vient 
Or 


1  —  ^cos6  ' 


c  sin(6  -h  Omi  ) 


<ï(m]<'' 


2[l  —  e  C0S(6  H-  M|)J 

si  £  module  de  6'  esl  <<  r-  La  mélhode  de  Newlon  répétée  conduira 
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donc  à  une  suite  de  termes  2/3 ?  u^i  •  •  m  '^a»  •  •  •)  tendant  vers  o  et 
tels  que  |  /<a|  <C  I  Hk-t  l^^  si  ti^  a  un  module  inférieur  à  i . 
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ERRA  TA. 

p.  172,  lignes  G  e^  7  (en  remonlant),  lire  : 

2                l\lrî—r)t^—('S\:ii^i(i)t^—(3Jjï-^îq)t-hs/bi-\-n    /,=- 
0  —  ,  arc  sin  — ~ — -^-^ — ■ \n^ 

a                 (  V'^—  1 7  )  <^ -^  ( 3  v  o7—  i()  )  /'  —  (  3  Joi-^- 19)  t  —  y/Tî—  7    ,-- 
=  ,  arc  ros '- t V  '3* 

P.  175,  ligne  xj,  lire:  Armstrong. 
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EXTRAIT  DES  STATUTS  ET  DU  RÈGLEMENT. 


La  Société  mathématique  de  France  a  pour  objet  Tavancement  et  la  propa* 
gation  des  études  de  Mathématiques  pures  et  appliquées.  Elle  y  concourt  par 
ses  travaux  et  ses  publications.  £}le  a  son  siège  à  Paris. 

La  Société  se  compose  de  sociétaires  perpétuels,  de  membres  résidents  et 
de  membres  non  résidents,  en  nombre  illimité. 

Sont  considérés  comme  résidents  les  membres  qui  ont  à  Paris  leur  domi- 
cile ou  leurs  occupations  professionnelles. 

Les  Étrangers  peuvent  faire  partie  de  la  Société. 

Les  conditions  à  remplir,  pour  être  membre  de  la  Société,  sont  les  suivantes  : 
1°  avoir  été  présenté  par  deux  de  ses  membres  et  agréé  par  k  Conseil  d'admi- 
nistration ou  parle  Bureau  agissant  en  vertu  d'un  mandat  du  Conseil;  a*"  avoir 
obtenu,  à  l'une  des  séances  qui  ont  suivi  la  présentation,  les  suffrages  de  la 
majorité  des  membres  présents;  3"*  avoir  versé  un  droit  d'admission  de  dix 
francs;  4'  payer  une  cotisation  annuelle  dont  le  montant  est  de  vingt  francs 
pou  ries  membres  résidents,  et  de  quinzefrtmcs  pour  les  membres  non  résidents. 

La  cotisation  annuelle  peut  toujours  être  rachetée  par  une  somme  de  trois 
cents  francs,  versée  dans  les  conditions  &xées  par  le  règlement  administratif 
de  la  Société. 

Ce  versement  confère  le  titre  de  sociétaire  perpétuel, 

La  cotisation  annuelle  est  payée  au  commencement  de  chaque  exercice  dont 
l'origine  est  fixée  au  i*'  novembre  de  chaque  année. 

Les  nouveaux  membres  doivent  payer  la  totalité  de  la  cotisation  do  Texer- 
c\ct  en  cours,  quelle  que  soit  l'époquo  de  leur  admission. 

La  Société  tient  des  séances  ordinaires  deux  fois  par  mois;  elle  prend 
trois  mois  de  vacances,  en  août,  septembre  et  octobre. 

Pour  assister  aux  séances,  les  personnes  étrangères  à  la  Société  doivent 
être  présentées  par  l'un  de  ses  membres. 

La  Société  publie  par  livraisons  un  Recueil  annuel  quia  pour  titre  :  Bulletin 
de  la  Société  mathématique  de  France,  et  qui  contient,  avec  un  extrait  des 
procès-verbaux  des  séances,  des  Noies  et  Mémoires  sur  les  Mathématiques 
pures  ou  appliquées,  ayant  pour  auteurs  des  membres  de  la  Société,  et  pré- 
sentant quelque  originalité  au  point  de  vue  de  la  méthode  ou  des  résultats. 

Les  livraisons  du  Bulletin  sont  adressées  à  tous  les  membres  do  la  Société, 
au  fur  et  à  mesure  de  leur  publication.  Toutefois,  dans  le  cas  où  un  sociétaire 
se  met  en  retard  dans  le  payement  de  sa  cotisation,  l'envoi  du  Bulletin  est 
suspendu  pour  lui.  jusqu'à  ce  qu'il  ait  acquitté  l'arriéré. 


LIBRAIRIE   GAUTHIER. VILLARS, 

QUAI  DES  GRANDS-AUGUSTINS,  55,  PAUIS. 


SERRET(J.-A.)  —  Cours  de  Calcul  différentiel  et  intégral.  5°  édition, 
augmeuléo  d'une  Note  sur  les  f (mettons  clUptiqucs  ;  par  M.  Ch.  H  ermite. 
a  forts  volumes  ia-8,  avec  fiL^ures:  igoo 25  fr.  r^^^^T^ 
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MOlUFKATiOKS  A  LA  USTE  m%  MEMBBES  VL  LA  SOCIÉTÉ 


Date  de 
l'admiulon. 

1S96.      DE  SÉfiUlEB,  rue  des  Saints-Pères,  56,  Paris,  7*. 

1899.  DRiCO,  maitre  de  Confcreaces  à  la  Faculté  des  Sciences,  boalevard  des 

Écoles,  3i,  Lille. 
1885.      PIRieS,  professeur    de  Matliémaiiqaes,  Liberty    Street,   Ji,   Hamilton 
(Canada). 

1900.  ierFEAllER,  rue  du  Faubourg-du-Temple,  54,  Paris,  ii*. 


AVIS.  —  Jusqu'à  nouvel  avis,  on  est  prié  de  s'adresser,  pour  tout  ce 
qui  concerne  la  rédaction  d\x  Bulletin^  à  M.  Brigard,  vice-secrétaire,  rue 
Monge,  6,  Paris,  5*. 


29536      Paris. ..Imprimerie  CAUTHIBR-VILLARS. quai  des  Grauda^ADgiistlns,  M. 


Le  Gérant  :  GALiniER-ViLUkRe. 
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